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Editoriale

hiudiamo il numero di aprile, quando ormai aprile ¢ passato

da un pezzo. Ci scusiamo con 1 nostri lettori abituali, tuttavia

mantenere la ‘puntualita’ non ¢ cosa semplice. Ne
probabilmente riusciamo a mantenere per quest’anno l'uscita di
quattro numert.
In questo numero, Cosimo Di Mitri e Domenico Lenzi ci
raccontano di un probabile teorema di Euclide andato perso negli
anni e che spiegherebbe alcune affermazioni dello stesso grande
matematico greco. Luca Francesca, Massimiliano Leoni e Luca
Lussardi affrontano un tema particolarmente delicato, e non solo
dal punto di vista didattico: ¢ vero che le dimostrazioni
matematiche sono tutte ugualmente valide? A guardare con
attenzione alcune classiche dimostrazioni sembrerebbe proprio di
no. Bruno Sanchini ci presenta un’altra serie di figure geometriche
segmentate che possono essere utili nella modellazione matematica
di forme geometriche tutto sommato comuni ma alle quali ¢
difficile attribuire un’espressione analitica compatta. Maurizio
Rosina, Antonio Bottaro e Fabrizio Minuti ci presentano una
problematica di ingegneria: stabilire un modo per misurare la
distanza tra ciascun poligono originario ed un corrispondente
poligono ortogonale che lo approssima. Infine Andreana Zucco ci
racconta le soluzioni geometriche del problema isoperimetrico, un
problema che, secondo la leggenda, risalirebbe a Didone, la
fondatrice di Cartagine nell’ 800 a.C. Chiude i numero una
presentazione del romanzo Login scritto da G. Pettarin, C. Pradella,
E. D’Amico; un romanzo per gli adolescenti, per metterli in guardia
dai nuovi media di comunicazione e per gli adulti che possono
conoscere meglio il modo dei loro figli ‘nativi digitali’; un simpatico
giallo dal finale a sorpresa.

Antonio Bernardo
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130. Euclide e il teorema mancante

Cosimo De Mitri, Domenico Lenzi
cosimo.demitri@unisalento.it, domenico.lenzi@unisalento.it
[Dip. Mat. Uni. Salento]

Sunto

In questo articolo — senza pretesa alcuna di originalita ma con un intento
principalmente divulgativo, al solo scopo di sottolineare ancora una volta 'importan-
za dell’opera di Euclide — ci occupiamo di una piccola falla presente nella dimo-
strazione della Proposizione 24 degli Elements; proposizione che qui, per ragioni
evocative che si chiariranno in seguito, noi chiamiamo Teoremna del compasso.

E noto che uno dei piti importanti studiosi della produzione euclidea fu Proclo —
nato a Bisanzio, ma cresciuto a Xanto (in Licia, onde fu soprannominato o) — che
intorno alla prima meta del VI secolo d.C. si occupo in maniera approfondita degli
Elementi di Euclide (st veda [Pr]), in particolare del Libro I e della sua Prop. 24 (che
egli identifica come Teorema XV). Pero Proclo in proposito fa un’analisi di tipo
diverso rispetto a quella fatta qui da noi. Egli infatti scrive [Pr, pp. 271-272]: [...]
esaminiamo la costruzione di questo teorema data dall’ Autore degli Elementi e agginngiamo cio che
in essa manca |...].

La mancanza che lo studioso Licio attribuisce a Euclide ¢ di una certa gravita, poiché
egli imputa al sommo Maestro il fatto di non aver preso in considerazione — nella
dimostrazione della Proposizione 24 — ben due casi. In verita Proclo non ¢ nuovo a
questo genere di rilievi, cosi azzardati, su alcuni punti dell'opera euclidea; rilievi che
gli hanno attirato le critiche di vari studiosi. Si veda ad esempio [Pr. p.190, nota 40],
dove il riferimento ¢ alla Proposizione 2 degli Elementi. A proposito della
Proposizione 2, segnaliamo tutta una serie di casi citati da Proclo [Pr, pp.190 e segg.];
1 quali si rivelano inutili, nel senso che sono facilmente riconducibili al caso
considerato da Euclide.

La falla euclidea ipotizzata da noi relativamente alla Proposzione 24 di Euclide ¢
diversa da quella presunta da Proclo, proprio perché quest’ultima ci appare in
contrasto con la meticolosita e la precisione con cui Euclide ha affrontato le dimo-
strazioni delle sue proposizioni (compatibilmente con le nozioni comuni e gli assiomi
taciti, di cui egli si serve spesso). Questa indiscutibile accuratezza ci porta a pensare
che la mancanza segnalata da noi corrisponda piuttosto a un teorema di Euclide
andato perduto: una sorta di anello mancante nella costruzione della geometria euclidea.

1. Introduzione

Nel V secolo a. C. la matematica, prima con Talete e poi con Pitagora (forse suo allie-
vo), inizio il suo lento, ma inesorabile e inarrestabile cammino come disciplina scien-
tifica, che ’avrebbe portata a diventare ancella e regina indiscussa di ogni scienza. In
proposito sono significative le parole di D. J. Struik, che ebbe a dire [S, p. 53]: «la
matematica contribui a trovare l'ordine nel caos, a disporre le idee in catene logiche, a trovare principi
Sfondamentali. Era la pii razionale di tutte le scienze».

In questo percorso uno dei momenti piu significativi fu rappresentato da Euclide,
che con i suoi Elementi riusci a dare alla matematica un carattere particolare dal punto
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di vista del rigore dimostrativo. Il che, tra Ialtro, ha portato gli Elementi a essere per
molti secoli il libro pitt letto dopo la Bibbia ().

In realta, i matematici del periodo ellenistico citati precedentemente, ma non solo
essi, per 1 loro studi trassero ispirazione da una cultura popolare — se cosi si puo dire
— ed artigianale, che portava ad usare in modo del tutto ovvio e naturale molti di
quelli che sarebbero diventati degli importanti principi matematici. Si pensi al
teorema di Pitagora che, soprattutto nella sua forma inversa, attraverso le terne
pitagoriche — ad esempio (3, 4, 5) oppure (5, 12, 13), forse le piu famose — consentiva
di costruire facilmente triangoli rettangoli, estremamente importanti da un punto di
vista artigianale (°).

11 riferimento piu antico alle terne pitagoriche pare che risalga al 1900/1600 a.C., con
la tavoletta Plimpton 322 — una delle centinaia di migliaia di tavolette babilonesi di
argilla, molte delle quali di contenuto matematico — rinvenuta in Mesopotamia al-
I'inizio del secolo XIX e conservata negli USA presso la Columbia University. Il re-
perto contiene quindici righe che riportano alcune terne pitagoriche scritte in una
forma dalla quale traspare un tentativo di rappresentazione in base sessagesimale.

2. Il Teorema mancante

Strumento significativo nell’ambito della cultura popolare — poi diventato patrimonio
della geometria attraverso le circonferenze — ¢ certamente il compasso, antichissimo
strumento artigianale e da disegno, in uso da tempo immemorabile.

Una delle proprieta — indiscusse e indiscutibili da un punto di vista intuitivo — che
vengono attribuite al compasso (non necessariamente a bracci eguali) ¢ che le sue
punte si avvicinano o si allontanano a seconda che lo si stringa o lo si allarghi.
Orbene, se noi consideriamo i bracci del compasso come i due lati di un triangolo,
nel quale il terzo lato ¢ quello i cui estremi corrispondono alle punte, si vede subito
che la proprieta citata prima si traduce nel seguente enunciato, che noi — come si ¢
detto — per ragioni evocative chiamiamo #/ Teorema del Compasso:

Siano dati due triangoli in cui due lati dell'uno siano rispettivamente ugnali a dne lati
dell'altro. Allora il terzo lato ¢ maggiore nel triangolo in cui tale lato si oppone ad angolo
maggiore (e viceversa).

Si tratta di una proprieta a cui lo stesso Euclide rivolse la sua attenzione. E non po-
teva essere diversamente. Anche se, nei riguardi dell’'opera del grande maestro, suc-
cessive e attente riflessioni, intervenute dopo molti secoli, hanno portato a intrav-
vedere — benignamente sottolineate da innumerevoli studiosi () — alcune piccole
crepe che, durante il periodo ellenistico, in una esposizione che riguardava un tipo di
matematica profondamente radicata nel concreto, sarebbe stato difficile percepire.

Furono riflessioni acute e sottili da cui nacquero, tra Ialtro, le geometrie non eucli-
dee, con la messa in discussione del V postulato euclideo (quello delle parallele).

(") Pare, addirittura, che la loro traduzione in cinese, promossa dal gesuita Matteo Ricci — di cui
quest’anno ricorre il quarto centenario dalla morte — sia stato uno dei meriti che fecero concedere a Li
Madou ( “Ricci Matteo” in cinese) la sepoltura nella terra dei Ming (si veda [F]).

(®) Per fare un esempio, forse banale, si pensi a un falegname che deve trovare il modo di costruire
una porta rettangolare.

() Tra queste ricordiamo quella relativa alla proprieta di continuita delle curve — forse una delle piu ci-
tate — che compare gia nella Proposizione 1 del Libro I a proposito dell’intersezione di due circonfe-

renze (si veda [E], pp. 77 e 78).
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Postulato che qualcuno ha ventilato possa aver suscitato dei dubbi nello stesso Eu-
clide, che lo applico soltanto a partire dalla Proposizione 29 del primo Libro dei suoi
Elementi. Tuttavia noi siamo portati a pensare che in Euclide — nella dimostrazione di
un teorema — abbia giocato un ruolo importante soprattutto la necessita di utilizzare
un assioma soltanto quando non se ne poteva fare a meno.

E furono quelle riflessioni che spinsero David Hibert ad approntare i suoi Grundlagen,
[H], che costituiscono una significativa revisione — ma, certamente, non una
contestazione — dell’opera euclidea.

Ma in quale fase dello sviluppo della geometria di Euclide si colloca 7/ Teorema del
Compasso? In realta lo si ritrova molto presto, come Proposizione 24 del primo Libro
degli Elementi. Percio possiamo affermare che questo teorema in realta si colloca
nell’ambito della Geometria Assoluta, che ¢ caratterizzata dal fatto di adoperare solo i
primi quattro postulati euclidei. Infatti, come si ¢ detto precedentemente, 'uso del V
postulato negli E/esmenti compare solo a partire dalla successiva Proposizione 29.
Tuttavia, oltre a presentare alcuni aspetti “discutibili”, a cui ci ripromettiamo di de-
dicare un successivo intervento — aspetti d’altra parte giustificabili, in quanto in linea
con quella visione concreta della matematica a cui si ¢ accennato precedentemente —
la dimostrazione che Euclide fa della Proposizione 24 (di cui la Proposizione 25 ¢
semplicemente 'ovvia proposizione inversa) pecca di una “mancanza” che appare
come una stonatura rispetto all'impostazione che ha portato il nostro grande
matematico a far precedere la proposizione qui in discussione dalle precedenti
ventitre.

In [E] la Proposizione 24, con linguaggio leggermente involuto, ¢ espressa cosi:

Se due triangoli hanno due lati ugnali rispettivamente a due lati, ma hanno 'angolo
compreso dai lati uguali maggiore dell’angolo corrispondente, avranno anche la base
maggiore della base.

Invece nel testo di Proclo [Pr, p. 271] leggiamo:

Se due triangoli hanno due lati egnali a due lati, ciascuno a ciascuno, ma gli angoli

compresi dalle rette eguali uno maggiore dell’altro, avranno anche una base maggiore
dell’altra.

La Proposizione 24 in [E] ¢ illustrata da una immagine che ¢ grosso-modo riprodotta
nella seguente Fig. 1 (dove i due triangoli dell’enunciato euclideo sono ABC e DEF).
L’angolo EDG viene costruito da Euclide sfruttando la precedente Proposizione 23,
in modo tale che il lato DG sia uguale a ciascuno dei due lati AC e DF. Di
conseguenza, per la sua Proposizione 4, la base BC ¢ uguale alla base EG.

D,

Fig.1 F
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Nota Bene. Fig. 1 — presa da [E], p. 115 — fa presumere che Euclide abbia conside-
rato il lato 4B minore/uguale tispetto al lato AC, e quindi il lato DE minore/uguale
rispetto al lato DG. Altrimenti potrebbe verificarsi una situazione simile a quella
illustrata nella parte destra della Fig. 2 seguente, dove si vede che il lato DF potrebbe
non fuoriuscire dal triangolo GDE; il che, invece, nel caso di Fig. 1 ¢ scongiurato in
base al successivo Teorema Mancante.

A

Fig.2

Nel caso da noi illustrato nella parte destra di Fig.2, ¢ falso che I'angolo FGE sia una
parte dell’angolo FGD ed ¢ anche falso che I'angolo DFG sia una parte dell’angolo
EFG, come Euclide tacitamente arguisce, avendo pero in mente la parte destra di
Fig. 1. Percio, in riferimento alla situazione descritta in Fig. 2, Pargomentazione eucli-
dea su cui regge la dimostrazione della Proposizione 24 verrebbe a cadere.

Sottolineiamo il fatto che quello descritto in Fig. 2 ¢ uno dei due casi che Proclo af-
ferma essere stati trascurati nella dimostrazione di Euclide, I’altro caso essendo quello
in cui il punto F ¢ situato sul segmento GE. Ma, come abbiamo gia detto nel Sunto,
ci sembra azzardato pensare che l'autore degli Elementi sia stato cosi sprovveduto da
non accorgersi che c’erano altri due casi da discutere. A nostro parere quei due casi
nel testo euclideo non sono presi in considerazione proprio perché non si possono
presentate quando il lato 4B ¢ minore/uguale rispetto al lato AC.

St noti che la parte destra di Fig. 1 (insieme a quella riportata in [E], nella quale
I'angolo GDE non ¢ ottuso) appare come una rappresentazione “fedele” di cio che si
vuol descrivere — sottintendendo il fatto che il lato 4B sia minore/uguale rispetto al
lato AC — soltanto se essa ¢ preceduta dal seguente teorema; che ¢ quello che — a
nostro avviso, in un’impostazione coerente con quella euclidea — manca in [EJ.

Teorema 1 (i/ Teorema Mancante). Sia dato un triangolo GDE, in cui il lato GD sia
maggiore/ ugnale rispetto al lato DE. Allora un segmento DL, che congiunga il vertice D con un
punto L del lato opposto GE, ¢ minore del lato lato DG.

Dimostrazione. Infatti, 'angolo DLG ¢ maggiore dell’'angolo DEG (feorema dell’angolo
esterno maggiore, applicato al triangolo DLE; corrispondente alla Proposizione 16 di
[E]), che a sua volta ¢ maggiore/uguale rispetto all’angolo DGE (Propp. 18 e 5,
applicate al triangolo DEG). Percio il segmento DL ¢ minore del lato DG (Prop. 19
applicata al triangolo DGL). g

Facciamo notare che il punto L presente sul lato GE di Fig. 1, che pero Euclide non
utilizza esplicitamente, ¢ quello che garantisce (in un’ottica coerente con latteg-
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giamento ellenistico, legato al concreto) che il punto F 57 trova dall’altra parte rispetto al
lato GE, poiché — grazie al feorema mancante — DF ¢ piu lungo di qualsiasi segmento
che congiunga D con un punto del lato GE. Cio fa si che il lato GE sia contenuto
nell’angolo FGD.

Osservazione 2. Ora — procedendo secondo l'impostazione euclidea, e quindi
facendo riferimento alla Fig. 1 — proseguiamo con la dimostrazione della
Proposizione 24 di [E].

Facciamo presente che — per costruzione di Euclide — gli angoli EDG e BAC sono
uguali; inoltre sono uguali i lati DG e AC, nonché i lati 4B e DE. Di conseguenza,
anche i due lati BC ed EG sono uguali. Percio basta provare che il lato EF ¢ minore
del lato EG.

Ragionando sul triangolo EGF, cio risulta ovvio. Infatti 'angolo FGE ¢ una parte
dell’angolo FGD, percio il primo ¢ minore del secondo. Inoltre, 'angolo FGD,
essendo uguale all’angolo GFD, ¢ minore dell’angolo GFE. Di conseguenza, I'angolo
FGE ¢ minore dell’angolo GFE. 1l che comporta che il lato EF ¢ minore del lato EG
(Prop. 19 applicata al triangolo EFG).

E’ imporatante notare che nella dimostrazione del Teorema 1 e nell’Osservazione 2
sono state utilizzate soltanto proposizioni anteriori alla Prop. 24 di [E], cosicché la
collocazione di questa nello sviluppo della trattazione euclidea rimane comunque in-
variata.
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131. Quando la logica va oltre la
costruzione

Luca Francesca, Massimiliano Leoni e Luca Lussardi*

E’ vero che le dimostrazioni matematiche sono tutte “uguali” dal punto di vista della
loro validita logica? Certamente si: infatti se la dimostrazione segue una deduzione
logica corretta che dall'ipotesi, assunta vera, giunge a concludere che anche la tesi
oggetto del teorema ¢ vera, allora la dimostrazione ¢ da considerarsi valida a tutti gli
effetti. Non tutti pero la pensano cosi: per alcuni, c¢i sono dimostrazioni e
dimostrazioni. Piu precisamente 1 cosiddetti costruttivisti ritengono che per
dimostrare I'esistenza di un certo oggetto matematico si debba necessariamente
indicare una procedura di tipo costruttivo la quale, almeno in linea di principio,
permette di costruire 'oggetto del quale si vuole dimostrare I'esistenza. In un certo
senso per un costruttivista I'esistenza di un oggetto matematico coincide con la
possibilita di poterlo costruire, almeno teoricamente.
E’ utile non confondere il costruttivismo con un suo parente, 'intuizionismo.
L’intuizionismo ¢ solo una forma particolare di costruttivismo; piu precisamente gli
intuizionisti ritengono che i fondamenti della matematica stiano nella nostra
intuizione personale, ma cosi facendo c’¢ il rischio che la matematica si riduca ad
un’attivita per lo piu soggettiva e individuale. Il costruttivismo, invece, si trova in
piena sintonia con una visione oggettiva della matematica.
L’atteggiamento del matematico costruttivista talvolta ¢ molto limitante; si pensi che
il costruttivista rifiuta sistematicamente 'uso di oggetti infiniti, ad esempio c’¢ il
rifiuto delle successioni come oggetti a sé stanti (cio implica in particolare che il
costruttivista non puo accettare la classica costruzione dei numeri reali basata sul
completamento di Q). A tal propositio il celebre matematico D. Hilbert (1862-1943)
in una sua famosa citazione disse che I’eliminazione del principio del terzo escluso
(cosa contemplata nella logica costruttivista) equivale a togliere il telescopio ad un
astronomo. Tuttavia nel 1967 un matematico americano di nome E. Bishop (1928-
1983) scrisse un’opera dal titolo Foundations of Constructive Analysis recuperando tanta
analisi tradizionale per via costruttiva, anche se in modo molto complicato.
L’atteggiamento attuale nei confronti del costruttivismo non ¢ di condanna, infatti la
maggior parte dei matematici odierni accetta la logica del non costruttivismo,
rispettando comungque la logica del costruttivismo.

Lo scopo di questo breve articolo non ¢ pero quello di discutere sul costruttivismo
e sul non costruttivismo, né di schierarsi a favore dell’una o dell’altra forma di logica,
bensi quello di toccare con mano alcuni esempi di dimostrazioni costruttive e non
costruttive, al fine di poter capire quando la logica puo diventare, per cosi dire, pin
potente della costruzione.
Effettivamente molti teoremi di esistenza in matematica sono di tipo costruttivo,
ovvero la dimostrazione stessa dei teoremi, o almeno una delle tante possibili, ¢ di

! Fakultit fiir Mathematik, Technische Universitit Dortmund, Vogelpothsweg 87, 44227 Dortmund
(Germania).
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tipo costruttivo (per questo sarebbe meglio dire dimostrazione costruttiva anziché
teorema costruttivo). Un classico esempio di dimostrazione costruttiva ¢ la piu
semplice dimostrazione del ben noto teorema degli zeri per una funzione continua:

Una funzione continua f : [a,b] — R, con a, b reali, a<b, tale per cui si ha
@) f(b)<O ammette almeno uno Zero in (a,b), ovvero esiste (almeno un) x
appartenente ad (a,b) tale per cui si ha fx)=0.

Si tratta quindi di un teorema che asserisce, sotto certe condizioni, I'esistenza di un
oggetto matematico, x in questo caso. La classica dimostrazione ¢ di tipo costruttivo.
Infatti basta considerare una successione numerica in (a,b) opportunamente costruita
che si dimostra convergere ad uno zero della funzione f. Detto x;, il punto medio di
(a,b) basta scegliere uno tra gli intervalli (7, x,) e (x,,0), e precisamente scegliere quello
tale per cui f agli estremi assume valori di segno opposto. Si ripete quindi il
procedimento e si seleziona il punto medio x, del nuovo intervallo trovato, e si itera
il ragionamento. Cosi facendo si trova una successione x, che si dimostra convergere
ad uno zero di f.
II teorema degli zeri ¢ quindi un esempio di teorema che puo essere dimostrato
esibendo una procedura esplicita che consente di costruire oggetto del quale il
teorema afferma lesistenza. Va da sé che si possono anche dare dimostrazioni non
costruttive del teorema degli zeri, per esempio per assurdo.
La dimostrazione per assurdo ¢ proprio il tipico esempio di dimostrazione non
costruttiva. L’esempio pit elementare e importante di dimostrazione per assurdo ¢ la
celebre dimostrazione di Euclide (300 a.C. circa) del fatto che i numeri primi sono
infiniti (Proposizione 20, libro IX). 1l grande matematico greco procede per assurdo:
supponiamo che vi sia un numero primo N piu grande di tutti, allora considero il
numero N/+7 che altri non ¢ che il numero dato da

N/H+1=N-(N-1)-(N-2)-...-2-1+1
Se dividiamo questa quantita per ogni numero 7 compreso tra 2 ¢ N otteniamo come
resto 7. Ma per il Teorema di fattorizzazione unica (che Euclide ha gia dimostrato)
N/+1 deve fattorizzarsi come prodotto di primi distinti, con eventuale molteplicita, e
questo contraddice il fatto che IN sia il primo piu grande di tutti.

La dimostrazione di Euclide ¢ entrata nella storia della matematica come esempio
di eleganza della dimostrazione per assurdo e della potenza di essa; il grande
matematico inglese G. H. Hardy (1877-1947) nel suo celebre libro Apologia di un
matematico scrive:

“La reductio ad absurdum, tanto amata da Euclide, ¢ una delle piu belle
armi di un matematico. E un gambetto molto pit raffinato di qualsiasi
gambetto degli scacchi: un giocatore di scacchi puo offrire in sacrificio
un pedone o anche qualche altro pezzo, ma il matematico offre la
partita.”
Vi sono invece dei casi in cui la dimostrazione proposta di un certo fatto addirittura
coinvolge pochi oggetti completamente espliciti, e tuttavia resta non costruttiva. Un
classico esempio ¢ il seguente problema:

. . .. . . . N .
Dimostrare che esistono due numeri irragionali a e b tali per cui a’ é ragionale.

La soluzione di questo quesito mostra quanto potente sia, in questo caso, l'utilizzo

V2
della pura logica. Consideriamo infatti a = b= \/E Se \/E fosse razionale
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o . , . V2

avremmo gia finito: la soluzione per 'appunto sarebbe a = b = V2. Se invece V2
. . . . 2 .
fosse irrazionale, consideriamo a = V2" e b =+/2; allora a e b sono entrambi

2
irrazionali, poiché stiamo supponendo V2 irrazionale, ma in tal caso si ha a? = 2,
che conclude la dimostrazione, essendo 2 razionale.
Questa dimostrazione, incredibile per la sua semplicita, nasconde una questione piu

complicata, che ¢ lirrazionalita di \/Eﬁ, dimostrata nel 1934 in modo indipendente
da Gel’fond (1906-1968) e Schneider (1911-1988). Dunque effettivamente la “vera”
soluzione al problema ¢ la seconda scelta. Tuttavia osserviamo che la dimostrazione
proposta ¢ completamente autosufficiente, dal momento che mostra in modo
logicamente corretto che la soluzione al problema dato deve essere una delle due
proposte, per cui lesistenza della soluzione ¢ dimostrata in ogni caso pur non

sapendo se \/E\/E ¢ irrazionale o razionale, e quindi senza invocare un difficile
teorema di teoria dei numeri.

A parte questo divertente esempio, ci sono teoremi molto piu importanti in
matematica per i quali le sole dimostrazioni note sono di tipo non costruttivo; in cio
che segue non entreremo troppo nel dettaglio, essendo cio che diremo di natura non
elementare.

Un primo classico esempio ¢ rappresentato dal teorema di esistenza di una base per
uno spazio vettoriale: infatti 'esistenza di una base per uno spazio vettoriale
generico, e quindi non necessariamente finitamente generato, discende dall’assioma
della scelta, o meglio da una sua formulazione equivalente tanto cara agli analisti: il
lemma di Zorn. In tal caso, la trattazione ¢ poco elementare, per cui tralasciamo i
dettagli; basti sapere che I'assioma della scelta, rifiutato dai costruttivisti, postula
I’esistenza di una cosiddetta funzione di scelta.

Allo stesso modo tralasciamo i dettagli su un altro classico teorema la cui
dimostrazione fa uso anch’essa del lemma di Zorn: la forma analitica del teorema di
Hahn-Banach, uno dei piu bei risultati di analisi funzionale lineare:

Dato X spazio vettoriale reale e dato un suno sottospazio Y, ogni funzionale lineare
L:Y - R s estende ad un funzionale lineare T: X — R (si puo fare anche per
spazi vettoriali su C).

Anche quest’ultimo teorema ha una grande importanza in analisi matematica: non
accettarlo vorrebbe dire rinunciare a praticamente lintera analisi convessa, branca
dell’analisi matematica che studia le proprieta delle funzioni convesse, soprattutto nel
caso della dimensione infinita.

Sebbene la logica costruttivista sia interessante, porta con sé un grosso problema.
Due grosse rinunce della logica costruttivista sono quella della dimostrazione per
assurdo e, legata a questa, 'implicazione tra doppia negazione e I'affermazione della
logica classica.

Senza dimostrazioni per assurdo, perderemmo una buona parte delle dimostrazioni
semplici di algebra o analisi a cui siamo abituati e, sebbene valga una forma diversa di
“gloco” di negazioni, anche questo colpo sarebbe una forte folata nel nostro castello
della logica.
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Anche Brouwer (1881-1966), uno dei capostipiti di un'altra scuola non classica, quella
intuizionista, nella dimostrazione del suo famoso teorema sul punto fisso (uno dei
molti) sembra quasi andare contro i suoi principi e segue logiche classiche.

Insomma, sebbene abbiano offerto molti spunti in un’epoca di crisi delle fondamenta
e abbiano i propri lati positivi, le logiche non classiche non sono oggi cosi largamente
utilizzate come era loro iniziale intento.

Volendo tirare una conclusione potremmo dire, costruttivisti (0 non classicisti che
sia) o no che siamo, che la potenza della logica talvolta puo essere superiore alla
potenza del costruttivismo, e portare molto avanti la matematica.

Come il buon senso pero suggerisce, conviene non abusare di una o dell’altra:
insomma, ¢ giusto essere un po’ costruttivisti e un po’ logici.
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132. Famiglie di segmenti nel piano
e nello spazio

Bruno Sanchini
brunosanchini@yahoo.it

1 Introduzione
Questa ricerca viene suddivisa in due parti. Nella prima parte, si ricercano le

equazioni di alcune superfici piane di segmenti, in particolare, grandi famiglie di curve
segmentate. Ognuna di queste famiglie ¢ formata da infiniti segmenti, inclinati sull’
asse delle x di angoli uguali. Nella seconda parte, si fanno ruotare nello spazio alcune
curve segmentate per ottenere una superficie costituita da infinite superfici laterali di
tronchi di cono e da due superfici laterali di due coni. E operando su tutte queste
superfici laterali che si troveranno le equazioni di alcune loro porzioni o superfici
uguali. I” arbitrarieta della scelta di una famiglia di curve segmentate, fatta mediante
una ‘scelta oculata’ dei valori dei parametri che la caratterizzano consente di ottenere
delle equazioni di superfici che sono, graficamente, le piu fantasiose possibili.

2 Superfici e curve di segmenti
Se consideriamo in un sistema di riferimento Oxy ( Xy = 90°) una generica retta

passante per il punto P ( @k, bk ) con a = 0 e b = 0, non contemporaneamente
uguali a zero, e k = 0, 1, 2, 3,... che spazza nel piano un angolo 0° < 6 < 90°
(tispetto al semiasse positivo delle x), nonché una retta x = h , con ak < h <
RcosO + ak , si puo asserite che al variare di fcon 0° < 0 <90°edih conak <h

< Rcos 0 + ak , essendo k = 0, 7, 2, 3, ... le due famiglie di rette, intersecandosi,
individueranno una superficie (PxT, = R ). Infatti , se PyTy = RcosO, TyT, =
Rsenf e piu in generale: PyTy = R senf + ak; T,T, = R senf + bk, le

coordinate dei punti di questa famiglia sono le soluzioni del sistema:

y=tanf (x) +k (b—atand) *

@
ak < x < Rcos 0+ ak k=012 3 ..., 0°<09<90°

che rappresenta nel piano cartesiano ortogonale Oxy ( I quadrante) una figura che ¢
formata da infiniti segmenti, tali da formare infiniti settori circolari (uno per ogni
valore di k) di raggio R. Si puo, inoltre, affermare che la superficie ¢ il luogo
geometrico dei punti del piano le cui coordinate verificano il sistema (2) con 0,
parametro variabile. Di seguito riportiamo la figura:

¥ y—bk=tan(x—ak)—>y=tan 0 (x) +k (b—atan 0)
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oK L2 RemDrak

Se a=b=1equindi P(k, k), si potra dire:
“Se R < /2 i settoti sono distinti; se R > V2 i settori hanno una parte di essi in

comune, due a due ( magari un punto, quando R = v2)”.
Seguono alcuni esempi e per ciascun esempio, il
sistema ¢ il diagramma:

(1) per R == < VZ il sistema:
y=tan O (x) +k(7—tan 0)

k<x< gcose+k
k=0,1,2 3, ..., 0° <0 <90°

@ pertR=1< V2, il sistema : . ..__Q)()! i L SRR
£ { 4 { e { 'P“LK‘K)
| : |

y=tan b (x) +k(7—tan0) - i

k<x<cosf+k
k=0123 ..., 0° <6< 90°

(3) per R = g > /2, il sistema :

y=tan b (x) +k(7—tan 0)

5
k<x< 5cosﬁ+k
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k=0,123 .., 0° < 0<90°,
Il sistema () puo essere generalizzato in quest’ altro sistema che indico con (/) :

y=2% [tn 0 |x| +k(b—atn0)

(2)
(ak )= x?= (Rcos 0+ ak )?

k=0,1,23 ...; 0°<0<90°

Nel piano cartesiano Oxy questo sistema rappresenta una superficie simmetrica
rispetto all’ asse delle x e delle y (quindi simmetrica rispetto all’ origine degli assi)
perché y(x)=—y(x) e y(x)=y(—x) per gli stessi

valori di x.

Seguono due illustrazioni, e per ciascuna di

esse, il sistema e il corrispettivo diagramma:

1) Se a=1;b=1;R="7,
11 sistema:
y=t[an 6 |x| +K(7 - tan 0}

k?<x?=( zcosﬁ-i-k)z

k=0,1,23 ...; 0°<0<90°
2) Sea=2;b=3;R=4, | o | e

il sistema : | A [ wnda

y= i[mnﬁ || + K (3 - 2tan 6]

(2k P =x?=<(4cos 0+ 2k)?

k=0,7,23 ...; 0°<0<290°

Ora, se poniamo P.T, ( 6)=R cos™'f con n intero>1 (per # >1 il valore massimo di
P, T, ( 6) al variare di O° < 6 < 90° ¢ R, essendo il cos™'f <7 ), e rileviamo che la
proiezione ortogonale sull’ asse delle x di R cos™'f ¢ R cos"d , il sistema (4), a sua
volta, viene generalizzato nel sistema (¢):
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y:i[tan6|x| +k(b—a tanﬁ)]

()
(ak)?=x?=(Rcos" 0+ ak)?

k=0,1,23 ...; 0°<0<90°

Quando #=1,P.T,(0) non dipendeda ¢ e¢ P > T, =R. Vedi 1a ﬁgura sotto
Anche qui le due famiglie di rette, intersecandosi, |

individueranno un luogo geometrico che sara una
superficie o, . Per vedere di quale superficie o,
trattasi, ¢ necessario trovare la curva y, che ¢ I’
insieme dei punti T,(f) , curva questa (formata da
infiniti rami) che delimita la «, e che ¢ anche parte

del suo contorno (non rettilineo).

fl |

Questa curva v, ¢ il luogo geometrico dei punti del

L aEeEE R

piano le cui coordinate x e y sono le soluzioni del
sistema che ricaveremo da ( ¢) quando x = *( R

cos"f + ak ) , ossia:
y== [tan 0 |x| +k (b—a tan 0)]
x= £ (Rcos"0+ ak) —
y== Ean 0(Rcos"0+ak)+k(b—a tan 0)]
x =% (Rcos"0+ ak)
quindi le equazioni parametriche della curva vy, :
x =% (Rcos"0+ dk)
y==% (Rsenf cos™'f +bk)
k=0123 ..; 0°=0<90°
Le equazioni della curva vy, si potranno scrivere anche cosi :
|x| =R cos"0 + ak
|7] = Rsend cos™'6 +bk
k=0,1,2,3 .., 0°=0<90°.

Ma se si osserva che I’ equazione (gia studiata al computer):
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x = cos"f
y=senf cos™' 0 con O°<0<90°,
¢ un caso particolare della equazione della curva y, quando R=1 ; k=0 ; x>0 ; y>0

(vedere appresso la “tabella allegata” che ce ne da la rappresentazione geometrica ) si

evince che I’ equazione della curva y, rappresentera nel piano infinite curve molto
pit complesse.

7T axy TABELLA ALLEGATA

el ‘X:m‘a

550 gco¢set

=0y
ag f;u?.@
J} LY '}hqt.ng
o ﬂ:z-iase(?o" :
06 (}:<:;:mt3t
ok & :.fimcoag
1 m=310'©290°
o M=Fj42,2050;5000,
03 ] | M %.mw-t- H
X=4 N
o }’“‘(Vx ) Vimx® M A
0,4 04X S 4
A
- (% AITBIL. oi’\ o' ?n - 4 AR ﬂ- ? e
s I i e 05 86 g3 @R 99 4 b4 . m\{!_o
M"l: noAR L\ (T nm-{l iy; Ko DARD
wﬂv ) ,‘\/"h( e ) MY iy er

A ruota della “tabella allegata” , seguira il calcolo delle equazioni di y,e di «, (con 1
rispettivi diagrammi) per gli stessi valori dei parametri di: ¢=1; 4=3 ; R=2; n=2,
scelti a piacere.
Esempio uno :

Se 4=1; b=3; R=2; n=2 ,hol’
equazione parametrica di vy, :
x =1 (2 cos’f +k)
=% (2 senf cost +3k)

k=0,1,23 ...; 0°<0<90°

quindi il diagramma:
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Esempio due:
Appresso, quando i parametri di ( ¢) si sostituiscono con i valoti : a=1 ; /=3 ; R=2;
n=2 , ottengo il sistema di «, :

y= i[tan 0 |x| +k(3—tan 6)]

k? < x? <( 2 cos’ 0 +k)?

k=0,1,23 ...; 0°<0<90°

quindi il suo diagramma, delimitato dalla
curva y, di cui ’equazione ¢ stata considerata,
appunto, per gli “stessi valori dei parametri”
di o, ( vedere “I’esempio uno”).

aaan

Se considero il sistema (¢) quando 6 =6, (
0° < 6, < 90%) , il nuovo sistema:

y==% tanf, |x| +k(b—atan b,)

@
(ak)? < x? <( R cos" 0, +ak )?
conk=0,17,2 3, ...

rappresentera nel piano una curva (y,') formata da infiniti segmenti, inclinati sull’asse
delle x di 6, e simmetrica rispetto agli assi cartesiani ortogonali. Esempio:
se 0,=30°;n=2;a=1;b=3; R=2 , avremo il sistema :
{y =+ [tan 30° || +k (3 - tan30°)
k? < x? < (2 cos® 30°+k )? k=0,1,23,...,

quindi, la rappresentazione geometrica della y,'

0¥y

i i

3 ;'1 k._éx&.%,*_ﬁ x

TN

Trattasi di una curva simmetrica rispetto all’ asse delle x e all’ asse delle y .
Ritornando alla (d), se si fa ruotare la curva vy,' di %2 giro attorno all’ asse delle x, si
ottiene una superficie costituita da infinite superfici laterali di tronchi di cono e da

19




Matematicamente.it
* Numero 12 — Aprile 2010 ®

due superfici laterali di due coni, poiché ogni coppia di punti della y,' , simmetrici
rispetto all’asse delle x, genera una circonferenza.
Ora se queste circonferenze le suddivido in 2N archi uguali di ampiezza a=180°/N
con N 22, sara grazie ai valori di o :
180°
%y, = 2h
2h N

= (ZhH1) =

con h=0, 1, 2, 3,...., N-1 (N=2) che si individueranno gli estremi degli N archi
uguali (un arco si, uno no ), e quindi, con a,, = « = a,,, ed il raggio, i punti di
ciascun arco.
La conoscenza di “questi archi uguali ” ci aiuta a considerare su ogni superficie
laterale le “N porzioni o superfici uguali” di cui ciascuna ( di queste porzioni )
contiene uno degli N archi ( una porzione si, una no, come per gli archi) .Sara, a
seguito di cio, che passeremo ad esprimere analiticamente queste “N superfici uguali”

In quanto alla loro rappresentazione sara opportuno osservare che i1 punti
simmetrici della curva vy,' rispetto all’asse delle x nella rotazione generano una
circonferenza di raggio r = |y|=tanf, |x|+k( s — a tanf,) , mentre il punto B (vedere
la figura qui sotto) descrive su una generica circonferenza di ciascuna superficie
laterale, gli N archi uguali.

863 besse saman sumEsanaNA awEs

Il sistema che rappresenta le

“N portzioni o superfici uguali” sara il seguente:
y= [tanﬁg |x|+k(b—a tanﬁo)] sen o

< z :[ tant, |x|+ k (b-a tanﬁo)] cos a
(ak)? < x? <( R cos" 0, +ak )?
k=0123 .., 0°=<6,<90°

2h ZX < as<@h+1) 5~ 5 h=0,1,2,3,.,N-1 (N22)
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A chiarimento di cio, il seguente esempio:
a=3 ; b=2,5; R=2 ; n=2; 0,=30° ed N=5
(per il calcolo dell'intervallo dei valori di a ,parametro variabile) quindi, appresso, il
sistema :
y =[tan 30°|x| + k(2,5-3 tan30°)] sen a
z = [tan 30°|x| + k(2,5 -3 tan30%)] cos «
(Bk)2<x?<(’/, +3k)?

dove 72°h <a < (2h+1)36° con h=0,1,2,34 ; k=0,1,23, ...

quindi la superficie che se ne ricava:

Ry (g Aoe)

Il diagramma ¢ stato limitato a tre gruppi di superfici (uno per ogni superficie
laterale), sebbene di questi gruppi ce ne siano infiniti.

Questa superficie ¢ simmetrica rispetto al piano x = o. _

Segue un caso particolare del sistema precedente, quando « =/, ; b»=\"/, ; R=2;
n=2; 0,=30° con N=5 (per il calcolo dell'intervallo dei valori di &) quindi, appresso,
e cioe il sistema :

V3
)= 5 x| sena
_ V3
g = 5 lx[cosa
3 3
(Ek)zfxzﬁ[z(l—kkﬂz
72°h < a < (2h+1)36° ;  h=0,1,2,34 ; k=1,3,5,...,

e quindi, la superficie che rappresenta :
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k=4 e - V3
i - B = 2

Il diagramma ¢ stato limitato a due gruppi di superfici ( uno per ogni superficie
laterale ), sebbene di questi gruppi ce ne siano infiniti.

Anche questa superficie ¢ simmetrica rispetto al piano x = 0.

Del sistema (e ) si potrebbero considerare altri casi particolari, ad esempio: uno di «
=0 e Plaltro di 4 =0 che pero, per mancanza di spazio, rinuncio a trattare.

La capacita di scelta di alcuni valori dei parametri del sistema rispetto ad altri sara
fondamentale per trovare dei casi particolari del sistema molto interessanti.

Complementi

Mi propongo di trovare il diagramma della superficie «;, (di «, ) nel caso, appunto, di
n =12, con a=1 ; b=3 ; R=2.

Quindi, previa semplice sostituzione dei parametri con 1 predetti valori, ricavo dal

sistema ( ¢) il sistema seguente :

y :i[tanz9|x| +k(3—tan6)]
k? < x? <(2cos” 0 + k)?

k=0123 .. ; 0°=<6<90°,
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che rappresenta la superficie cercata. Diro che il diagramma della superficie «;, sara
quello delimitato dal contorno della curva y,, con #» =12 ; a=1 ; b=3 ; R=2 di
equazione :

x =1 (2 cos” 0 +k)
y=1 (2senfl cos'' 0 +3k)

k=0,71,23 .. ; 0°<6<90°.

Lo studio, quindi, della superficie o, dipendera dallo studio del diagramma vy,, .
Sara necessario rifarsi alla “tabella allegata”, in particolare alla curva di equazione :

x =cos" 0
y=senf cos' 0°<0<90° (Iquadrante),
per disegnare la curva y,, .
Appresso, il diagramma della curva vy,, ed, infine, il grafico della superficie o, (di o).

Diagramma della curva vy,, , simmetrica rispetto al punto O ( origine degli assi
cartesiani ortogonali ) :
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Grafico della superficie a,, , simmetrica all’ origine degli assi cartesiani ortogonali :

PN / N,

(=26) 2,6 k=2
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Y i
K=04,2,4 __ __
0'¢Q<¢ 9
(*-4:-51 { 4,-3)
{‘,‘(K,—sm

I;(.n,-si:)

(-2:¢) (1r6)

N.b. Per individuare meglio nel piano cartesiano il diagramma della vy,, , avrei potuto
migliorare lo studio della funzione con la determinazione delle coordinate di un
maggiore numero di punti.
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