SULLE PROPOSIZIONI 138 E 139
DEL LIBRO VII DELLA “COLLEZIONE
MATEMATICA” DI PAPPO

di Nazario Magnarelli [L.S. “G.B. Grassi, Latina]

139 della sua “Collezione matematica’. Crediamo di fare cosa gradita al lettore per il fatto che la
dimostrazione prende spunto dalla geometria proiettiva, parte della matematica che, sebbene oggi
alquanto trascurata, emerge con prepotenza quando si vogliano affrontare le questioni delle
trasformazioni lineari nel piano che vanno sotto il nome di omotetie, affinita, omologie etc.
La dimostrazione del teorema di Pappo vuole inserirsi in questo contesto culturale. Poche nozioni di
geometria proiettiva permettono di dimostrare il teorema in un modo che sorprende per la sua semplicita
e brevita. Ricordiamo queste nozioni.

Vogliamo esporre una dimostrazione del noto teorema di Pappo contenuto nelle proposizioni 138 e

DEFINIZIONE. Si dice rapporto semplice di tre punti A, B, C di una retta orientata r 'espressione

AC
(1) (ABC)=5&

ove AC e BC sono misure algebriche di segmenti. L'espressione (1), quindi, & un numero reale relativo.
La retta r dicesi anche “punteggiata”.

DEFINIZIONE. Si dice birapporto di quattro punti A, B, C, D della retta r I'espressione
(ABC) AC AD AC BD
(ABD) " BC'BD ~ BC AD
Anche il birapporto € un numero reale relativo.

Se poi stabiliamo un sistema di ascisse sulla retta e indichiamo con a, b, ¢, d le ascisse dei punti considerati,
ricordando I'espressione cartesiana della misura di un segmento orientato, si ha

(ABC)=S=2 | (ABCD)= Eﬁ - ;?)‘{3, - 2;

Quando il punto D tende al punto improprio DOo della rettarsi ha

(ABCD) =

(c—a)(d - b) (c-a)l 9)
. : c—a)(d- . —ET g/ c-a
limp_,p, (ABCD)=limy_,, 7 — —y =limg_, =
(c—b)(d—a) (c—b)(l—g) c—b

ossia limp_,p_(ABCD) = (ABCD,,) = (ABC)
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cioé quando il quarto punto di un birapporto tende al punto improprio della retta sulla quale i quattro
punti giacciono, il birapporto dei quattro punti € uguale al rapporto semplice dei primi tre.

PROPRIETA A. Se (ABCD)=(ABCD’) ne segue che D =D'. Cioe, dati due birapporti uguali, se i punti
corrispondenti di tre coppie coincidono, allora coincidono anche i punti della quarta coppia. E una
proprieta abbastanza evidente.

PROPRIETA B. Il birapporto di quattro punti di una punteggiata € invariante per operazioni di proiezione e
sezione (conservazione dei birapporti).

Per la chiarezza, siano A, B, C, D quattro punti di una punteggiatar ed a, b, c, d le rette che li proiettano da
un punto esterno O. Se intersechiamo il fascio di rette con un’altra retta s otteniamo quattro punti A’, B’,
C’, D’; applicando il teorema dei seni si dimostra che (vedi il testo di Frajese - Maracchia citato nella
bibliografia)

(ABCD)=(A'B' C' D).

YA P

© a/A /s A\ N

Se poi la retta s & parallela alla retta d, il punto D viene proiettato nel punto improprio D'y,  della retta
s e ovviamente si ha

(ABCD)=(A'BC'D',,)=(A'BC) .
P

Fig. 2

AN
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PROPOSIZIONE 139, dimostrazione

Dimostriamo ora il teorema di Pappo, cominciando con la proposizione 139 che il matematico alessandrino
ritiene pill impegnativa.

Consideriamo due rette incidenti r ed s e sia P il punto di intersezione. Prendiamo tre punti A, B, C sulla
retta r e indichiamo con A’, B’, C’ i punti corrispondenti sulla retta s.

Tracciamo le coppie di segmenti

AB’,A’B ; AC',A’C ; BC',B’C
e siano rispettivamente M, H, K i punti di intersezione di ciascuna coppia (vedi figura 1). Quindi

M=AB~NA'B ; H=AC~A'C ; K=BCnBC

Vogliamo dimostrare che questi punti sono allineati.
Consideriamo anche i punti di intersezione

T=A'BNCB L=A'CnAB

PRIMA PROIEZIONE E SEZIONE
Dal punto B proiettiamo i punti B’, C’, A’, P sulla retta CB’. Per la conservazione dei birapporti si ha

(1)(B'C’A’P)=(B'KTC)

SECONDA PROIEZIONE E SEZIONE
Dal punto A proiettiamo i punti B’, C’, A’, P sulla retta CA’. Per la stessa proprieta si ha:

(2)(B"C’A’P)=(LHA’ C)
Dalle relazioni (1) e (2) , eguagliando membro a membro, si ha:
(3)(BPKTC)=(LHA’C)

TERZA PROIEZIONE E SEZIONE
Dal punto M proiettiamo i punti L, H, A’, C della retta CA’ sulla retta CB’ e supponiamo per un momento
che al punto H corrisponda un punto K' diversoda K

K'= K.

Notare che in virtu dell’operazione di proiezione i punti H, M, K’ sono evidentemente allineati.
Per la conservazione dei birapporti si ha:

(4)(LHA'C)=(B"K' TC)
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Dalle relazioni (3) e (4) per la proprieta transitiva dell’eguaglianza si ha:
(5)(B’KTC)= (B K TC)

Ma se questi birapporti sono uguali, i punti K e K’ coincidono.
Ne segue che i punti M, H, K sono allineati perché tali erano i punti M, H, K’.

PROPOSIZIONE 138 - Dimostrazione

Si tengano ancora presenti le proprieta a) e b) del birapporto di quattro punti di una retta, gia viste in
precedenza.

Consideriamo in questo caso due rette r ed s, parallele.

Prendiamo tre punti A, B, C sulla rettar, e siano A’, B’, C’ i punti corrispondenti sulla retta s.

Tracciamo |’esagono intrecciato AB’CA’BC’A e consideriamo i punti di intersezione

M=ABNA'B ; H=ACA'C ; K=BC~BC (vedifiguran.2)

Figuran2 &' C B’ 8

Abbiamo ripetuto la costruzione della figura n.1, ma con le rette r ed s parallele. Vogliamo dimostrare che i
punti M, H, K sono allineati. Consideriamo anche i due punti di intersezione

L=ABNA'C ; T=CBrA'B
PRIMA PROIEZIONE E SEZIONE

Dal punto A proiettiamo i punti A’, H, L, C della retta A’C sulla retta s. Tenendo presente che il punto C
viene proiettato nel punto improprio D'y, della retta s, si ha:

(1) (A'HLC)=(A'C'B'D',)=(A'C'B")
SECONDA PROIEZIONE E SEZIONE
Dal punto B proiettiamo i punti T, K, B’, C della retta CB’ sulla retta s. Tenendo presente ancora una volta

che il punto C viene proiettato nel punto improprio D',
della retta s, si ha

(2) (TKB'C)=(A'C'BD',)=(A'C'B)
Dalle relazioni (1) e (2) , eguagliando membro a membro, si ha

(3) (AHLC)=(TKB C)
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TERZA PROIEZIONE E SEZIONE

Dal punto M proiettiamo ora la quaterna di punti A’, H, L, C della retta CA’ sulla retta CB’ e supponiamo per
un momento che al punto H corrisponda un punto K'# K. Notare che in virtlu dell’operazione di
proiezione i punti H, M, K’ sono allineati.

Per la conservazione dei birapporti si ha

(4) (MHLC)=(TK B’ C)
Dalle relazioni (3) e (4) , eguagliando membro a membro , si ha
(5) (TKB'C)=(TK B’ C)

Ma poiche i due birapporti della (5) sono uguali, i punti K e K’ coincidono.
Ne segue che i punti M, H, K sono allineati perche tali erano i punti M, H, K'..
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