Laura Todisco Equazioni goniometriche

EQUAZIONI GONIOMETRICHE

1. EQUAZIONI ELEMENTARI:

A FUNZIONE SENO:

R
%

<,

con -1<m<1

X, = arcsin m+k360°
X, =180° —arcsin m+ k360°

ESEMPIO:
sin x :l

X, = 30° + k360°
X, =150°+ k360°

[sin(f (x)) =sin(g(x))|

f(x) =g(x)+k360° o f(x)=180°-g(x)+k360°

ESEMPIO:

sin(2x +30°) =sin(x —10°)

2Xx +30°=x-10°+k360° 0 2x+30°=180°—(x —10°) +k360°
X =—40°+k360° 0 3x =160°+k360°

X, =—40°+k360° 0 X, = (?j" +k120°

B FUNZIONE COSENO:

R/
L. 4

con -1<n<1

X,,, = tarccosn +k360°
ESEMPIO:

1
COSX =—

X,,, = +60°+ k360°

|cos(f (x)) = cos(g(x))]

f(x) =+g(x) + k360°

ESEMPIO:

cos(2x +30°) = cos(x —10°)

2% +30° = +(x —10°) + k360°

2x+30°=x-10°+k360° 0 2x+30°=-x+10°+k360°
X =-40°+k360° 0 3x =-20°+k360°

X, =—40°+k360° 0 X, = —(2—;}’ +k120°
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C FUNZIONE TANGENTE:

< tanx=p| con peR

X = arctan p + k180°
ESEMPIO:

Ne

fanxX =—

x =30°+ k180°

<+ |tan(f(x)) =tan(g(x))]
f(x) =g(x)+k180°
ESEMPIO:
tan(2x +30°) = tan(x —10°)
2X +30° =x—10°+k180°
X =—40°+ k180°

2. EQUAZIONI CONTENENTI UNA SOLA FUNZIONE GONIOMETRICA:

Si effettua una sostituzione ponendo la funzione goniometrica uguale ad una nuova
incognita “t”.

ESEMPIO:

(6sin® x —13sin x +5=0)

Si pone |sinX =t| e I’equazione diventa:

6t —13t+5=0
A=169-120=49=7°
1
. _18x7_ 2
1/2 12 5
3

. 1 . 5 . .
smx=§ 0 S|nx:§ (imposs.) eq. elementari.

3. EQUAZIONI RIDUCIBILI AD UNA SOLA FUNZIONE GONIOMETRICA:

Si utilizzano le relazioni fondamentali per trasformare le funzioni goniometriche presenti in
una sola di esse.
Ricordiamo le relazioni fondamentali:

sin® x =1—c0s? X — sin X = ++/1—cos? X
cos? x =1-sin? X — cos X = +4/1—sin? X

osin2x+coszx:1—>{

sin X
etan X =
COS X
1 COS X
ecOtanX =———=—-—
tanx sinXx
ESEMPIO:

2c0s° X =1+sinx
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Evidentemente conviene cambiare il coseno in seno utilizzando la prima relazione
fondamentale della goniometria:

2(1—sin® x) =1+sinx

2-2sin’x =1+sinx

—2sin’x—sinx+1=0

2sin’x+sinx—-1=0 sinx =t

20 +t-1=0 A=..> t,=-1e tZ:% > sinx=-1 ¢ sinx=% che sono eq.

elementari.

4. EQ. RISOLUBILI MEDIANTE LEGGE DI ANNULLAMENTO DEL PRODOTTO:

Occorre portare tutti i termini al primo membro e scomporre in fattori. Poi si annullano i
singoli fattori.

ESEMPIO:

1+2cosx—sinx—2cosxsinx =0

(1-sinx)+2cosx(1-sinx)=0
(1-sinx)(1+2cosx)=0

1-sinx =0v1+2cosx =0 che sono due eq. elementari:
sinx=1 - x=90°+k360°

COSX = —% - x =+120°+k360°

o. FORMULE DI ADDIZIONE E SOTTRAZIONE:

Si applicano quando le funzioni goniometriche hanno argomenti diversi. Ricordiamo le
formule:

esin(x£y)=sinxcosy*cosxsiny

eCOs(X+Yy)=cosxcosy Fsinxsiny

ESEMPIO:
3

cos(30°+x)+cos(30°—x) = >

] ] ) . 3
€0s30°cos x—sin 30°sin X +c0s30°cos X +sin 30°sin X = E

B

3
—cosx+7005x =—

2
\/§cosx=§
2
cosx = >
23
cosx:g

X =+30°+ k360°
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6. FORMULE DI DUPLICAZIONE:

Ricordiamo le formule:
eSin 2X = 2Sin X COS X

©C0S 2X = C0S° X —Sin? x
2tan X

etan 2x =——
1-tan“ x

ESEMPIO;
2sin?x+2c0s2x—-1=0

2sin? x+2(cos2 X —sin? x)—lz 0
2sin% x +2c0s® x—2sin’x -1=0

1 J2

Zcoszx—1:0—>coszx:%—mosx:i\/g—mosxf_r—z—)cosx:i?

ocosx=%—>x:i45°+k360°

®COSX = —% — X = £(180°-45°) + k360° <> x = +135° + k360°

7. FORMULE DI PROSTAFERESI:

Si utilizzano quando e conveniente trasformare somme o differenze di funzioni
goniometriche in prodotti.
Ricordiamo le formule:

esinp+sing=2sin Lt YO it
2 2
esinp—sing= 2(:oswsinM
2 2
eCOSP+C0SQ= 2cos|O—J2rqcosp—;q
eCOSpP—Co0sq=-2sin %sinM

ESEMPIO:
sSin4x +sin8x = 2¢0s 2x

2sin 6X C0S 2X = 2C0S 2X
Sin6xcos2x —cos2x =0
cos2x(sin2x—1)=0

si risolve con I’applicazione della legge di annullamento del prodotto:
0C0S2X =0 — 2x =+90°+ k360° — x = +45°+ k180°

esin2x-1=0—-sin2x=1— 2x =90°+ k360° —» x = 45° + k180°
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8. FORMULE DI WERNER:

Si utilizzano quando e conveniente trasformare prodotti di funzioni goniometriche in somme
o differenze.
Ricordiamo le formule:

esinasin g = —%[cos(owﬂ)—cos(a—ﬂ)]

ocosoccosﬂ:l cos(a+ f)+cos(a—p
SLcos(a+ ) +cos(a-p)

osinacosﬂ=%[Sin(a+ﬁ)+5i”(a—ﬂ)]

ESEMPIO:
COS X COS3X = C0S4X COoS 2X

%(cos4x +C0S2X) = %(cos 6X +C0s 2X)

COS4X + C0S 2X = C0S 6X + C0S 2X
C0S4X = cos6X

questa € un’eg. elementare:
4x = +6X + k360°

o4x = —6X +k360° — 10x = k360° — X, = k36°
o4x = 6X +k360° — —2x = k360° — x, = —k180° = h180°
Nota: la seconda soluzione é gia contenuta nella primal

9. EQUAZIONI LINEARI IN SENO E COSENO:

La forma canonica di tale equazione é:
a-sinx+b-cosx+c=0

Distinguiamo due casi a seconda che c=0vc=0.

c=0

In tal caso, basta dividere tutta I’equazione per cosx ottenendo un’equazione nella sola
funzione tangente.

ESEMPIO:

sinx —+/3cosx =0

sin x COS X
-3 -
COS X COS X
tanx —+/3=0

tanx=\@—>x=60°+ k180°

0

c+0

In questo caso invece, dopo aver verificato se x =180°+k360° e una possibile soluzione (e
per questo bastera osservare se i coefficienti b e ¢ sono uguali), occorre utilizzare le formule
parametriche:
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10.

esinx =—
1+t

2

°COSX =
t

X
dove |t = tanE

etan X =

ESEMPIO:
cosX +~/3sinx =+/3
J3sinx+cosx —+/3=0

b=#c
quindi non c’¢é la soluzione x =180°+k360° .
Applichiamo le formule parametriche:

2
x/§1i—tt2+i;—:2—\/§=0
23t +1-t —/3(1+1*)=0
23t +1-t2 —/3-/3t? =0
—t2 —f3t2 + 243t +1-+/3=0
(\@+1)t2 +2\@t+(\/§—1):0

%: (Jé)z ~(\3+1)(v3-1)=3-(3-1)=1

3=l
1/2 — \/§+1

e i

b=y

e (BAE) (B

31 (V3+1)(v3-1) 3-1
otangz—1—>§:135°+ K180° —» X, = 270°+k360°

otangzﬁ—2—>§:—15°+ K180° —> X, = —30° + k360°

EQUAZIONI OMOGENEE DI 2° GRADO IN SENO E COSENO:
Un’equazione omogenea in seno e coseno e della forma:

la-sin® x +b-sinx cosx + ¢~ cos? X =0

Se uno dei coefficienti & nullo, I’equazione si risolve riconducendosi ai casi precedenti.
Ad esempio, se a=0 manchera il primo termine e si potra scomporre in fattori il primo
membro; quindi si applichera la legge di annullamenti del prodotto.
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11.

ESEMPIO:;
J3¢0s? X +3sin xcosx =0

cosx(\@cosx+35in x)=0
ecOsSX =0

e/3cosx+3sinx=0
di cui, la prima é elementare e la seconda lineare senza termine noto.

Se invece i tre coefficienti sono tutti diversi da zero, si divide tutta I’equazione per

cos® x (divisione che in questo caso si pud sempre fare), ottenendo un’equazione nella sola
funzione tangente:

a-sin®x+b-sinxcosx+c-cos’*x =0

a-sinx+b-sinxcosx+c-cos’x 0

cos? x cos® x
sinx , SINXCOSX  €O0S? X
a—5—+b > +C———=0
cos’ X cos’ x cos’ x

atan’x+btanx+c=0

ESEMPIO:

3sin?x —2sinxcosx —cos® X =0
sin’ X _,Sinxcosx Cos’X _
cos? X cos’X  cos’X
3tan®x—-2tanx—-1=0

é:1+3:4
4

3

0

1+2 tanx=—1—>...
tanx,,, = = 3

3 tanx=1—......

EQUAZIONI RICONDUCIBILI AD OMOGENEE DI 2° GRADO IN SEN E COS:
Si differenziano dalle precedenti perché in questo caso compare un termine noto e cio rende

impossibile dividere tutta I’equazione per cos® x , a meno che non si operi una semplice
trasformazione. La forma tipica con cui si presenta é:

a-sin’*x+b-sinxcosx +c-cos’ x =d

Ricordando la prima relazione fondamentale della goniometria \sin2 X +€0s° x =1],
moltiplichiamo il termine noto per sin® x +cos® x (che vale appunto 1) ottenendo:

a-sin? X +b-sin X cos X + ¢ - cos? X :d(sin2x+cos2 x)

a-sin®x+b-sinxcosx +c-cos” x = dsin® x + d cos” x
Portando tutti i termini al primo membro e riducendo quelli simili, ci si € ricondotti ad una
equazione omogenea di secondo grado.
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ESEMPIO:;
6sin® x —8sin X cos X + 4¢0s’ X = 2

6sin? X —8sin X cos X + 4¢0s? X = 2(sin2 X + C0s? x)
6sin® X —8sin X cos X + 4¢0s* X = 2sin? X + 2¢0s* X
4sin® x —8sin xcos X +2co0s*x =0

2sin?x —4sin X cos X +c0s* x =0
2tan’x—4tanx+1=0
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