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Introduzione

Quando una radiazione elettromagnetica incide sulfgerficie di un materiale,
possono verificarsi fenomeni di riflessione per leuradiazione stessa puo essere
rinviata del tutto o in parte nello stesso mezzWidirfaccia che separa i due
mezzi considerati, fenomeni di diffrazione per dionda elettromagnetica
incidente penetra nella zona d’ombra dell'ostacstiesso a causa ad esempio
dell'incidenza su spigoli che provoca onde da cammiultipli, e fenomeni di
diffusione per cui la radiazione viene dispersétutie le direzioni a causa di
particelle sospese presenti nel mezzo attraver$ate.radiazione dispersa non e
altro che il campo diffuso. La conoscenza del camdgfuso € di notevole
importanza per lo studio dellimpatto sullambientéelle interazioni
elettromagnetiche. Negli ultimi anni sono statduppate numerose tecniche di
telerilevamento che hanno costituito e costituiscotuttora una risorsa
importantissima per avere notizie su fenomeni @ditali varia natura e di pari
rilevanza. Uno dei sistemi piu’ noti per telerdeg i dati € il SAR , acronimo per
radar ad antenna sintetica, grazie al quale ésiltespoter lavorare in qualsiasi
condizione climatica ed indipendentemente dall’del giorno e ricavare le
proprieta fisiche di una porzione della superfiterrestre a partire dalla
conoscenza del campo diffuso.

Consci di questo fatto, affronteremo in questa tasirilevante problema di
diffusione elettromagnetica. Come in ogni problethgquestaipo, vanno stabiliti
due modelli:

-modello di superficie;

-modello elettromagnetico.

Per quanto riguarda il modello di superficie, satati sviluppati modelli classici
che descrivono superfici naturali rugose attraversgrocessi stocastici
bidimensionali che presentano una data densitéotigpilita (di solito gaussiana)
e funzione di correlazione (anch’essa gaussianaspperfici molto rugose o
esponenziale per superfici poco rugose o una canigine di esse). Tali modelli

si scontrano pero con la realta dal momento che swapaci ed inadeguati per



descrivere le superfici naturali che sono autogiricioe presentano proprieta di
invarianza di scala. Per tale motivo viene intrealtd geometria frattale. | modelli
frattali piu’ noti per superfici naturali sono il adello WM (Weierstrass
Mandelbrot) e il modello fBm (Fractional Brownian motion)L'fBm €& un
processo continuo non differenziabile in alcun puadl incrementi stazionari. |l
vantaggio derivante da quest’ultimo & dovuto aiofahe permette di ricavare in
forma chiusa e semplice la densita di potenza siffie quindi il coefficiente di
backscattering o retrodiffusione) sia sotto l'approccio di Kirabfh sia con
I'utilizzo del modello elettromagneticBPM (Small perturbation method}otto
particolari limiti di validita da non violare. Lovantaggio principale & dovuto al
fatto che esso non fornisce un’espressione aralikitla superficie. Per risolvere
tale problema puo essere usata un’altra particdlareione frattale, la WM a
banda limitata, che bene approssima I'fBm.

Per quanto riguarda il modello elettromagneticenei usato il metod&BCM
acronimo pefMetodo delle condizioni al contorno estese”

La tesi e suddivisa in tre capitoli. Nel primo siidenzia I'importanza della
geometria frattale e vengono descritti i vantaggii svantaggi dei due modelli di
superfici frattali sopra citati, fBm e la WM. Nel secondo viene affrontato il
problema della diffusione elettromagnetica da umgedicie monodimensionale
che separa due mezzi con permittivita e permealalliterse. Gli esempi numerici
vengono mostrati in relazione a una situazioneuiril @rofilo superficiale separa

lo spazio libero da un mezzo dielettrico di perwiith dielettrica &, , con le stesse

permeabilita. Utilizzando la proprieta della WM dgssere quasi-periodica, |l
campo diffuso e quello trasmesso risultano sardthe sovrapposizione finita di
modi di Floquet espressi in termini di matrici dmeénsioni infinite. Per poter
avere una soluzione numerica del problema bisogmadre le matrici in gioco.
Viene cosi mostrato un criterio di troncamento ragfato da varie considerazioni
che ne evidenziano la fondatezza e l'efficienzaisdltati cui giungiamo sono in
linea con le aspettative teoriche. Nel terzo cépitowvece, viene affrontato lo
stesso problema nel caso bidimensionale, nell'gpate cui lo spazio dielettrico
sia sostituito da un conduttore elettrico perfe#dmche in tal caso il campo

diffuso risulta scritto come sovrapposizionienabdi e i risultati sperimentali



confermano l'efficienza del modello usato.
In fondo, invece, vengono riportate delle appenditicui sono mostrati i
programmi realizzati col softwalMatematica 5.Qusati per testare e avvalorare il

metodo implementato.



CAPITOLO 1

Geometria frattale

1.1 Introduzione

Il termine frattale, coniato nel 1975trae la sua etimologia dal latiricactus, da
frangere, cioe rompere. Fu nel 1983 che tale termine acqaisiissima notorieta
presso matematici, scienziati e pubblico non sfiez&to grazie all’operarhe
Fractal Geometry of Nature scritta dal matematico Benoit B.Mandelbrot (1924-)
“ Le nuvole non sono sfere, le montagne non som@ céitorali non sono lisci, né
la traiettoria di un fulmine € una linea retta” std matematico polacco e solito
descrivere I'inadeguatezza della geometria eucligdia descrizione della natura.
In effetti si € resa necessaria l'introduzione di tale tipo di geometria dal
momento che le frastagliature degli oggetti ndtur@n potevano essere descritte
dalla geometria euclidea. Infatti gli oggetti deltatura (alberi, foglie, felci)
presentano delle caratteristiche irregolari per eupraticamente impossibile
studiarle usando le proprieta della geometria daali(rette, poligoni, cerchi).
Tutto cio che si incontra in natura € piu’ comples frammentato. Consideriamo
ad esempio una comune felce. La cosa che si natediatamente € che una
parte della felce e simile a tutta la felce stessaero € una copia in piccolo della
foglia completa. Ed allo stesso modo si puo proeedenumerevoli volte fino a
ridursi a parti sempre piu piccole. Nella figura seguito riportata sono
evidenziati i primi tre passi di questo confronkdg(l). La parte evidenziata in
rosso e la copia in piccolo dell'intera foglia. La padeidenziata inblu a sua
volta € la copia ridotta della parte in rosso.rfafla parteeleste € la copia ridotta
della parte blu. Si veda a tal proposito ancheda2Rn cui viene rappresentato in

maniera chiara questo procedimento.



Fig.1

Fig.2

Questa proprieta prende il nome di autosimilgi@gtautosomiglianza) : una parte
dell'oggetto € simile al tutto. Contrariamente alguasi altra figura geometrica,
un frattale, se ingrandito, invece di perdere dditiasi arricchisce di nuovi
particolari. L'irregolarita dei frattali e infinitaente stratificata. A dispetto
dell'estrema varieta di forme, la generazione diltmdi questi oggetti e
particolarmente semplice e puo essere fatta siaungmrogramma di poche righe
sia a mano seguendo particolari procedure e regaleematiche. Ad esempio
vediamo come si costruisce il merletto a trinaKloch conosciuto anche come
curva di Von Koch, che deve il suo nome al mateoat. Von Koch che lo
introdusse in un articolo pubblicato nel 1904. &nsidera un segmento e lo Si
divide in tre parti uguali, la parte centrale \Becancellata e sostituita da due

segmenti di lunghezza uguale al precedente e atclin60°, in modo da formare



un triangolo equilatero. Questa operazione vies@ta piu’ volte ottenendo man

mano una figura sempre piu’ complessa (Fig.3).

i

Fig.3:Merletto a trina di von Kock

Si pud notare che tale tipo di curva é continuanma derivabile in alcun punto.
Dal merletto a trina di Koch si puo ottenere il idogttofiocco di neve . Basta

combinare insieme tre copie del frattale lungoti ¢k un triangolo equilatero,
ottenendo la Fig.4.

T

Fig.4:Fiocco di neve di Von Koch
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Osserviamo che tale curva ha una lunghezza infputaracchiudendo un’area
finita (cosa questa che sarebbe impossibile realazon la geometria euclidea).
Come si nota dagli esempi, gli oggetti frattaligmetano la proprieta di invarianza
di scala, nel senso che le proprieta statistichendbggetto frattale sono le stesse
al variare della scala di osservazione. Bisogntavia notare che per frattali
costruiti attraverso procedure analitiche o compoteli, detti percio
deterministici, non c’e alcun limite di scala, menke superfici naturali sono dei
frattali aleatori in un ampio ma limitato rangesdiale. Infatti in tal caso il limite
inferiore lo si raggiunge quando si arriva a unacdeione chimico-atomico-
molecolare dell'oggetto considerato, mentre il temisuperiore € dovuto
essenzialmente alla finitezza di un qualsiasi dggeeale. E’ straordinario,
tuttavia, il fatto che i frattali, dedotti da algomi cosi semplici, mostrino forme
cosi complesse e cosi somiglianti a cio che laragtwopone al nostro sguardo

quotidianamente.

1.2 Dimensione frattale

Fino agli anni 70, non essendo ancora stata iottada geometria frattale, come
prevedeva la geometria euclidea, la dimensione g&ama era un numero intero:
0 il punto, 1 la retta, 2 il piano, 3 il volume;lsan seguito, grazie agli studi di
Hausdoff e Besicovitch e stato evidenziato che dakeizione puo essere estesa,
nel senso che la dimensione geometrica pud essene an numero non intero, in
generale un numero reale positivo. Cominciamo anedanna definizione
operativa: se r € la dimensione del “righello” abgquale si ipotizza di misurare
I'oggetto (o la curva o la superficie) ed N sohoumero di volte che il “righello”

e contenuto nell’oggetto di dimensione D da miseiralora usiamo un “righello”

r:(%j i .Passando ai logaritmi ricaviamo ég%. Facciamo un esempio:
Log—
r

consideriamo la curva di von Koch precedentemeeteritta: al primo passo

2 (i)
r:%, N=4; al secondo r%j , N=42; all’ i-esimo passo r(-—-éj , N=40)

11



Log4
Log3
Koch é 1.2618. Quindi tale dimensione ci dice chestjoggetto non &€ né una

In tutti i casi D = e cio evidenzia che la dimensione della curvavdn

linea né una superficie, ma & un qualcosa con imangionecompresa fra le due
e ci da un'idea di quanto il frattale riempia ilapd. Frattali di dimensione
prossima ad 1 saranno simili ad una curva, frattalimensione prossima a 2,
tenderanno ad occupare tutto il piano. Quindi lmetisione frattale misura

quanto e frastagliato e irregolare un oggetto.

1.3 Modedlli di superfici frattali

I modelli frattali piu’ usati per superfici naturalono due:

-il modello WM (Weier strass-Mandel brot);

-il modello fBm ractional Brownian motion).

Il vantaggio principale derivante dall'uso delmd modello € quello di ottenere
un’espressione analitica della superficie, mentusol del secondo modello
permette di ottenere un’espressione analitica dedif degli incrementi della
superficie stessa. Tali modelli si usano nei pnobldi scattering. In tal caso |l
primo modello permette di ottenere un’espressiamditca del campo diffuso,
mentre il secondo di ricavare un’espressione im#ichiusa per la densita di
potenza diffusa, ed essendo tale espressione ticieanipolare, possiamo anche
valutare la dipendenza di quest'ultima dai paramgtttali. Lo svantaggio
apportato dal modello fBm é legato al fatto chespas essere valutate solo le

statistiche del secondo ordine.

1.4 Modello fBm

Un processo aleatoria(x, y) descrive una superficie fBm se, per ognx', y, y

soddisfa la seguente relazione:

27sT 5,

Pz(x,y)-z(x,y') <7} = % J'exp{—zslzjjdn (1.4.1)

dove

12



r=y(x-xy+(y-y) (1.4.2)

H e il coefficiene di Hurst ed &€ un parametro reale le cui dimensioni sono

[m®*]. Quest'ultimo parametro & legato ad un altro,dadtesia:

s=TWH  (1.4.3)
dove T é definita come la scala di osservazione a cusséiva che la pendenza
media della superficie € unitaria. Si puo dimostrelne un processo che soddisfa
I'equazione (1.4.1) esiste e che la dimension¢diat:

D=3-H.

Notiamo ora che il processo fBm non e stazionama,i suoi incrementi a fissata
T costituiscono un processo stazionario, isotrog@m@ssiano a media nulla con
varianza pari & > r?" . Per cui:

A7) =N, T>M ™) (1.4.4)

Si puo, inoltre, dimostrare che la potenza spettrdi un processo fBm

bidimensionale é:

dove:

13



e la frequenza spazialer( e «, sono rispettivamente le trasformate di Fourier

lungo x e y),a e la pendenza dello spettro§ee un parametro spettrale misurato

in [m#27]. Il legame tra parametri spaziali e spettrali o d:
a=2+2H=8-2D  (L.4.7)

r(i+H)

ri-H)

= 22%M 27H (1.4.8)
S

dove T () e la funzione Gamma di Eulero. Notiamo anche dala

disuguaglianza O<4<1 discende la disuguaglianzad@d. E’ opportuno, inoltre,

evidenziare che una superficie che soddisfa I'eigm&z(1.4.1) € continua ma non
differenziabile. Percio tale modello, che noi chémemo fBm matematico, non
puo essere usato nei modelli di diffusione eletagnetica in cui si richiede la
continuitd delle componenti tangenziali dei cam@omunque, come detto
precedentemente, le superfici naturali esibiscancamportamento frattale in un
vasto ma limitato range di scale; per cui, se inidicio con L la dimensione
lineare della superficie illuminata e coh la lunghezza d'onda del campo

elettromagnetico, le scale che contribuiranno aliffusione variano
: A : : : .

nell’intervallo [E'L]' Per tale motivo, possiamo considerare il modelio

superficie fBm fisico, cioe un modello che soddis®equazione (1.4.1) per

A . . T
Toin <T<T,, CON T, =10 © T, =L 0 equivalentemente in termini di

. 1 1 N
frequenze spaziali pek,,, <K <K, CONK .. Dr_ € K., U——. CIO spiega

max min
anche perché tale modello viene chiamato fBm a édalwitata. Si puo

dimostrare che le superfici fBm a banda limitaiasstazionarie e regolari.

Considerando, invece, un profilo monodimensionaleetjuazioni (1.4.1-2,5-8)

devono essere sostituite con :

14



dove
r=|x-X| (1.4.10)
D=2-H (1.4.112)
a=1+2H =5-2D (1.4.12)
S = co?m) F(1—12H) (1.4.13)
K =|k,| (1.4.14)

1.5 Modello WM( Wel er strass-Mandel br ot)

La funzione di Weierstrass-Mandelbrot € una sowajgone di toni sinusoidali e
fornisce una descrizione analitica del profilo gtipele, sia monodimensionale
che bidimensionale. La WM monodimensionale matesaghud essere descritta

tramite la seguente formula:

z(x)=a) C v " sinkv"x+@,)

n=-—co0

mentre per ottenere una WM fisica, basta tron@emimmatoria su M indici,

ottenendo:
M-1
z(x)=a) Cv "sinkv"x+@,)  (151)
n=0
in cui:
- a e un fattore di scala dell’altezza del profilo;

- C, tiene conto del comportamento in’ ampédi ogni tono e puo essere

deterministico oppure una variabile aleatoria sadito assunta gaussiana;

15



- @, porta in conto il comportamento in fase di ognhdp e pud essere

deterministico oppure una variabile aleatoria dlitsoassunta uniforme in
un’intervallo di ampiezza 2;

-K, € il numero d’onda della componente fondamentale;

-v >1,irrazionale, tiene conto di come sono spaziatmhaponenti spettrali della
superficie;

-M € il numero di toni usati per descrivere la supésfi

-H e il coefficiente di Hurst.

Dalla (1.5.1) si evince che lo spettro WM e formdtoM componenti spettrali

discrete spaziate secondo una leggementre le ampiezze sono spaziate secondo

una legge v ™"

. Si puo inoltre dimostrare che la funzione detzritlalla
appartiene alla classe dei frattali con dimensioagale pari aD =2-H . Si noti
che la funzione (1.5.1) é anche una funzione goesodica, proprieta questa
fondamentale per poter applicare la teoria di Féb@eneralizzata per studiare la
diffusione da interfacce quasi periodiche. La piasda e la piu alta delle
componenti spettrali della WM, sono relazionatgetsvamente alla lunghezza
L del profilo illuminato ed alla lunghezza d’ondh. Infatti considerando due

fattori di sicurezzay, D(O,l] e Xo D(O,l] ,possiamo scrivere tali relazioni:

k=N (159
L
_ 2n
KMt = 1.5.3
0 A0, (1.5.3)

Facendo il rapporto tra la (1.5.3) e la (1.5.2pelicando il logaritmo naturale ad

ambo i membri, si ricava tale espressione pernteno di toni:

M = INT[M} +1 (1.5.4)
In(v)

dove INT () e la funzione che restituisce la parte interapteprio argomento,

mentre y = x, [ X,.
Analogamente la WM matematica bidimensionale pudseres descritta

analiticamente in tal modo:

16



z(x,y) = aiCnv‘H” sin[/(ol/”(xcosgl/n +ysing, )+ qon] (1.5.5)

n=-co

| parametri in gioco assumono lo stesso significabe assumono nel caso
monodimensionale. Inoltre anchg, , che tiene conto del comportamento in
direzione di ogni tono, pud essere 0 determinisbigpure una variabile aleatoria

uniforme in un intervallo di ampiezzaz2 Anche in tal caso per avere una WM

fisica basta troncare la (1.5.5) su M indici, otedo:

M-1

Z(x,y)=ay Cy™" sin[/(ov” (xcosy, + ysing, )+ qon] (1.5.6)

n=0

La (1.5.6) descrive una superficie naturale bidisi@male con dimensione frattale
pari a

D=3-H.
In tal caso la componente spettrale piu’ bassayatdeal diametro dell'impronta
(footprint) dell’antenna sulla superficie, mentre quella @lia e relazionata alla
lunghezza d’onda. Per cui $X,Y &)l footprint dell’antenna & X * +Y? il suo

diametro, si avranno le seguenti relazioni:

2n

Ky =Ky =——t— (1.5.7)
DXy
Koo = KoV ™M™ =2 (1.5.8)

con y = 0.1di solito.

Le (1.5.7) e (1.5.8) determinano congiuntamentauinero di toni della WM

fisica, pari a:

In(X2+Y2/(xR) )

Inv

M = |NT{ +1 (1.5.9)

dove INT () € la funzione che restituisce la parte intergpdeprio argomento.

17



1.6 LegametrafBme WM

La WM pud essere vista come una rappresentazionesn dBm con la stessa

dimensione frattale, campionata alle frequenzeiapalscrete:

K,=KV" (1.6.1)

n

| parametri della WM sono legati a quelli dell'fBadalle relazioni:

a® = ;;_' K, Nt -v T
U (1.6.2)
1
_ 2H
So = 2rHa 2/(0 m

18



CAPITOLO 2

Un nuovo modello elettromagnetico: EBCM applicato a
superfici frattali 1-D

2.1 Introduzione

In questo capitolo affronteremo il problema delitiudione da superfici frattali
descritte dalla Weierstrass-Mandelbrot monodimera®all'interno di un nuovo
modello elettromagnetico, 'TEBCM acronimo peretodo delle condizioni al
contorno esteseTale metodo e stato usato per valutare il camplostifda una
superficie periodica o quasi-periodica e il puntuave della procedura e la
proprieta della WM di essere una funzione quadiegdéera, la qual cosa favorisce
la generalizzazione della teoria di Floquet chematie di esprimere campo
diffuso e campo trasmesso come sovrapposizione ali.nl’efficienza del
metodo viene testata sia attraverso considerasidriilancio energetico che sui
diagrammi di irradiazione diffusi.

La rilevanza del metodo € legata al fatto chenedidi principio non dobbiamo
imporre alcuna restrizione sulla rugosita dellaesfipie, per cui esso € applicabile
a qualsiasi tipo di profilo. Tuttavia il campo diffo viene scritto sotto forma di
una serie di infiniti termini di coefficienti di gorezza, per cui in linea di principio
dovremmo risolvere un sistema lineare di infiniggi@zioni (matriciali). Per avere
delle soluzioni numeriche & percido necessario timnda serie e risolvere di
conseguenza un problema di rango finito. In tal ocaga discusso
approfonditamente il criterio di troncamento in rooda evitare di avere
degradazioni significative nella valutazione deimpa diffuso e di ottenere
risultati inaspettati o del tutto erronei. A taleopo le nostre argomentazioni
saranno focalizzate sul come intervengono nel catiffgso i vari modi, facendo

uno studio sui parametri del profilo superficiatesiderato.
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2.2 Modello del profilo superficiale

Il profilo superficiale separa due semispazi dtel@t ognuno con le proprie
permeabilita magnetiches, 1, e permittivita dielettriche assolute,&, . Per

come é stato concepito il profilo geometrico-suipafe, useremo una funzione
WM a banda limitata che e appropriata per desaivgrperfici naturali. Tale

funzione é gia stata introdotta nel capitolo 1 eatta della (1.5.1).

2.3 EBCM (Extended Boundary conditions method)

In tale paragrafo useremo 'EBCM per valutare iinp@ elettromagnetico diffuso
da un profilo dielettrico monodimensionale desoritt accordo con la (1.5.1),
qguando su di esso incide un’onda piana.

2.3.1 Equazioni integrali

I metodo EBCM si basa in sostanza sul teoremaqgdivalenza. A tale scopo
vengono fissati due insiemi di sorgenti equivaleali@zionati ai campi tangenziali
sul profilo sotto osservazione. Il primo insiemedhia il campo elettromagnetico
diffuso al di sopra del profilo superficiale ment@ncella il campo incidente al di
sotto del profilo stesso. Il secondo irradia il gamtrasmesso al di sotto del
profilo considerato, mentre al di sopra irradia gampo nullo. Queste
considerazioni possono essere tradotte in tali Gitegranalitiche:

¥, (f)+fsd5'[w1(r’)ﬁﬂﬂ’gl(r,r')— g:(r.r')i DD'wl(r')} =

_ [w.(r) z>7(x) (2.3.1.1)
o z<7'(X) (2.3.1.2)

_LdS'[l,llz(r')ﬁDD'gz(r,r')— gz(f,F')ﬁDD'wz(r')} -

_J 0 z>7(X) (2.3.1.3)
) { w,(r)  z<Z(x). (2.3.1.4)
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Fig.2:Geometria del problema per polarizzazione TM

Nelle (2311 , (2312), (2313) €¢2314), O é l'operatore nablay,(r) e il
campo totale al di sopra della superficig,(r €)il campo incidente, mentre

W,(r) é il campo totale al di sotto della superficier Be'onda piana incidente
polarizzata linearmente lungo l'asse y:
w,(r) = AexpEjk, )y, (23.15)

dove A & un coefficiente in ampiezza le =k, X+k,z € il vettore numero

d'onda incidente cork, =ksind ,k, =kcos? con & l'angolo di incidenza.

i1 Nz
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Per polarizzazione perpendicolare o TE/,sta per campo elettricé=E e |l

campo elettrico e allineato lungo I'asse y, mempkee polarizzazione parallela o
TM ¢ sta per campo magneticA=H e il campo magnetico & allineato lungo
I'asse y. Inoltre, S € la superficie considerat&, un punto nello spazig, € un
punto sulla superficie,g,(r,r') e g,(r,r') sono le funzioni di Green

rispettivamente nel mezzo 1 e nel mezzo 2:

W J too 1 . ' . 1}

9,(r,r)= __4ﬂj_wdk1x < expl- jky, (X = X) = jky,| 2= 2], (2.3.1.6)
N ey 1 : N :

a,(r.r)= —ETLOdeXk—exp{— ik, (X=X) = ko |2~ 2] (2.3.1.7)

2z

Nelle equazioni (2316) e (23.17k, e k, rappresentano i numeri d’onda

rispettivamente nel mezzo 1 e nel mezz&,2= yk,” —k2 ,k,, =/k,” —k2 .

| due insiemi di sorgenti equivalenti sono legatilel seguenti relazioni, che non
sono altro che la conseguenza dell'imposizione adebntinuita dei campi

tangenziali sul profilo superficiale:

fixg, (r')§ = fixg, (1), (2.3.1.8)

ﬁx[D’ X, (r')y} :nﬁx{m' xz/ll(r')y] (23.1.9)

M
) Kq' TE
,7_8
/&,TM.

Considerando cha Oy , ricordando dall'analisi vettoriale il prodottettoriale

in cui:

(23110)

tra tre vettori e che(ﬁDD'jzﬂ(r');?:ﬁDD'z//(r’), le condizioni di continuita

(23.18) - (23.19) diventano:
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w,(r)=w,(")  (23111)

Ay, (r) =nAm' ('), (23112)

Le equazioni (2312) e (231.3) congiuntamenteleocondizioni (23.111) e
(23112) possono essere usate per la valutazi@ecampi superficiali
zp(lz)(r'), D’w(lz)(r') in funzione del campo incidentg,(r) noto. Una volta
calcolati i campi superficiali, il campo totale tutto lo spazio pud essere
facilmente calcolato tramite le (2311 (3.14) , ed altrettanto facilmente si
riconosce che esso e la soluzione del nostro prablénfatti esso contiene |l

campo incidentey, (r) che per costruzione soddisfa le equazioni di Make le
condizioni di continuita.

2.4 Espansione del campo sulla superficie

L’espansione superficiale del campo dipende ovvigmedalle proprieta
geometriche del profilo analizzato. Per una supierfsinusoidale con periodo

2n . - R - 7l N _
—, il campo superficiale sara periodico e&— per cui e possibile
K K

un’espansione di Fourier monodimensionale:

+00

dS'y,(r') = X exd- jk,X) D ay . exd- ja k), (24.)
g=-c0
dS' A" ¢, (r') = o'k, exp(- jk,, x’)iaD’q exp(- jo k), (24.2)
g=—c

dove a,, e a,, sono i coefficienti della serie di Fourier. Ossamo

innanzitutto chedS'=dx+/1+(dz/dx)? , per cui le funzioni che noi in realta

espandiamo sonoy1+ (dz/dx)?w(r') e 1+(dZ/dX)?A'w(’) . Se la

superficie & ottenuta come sovrapposizioneMli toni sinusoidali di periodo

2Tl Ky, oo 2l k,,_,, allora 'espansione diventera:
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dS'y,(r') = o exp(- jk, x')O
O Y o Y O, €XF= 0ok + Uiy +oo+ Oy Ky )X). (243)
Qo==® == (Oy-1==%®
dS' A ¢, (r') = dx'k,exp(- jk, x')O

DZ Z ZaD,qO,...,qM_l eXF(_ j(QoKo tOK et qM—1KM—1)X’)' (24.4)

Go=7% =" QGy 1=~

L'esplicito uso degli indici qg,------ ,0u rende chiaramente visibile la
combinazione di toni da cui viene generato un mgldtiromagnetico. Se tale uso
per gquesto motivo ci facilita, dall’altro appesang notevolmente la notazione.
Per raggiungere entrambi gli scopi, usiamo la notezvettoriale, introducendo i
vettori g = [qo,...,qM_l] ed N =[ky,- Ky ] rispettivamente i trasposti died

N. Con suddetta scelta & possibile riscriveréd4.1) e la (24.2) in tal modo:

dS'y,(r') = ax exp(- jk,x) i Ay g ex;{—j’d[le'j, (245)
o

i20,..M -1

dS A i, (r') = dx'k, exg- jk,, X) i Qb exp{—j'd[le’j, (24.6)
o=

| =—00
i=0,..,M-1

che ora sono di piu facile lettura.

Se i rapporti tra tutte le coppig,«; sono numeri razionali, allora certamente
esistera urk tale cheN =[n«,---,nk,---,n, k], per cui la superficie sara

periodica di periodo27/k e le equazioni(245) e (24.6) si riconducono alle
(24.1) e (24.2), in accordo con il teorema di Floquet. Se invece dei rapporti

delle coppiex;,x; € un numero irrazionale, la superficie sara gpasiodica e
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dovranno essere usate di conseguenza le espreséth) e (24.6). In

particolare per una funzione WM avrerb=[ kK V, -,k V" 1.

2.4.1 Introduzione alla valutazione del campo sudiaperficie

Nei successivi paragrafi , servendoci delle equazig231l) , (2312),
(2313) , (2314) , nonché delle condizioni dintouita (23111) e
(23112) , valuteremo i coefficienti di ampiezzal dampo superficiale in
termini dell’ampiezzaA del campo incidente (23.15) .

A tale scopo le equazioni integrali (2311)(23. 12)(2313) , (2314) ,
usando le (2316) e (2317) , possono essamngttesin maniera piu’ compatta

introducendo questi integrali:

1300 = [dS s ()R Mg () (24.11)
)

lo2) = Ids{g (1) (F. 1) AT g (1 ')} (24.12)

g

Innanzitutto i pediciN e D servono per ricordarci che i rispettivi integrali
assumono la stessa forma di quelli calcolati quarmdagono imposte le
condizioni di Neumann e Dirichlet per conduttofetteico perfetto, il segno +
porta in considerazione il fatto che gli integ@iliNeumann e Dirichlet includono
le funzioni di Green che devono essere valutate pemax(z' (X)] =2, e
z<min[z'(X)] = Z,,, mentre i pedici (1,2) richiamano il fatto che dew essere
usati rispettivamente i numeri d’onllge k.

Usando le equazioni di continuit§2.3.111 ¢ (23112 ), le equazioni (2411 e

(24.1.2) , possono essere cosi riscritte:

o =] ds'[% (r')AD'g(,(r.r ’)} (24.1.3)

g
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nde[ G o1 )ACY 4 (1 )} (2414)

Con tale notazione, sono stati raggruppati siasbcTE che TM, rendendo anche
piu’ facile la lettura.

A questo punto le equazioni integrali possono essesi espresse:

Y )= () - (1) =14~ 15 2>z, (24.15q)
w(ry=-ly+15, z<z, (24.1.5b)
0=1/,-1;, z>7, (24.15¢)
w,)=15,-15, 2<7, (24.1.5d)

2.4.2 Calcolo di

In tale paragrafo ci accingiamo a calcolare I'imgdg di Dirichlet | ; definito
nella (24.12) .
Ricordando I'espressione della funzione di Greénterale (24.1.2) assume

tale forma:

eXF{ ilkes )Z)]
O Z aqudx ex;{ (k( ax ~ K qEINj + K z}

G ==
i=0,..M -1

(2421

Se stiamo nella regionez>max[z (x)] =Z,,, allora nellesponenziale della
(2421) |z-z|=z-z, altrimenti |z-Z|=—(z-Z) se stiamo in
z<min[Z'(x)] = Z,,. Inoltre Iintegrale nella variabile x’ va esteadtutto I'asse

reale e questo e lecito se la superficie e gramgpetto alla lunghezza d’onda
elettromagnetica incidente.

Apprestiamoci a calcolare tale integrale:
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5= o ex{i(k(l,z)x —k =0 DN)X’ £ jk(l,z)zz'} (2422)

Preliminarmente cerchiamo di scrivere in maniera’ msplicita il termine

expét jk ,,,2') in cui dobbiamo andare a sostituire I'equazionkadsuperficie

descritta dalla(2.2.) :

M-1
expe K ,,2') =expk jk(1,2)zaz Cv " sin(kv"X+q,)) =
n=0

M-1 M-1

= |_! expl K q,,aC,v " sin( v "X +@,)) = |_! exp@ jw sin(B)) (2423

n=

in cui si sono fatte tali posizioni:

{W =Kgp,aCy ™

- n
B =k, 'X+g,

Ricordiamo, ora, le identita di Bessel:

exp(jvsing) = i J, (v)exd(jpd), (24.24)
J,(-v)=(-2"3,(v). (2. 425)

Possiamo riscrivere la (24.2.3) in questo modo:

M-1 M-1 4o
expt jky,,2) = ﬂeXp(i JW sin(B)) :|_! D (=)™ exp(jpB)J (W) =
n= n=0 p=-w
+00 _ - M -1
= S (7)) exp(— e jp[le’jr! 3, (k,acy™) (24.26)
p =0 n=
i=0,..,M -1

in cui:
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-Fp:[qoo,qal,---qoM_l] e il trasposto del vettore

funzione WM;

-5 =[Py, Prs Pusl:

Sostituendo la (24.26) nella (24.22) , si ha:

(+1) ex;{—jpﬁpj{j dx'ex;{— jklxx—j(p+qj[ﬂ\lx+1k(12)x }}D

M-1 »
EIJ Jp, (Ko @Gy ™) =

dell’'espansione dedsi fdella

(2.42.7)

= i (i 1)m(p) ex;{— j 5®j{k(1,2)x ix (p+ QJ }l_l J, Kaez,aC, V_Hn)
=

Sostituendo la (24.2.7) nella (24.2.1) , otteroa

. jk & Am L
IB(Lz) _ﬁ Z(il) ®) exd—Jp EP) ZaDq
pi=—e
i=0,..M -1 | O -1
M -1
El:l Jo, (k(l,zmpaCnV_Hn)’
dove

kxqp = kix + (a_i_ 5) DN

k =

(12)zgp

2 2
Koy —K

xqp ?

eXF(_ J[kxqp X K2y Z])

(l 2)zqp

(24.28)

(24.29a)

(24.29b)
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Sial = (q +p); le (24.29a)- (24.29b) diventano:

Kk, =Ky ng =k, +TIN=ksind, =k,sing,, (24.210)

@2)x

k, = k(lz) -k

Xl

(24211)

in cui g,,) identifica la direzione rispettivamente nel meize 2, mentre nella

(24210) , nota anche come equazione del retidojo=k,,, perchek, e

indipendente dal mezzo di propagazione.

Infine 'equazione (24.28) diventa:

|02 = ZaD o ©XHF ki ) (24212)

IO M—l

in cui:

i = g ) e 1T8) S ()l 3%)
- i=0,..M -1 (24213
E!:l‘Jln—qn (k( 2 aCyV Hn)
e
Ky =Ky Rt Kppo)a 2 - (24214 )

2.4.3 Calcolo di

In tale paragrafo ci accingiamo a calcoldfedefinito nella (24.1.1) .

Cominciamo col notare la seguente uguaglianza:

dz‘(x’)i+i

ds'AM'g(r,r') = ox| -

}g(r ), (2430
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Utilizzando le equazioni di Green (23162- 317)a (221, le (244)-
(246)ela (2431 siha:

2 = %7 Ay é expl= i[Kaax £ Ky p,2))0 (2432)

< too dz(x') _ . ,
Z aN,qJ‘_mdx{ka,z)x%"'k(Lz)zjleXF{"' J(k(l,z)x k qDNJ Jk(Lz)zZ}

Q==
i=0,.M-1

in cui il segno positivo va preso se stiamo calodtai campi nella regione

z>max[z'(X)] =27, cosicché possiamo sostituire nellequazione deeBr
|z— z'| =z-1Z7, mentre il segno meno va considerato se calcoliao@mpi nella
regione z<min[z'(x')] =2z, cosicché possiamo sostituire nell’'equazione di

Green|z— z'| =—(z-Z'). Valutiamo ora prima tale integrale:

Per valutarel ;,, usiamo tale uguaglianza:

1 d .
—|exp+ jk k +qIN |x
k(LZ)Z dx,{ F{ J (L2)z q j :|i|

+ j%{exr% ka)z k +qIN x' }

_ kix + qDN exq + jk(lz)zzr _ j(kix + aENjX' . (2434)
k(lZ)Z
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Da cui:

IBl

k(l,z)x j X’ %GXF{J- (k(J.z)x - kix - a DN)X' t jk(l,z)z Z'] =

=7 MTO'X' eXP(Jk(Lz»X')%{eXP[‘ it + AN x ke, 2} (2435
(12)z -o
k - \E _ ~ .
12)z e
=lg + g,

+o00

-~ k 1,2)x ~ ~ ~ ~
I =F Y (1) exd- jp () k( 2 [ic,, + (@ +P) N]Olkape — ke = (@ + ) N]

P (12)z

3, (kuzpaC ™) (2.4.3.6)

: K —— G
o = £ B2 g, + G ON) [ o exli oy, — ko ~TINJX 2 2] =

2 (ki +GON)I (2.4.3.7)

~

Lo = FKiuge [ o extli koo ki ~TINJX 2 k2] =
= ik(LZ)zl A (2438)

Infine & possibile scrivere I'integrale, in tale forma:

Ifl(l2) = _zalﬁ(l.z),l eXF@ jkazy DT) (24.39)

| =
i=0,..M -1

dove
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k2 _kx kx m LT — m L~
aN(12)) =—%(tl) (I)exd_ll BP) __Z“N,q (il) @ exdlq RP)

12)2 =
(2) i=0,..M -1

M-1
]9 (kmaCr ) (2.4.3.10)

2.5 Valutazione analitica del campo sulla supegfice del

campo diffuso e trasmesso

A questo punto le equazioni24.1.5a), (24.1.5b), (24.15¢c), (24.15d) assumono

tale forma:

WO =) -0 =15 = Yo, —a Jexd-ik; 3) 2>z, 251)

W)=l +lo = Y (an, +ap, Jexd+ jk; @) 2<7, (25.2)
oM

0=1y, =15, = Z(O'r:zl ~ gy, )eXF(_ ik DT) z>12, (2.5.3)

s

U0 =10, = 1o, = D (A — oy Jexdt K ) 2<7, (25.4)
lj=—c0
i=0,..M-1

Queste equazioni possono essere riscritte, infivs;

) =) - () =15 -15= 20 EXF(‘ iky l]) z>7, (25.5)
o1

W)=l +ls = > a exd+ jk; ) z<z, (2.5.6)
:i::O_,.o.o,M—l

0=15,-1%,= > a exd- jk ) 257, (25.7)

o1

W(0) =15~ 15, = > b7 expl+ jk; 1) z<z,,  (2.5.8)
|. =—00
i=0,..M -1
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in cui si & posto:

b =agy —aoy (2.5.9)
a =-0,, +ap, (2.5.10)
&' =g, ~a5, (2.5.11)
b =ay, —ap,, (2.5.12)

Come si puo notare dalle(255), (256), (25.8), campi diffuso, incidente e

trasmesso sono stati espressi come sovrapposdionedi di Floquet.
Cerchiamo ora di dare un’espressione piu’ chiaia cbefficienti di ampiezza
dei campi incidente, diffuso e trasmesso definiti elle
(259), (2510), (2511, (2512 . Innanzitutto cominciamo ad isolare i terim

non noti dovuti ai coefficienti dell’ espansionederie di Fourier del campo sulla
superficie dipendenti chiaramenteglanettendoli in queste nuove variakilp g

ea’N’q:

ahy = —ﬁam exp(jq ) (2.5.13),

, 1 .
g =5 An exdjo®) (2.5.14)

mentre i coefficienti noti possono essere cosiessr

Qi = (£ (1) K62 el T |‘[J. o kuzpaCy™) (2.5.15)

(12)2

Qi = (£21)"™) (x7)m@ o) Kiz2) . KaKia exp( il |_!JI . ( Ki12)22C, v'”") (2.5.16)

A questo punto i coefficienti espressi nellg25.9), (2510), (2511, (2512 )

posSsono essere messi sotto forma matriciale intquesdo:
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b* =Qy, [ery —Qp, oy (2517)
a” =Qy, [, +Qp, @, (2518)
0=Qy, lary, —nQyp, oy, (2519)
b™ =Qy, Wy, —/Qs5, W, (2520)

Cominciamo col notare che, essendo il campo intedem’onda piana (vedi
eq.(2.3.1.5)), i coefficientia, nell’equazione (2.5.10) sono tutti nulli tranne

quelli identificati dal vettoré=0 che sono pari ad A.
A questo punto il primo membro della (2.5.10) eongter cui risolvendo il

sistema dato dalla combinazione tra la (2.5.1@)(2.5.11):

{a‘ =Qy, [ry, +Qp, e},
0= Q+N2 m;u _’7ng m'D

si ricavano tali coefficienti in funzione del camipaidente:

a, =nQl, Qi @,  (25.21)
a, =W, (7)@ (2.5.22)

con

W, (7) = Qi BQ%, Qs + Q5 (2.5.23)

A questo punto e facile ricavare gli altri coefficti andando semplicemente a

sostituire nelle equazioni (2.5.9) e (2.5.12), varado:

b* =11 BQ, Q% - Qi @, =W, ()W) (2524)
b~ =11Q5, +Qpo mQLZ‘ngz}wg =W, (7w iy (2529

in cui:
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W,(7) = Qi Q%, Qbs Qb (2526)

W3(7)=7Qps + Qo BQLs Qbs.  (2527)

2.6 Criterio di troncamento

Abbiamo trovato che i coefficienti di ampiezza daimpo diffuso dipendono
dalle matrici W;, W, e W3 i cui elementi dipendono dai vettagied |, che
rispettivamente evidenziano quali modi sono consiilenell’espansione del
campo superficiale (vedi(245) - (24.6)) e quali modi vengono presi in
considerazione nell’espansione del campo diffusali(v(25.1) ). Notiamo inoltre
che in entrambe le espansioni, ci somd indici g ed |, che variano
nell'intervallo (—,+0). Questa dimensione infinita delle matrici, chestla sua
origine dall’espansione infinita in serie di Fouridel campo superficiale, si
scontra con i limiti computazionali. Per cui perees un risultato numerico c’e
bisogno di troncare tali matrici, rendendole di eimione finita. Evidenziamo
allora tale criterio di troncamento e testiamofi®énza del metodo con delle
considerazioni che di seguito riporteremo.

Cominciamo col definire che un modo é di ordinéntierazioneK se il vettore

identificativol soddisfa la seguente relazione:

D=k, (26.)

i=0
Dal momento che gli elementi delle matrici in giatipendono dg ed | , allora

nel troncarle sceglieremo gli indici scalagj ed |, che soddisfano le seguenti

relazioni:

M -1
D lal<Kmax- (263
i=0
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A tale scopo viene utilizzato un metodo che, olirdestare l'efficienza del

modello considerato, ci fornisce anche un critefidroncamento e si basa su
considerazioni di carattere energetico.

Indichiamo cone la somma, normalizzata al campo inciderdella potenza

diffusa e trasmessa:

b|+

2 32
cosg; + )(Z‘q" COSHy (264)
1=1

1 &
e=————
chos@i Z

=1

in cui

0/, = | L TE

(265)

dove {,,¢, indicano le impedenze caratteristiche rispettivateelei mezzi 1 e 2,
N, € il numero di modi di ordine piu’ piccolo od udea K., N, (N <N,)eil
numero di modi che si propagano nel mezzo supemord; (N.<N,) é il

numero di modi che si propagano nel mezzo dietetinferiore.
Le dimensioni delle matrici sono descritte nellaetéa .

Tabella I:Dimensioni delle matrici

Matrice| Dimensione Matrice| Dimensione
le prNb ng Nbeb
Q_Dj_ Nbeb Q_Dz NT be
Qun | NyxN, (O N, xN,

Qui [ NpXNy  1Qy, [Ny xN,
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La legge della conservazione dell’energia sara istatth see=1. Per cui
supponendo per ipotesi di accettare un errore thlhel calcolo del paramete

il criterio adottato cosi si configura:

& -1/ <001  (266)
le-1< 001 (26.7)

in cui la (26.6) e il criterio di convergenza, mre la (26.7) assicura clee
converga all'esatto valore.

E’ interessante notare inoltre che per una funzdinBessel di argomento ed
indicen, é possibile trascurare, perreale, tutti i termini per i quah>x.Questa

osservazione ci porta ad affermare che, considerdad(2515) — (2516) e

simili, solo gli indici g, edl; che soddisfano la relazione
g, 1| <kyaC,y™" (26.9)

contribuiscono alla formazione di un modo. Si rubte argomento reale significa
averek, reale e cioé un modo che si propaga. L'assunzib@a@gomento reale

per la funzione di Bessel e giustificato dal fattee a noi interessa il campo
diffuso e la potenza diffusa, per il cui calcolonodi evanescenti possono non
essere presi in considerazione. Si osservi inohlieeper bassa rugosita, la (2.6.8)
e soddisfatta poche volte, mentre per elevata itigtzs (26.8) € soddisfatta da
una piu’ ampia gamma di modi. Questo ci porta ackatere che, eccetto per
superfici molto rugose, le matrici che compaiorel’ nespansione del campo

diffuso sono sparse.

2.7 Valutazione dell'efficienza del metodo

In tale paragrafo mostreremo come al crescer& di il criterio di troncamento

presentato nel paragrafo precedente risulta efifiejenel senso che il parame&o

si avvicina al valore unitario desiderato, evidenzio I'influenza sui diagrammi
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di irradiazione dei modi che si vengono a creat@auhentare dell’ordine di
interazione.
Per verificare tutto cid ci metteremo nella sifoaz in cui il mezzo 1 sia il vuoto

e il mezzo 2 sia un dielettrico omogeneo con castdielettricas,, mentre le

permeabilita saranno uguali. Queste considerazemmgiuntamente con l'ipotesi
di considerare come campo incidente un’onda piaterigzata linearmente lungo
'asse y ed ortogonalmente al piano di incidenaag{ial cosa implica che nelle
varie espressioni che coinvolgono la polarizzazidolebiamo prendere quelle per
il caso TE), ci conducono a tali espressioni:

n=1

X =&,
N N
Zp: ’ cosg, ﬂ/?,i‘tﬂz cosb,, j :

1=1

__ 1 .
. |A” cosd (m q

2.7.1 Esempi dimostrativi dell’ efficienza del meito
In prima analisi prendiamo in considerazione illousvolto dal parametro .
Tabella 1l: Superfici usate negli esempi numerici

Lfm] |am] |H |v e (M

r

Superficie 110 0.1 | 0.7123¢
Superficie 210 0.1 | 0.77e
Superficie 310 0.1 | 0.73e
Superficie 45 0.03| 0.7e

1
2
3
5

N I N NG

Consideriamo prima uw molto elevato (superficie 1) in modo che in balke a
(1.5.4) il numero di toni e pari a 1 e quindi ibfifo € perfettamente sinusoidale.
Osserviamo preliminarmente che tutti i diagramne afostreremo non sono altro
che delle singole realizzazioni di un processotates dal momento che nella
descrizione del profilo superficiale compaiono daefficienti in generale aleatori.

Supponiamo chel = 0.5m e J, = 77/6 per tutte le superfici che considereremo.
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Innanzitutto ci aspettiamo che al crescereKdj,, la potenza totale calcolata
converga all'unita. Ed infatti peK ., =3 la convergenza é piu’ veloce che nel

caso diK . =1. Inoltre perK, =1, guardando il diagramma di irradiazione di
Fig. 2.7.1 si nota il tipico comportamento di unaperficie periodica; infatti
presenta sia una forma di tipo “sinc”, dovuta #ldfahe la superficie considerata
e periodica ma finita (mentre una superficie pedadinfinita presenta un
diagramma di tipo delta di Dirac) sia una struttasonante. Inoltre, come ci
aspettavamo, essendo il profilo molto piatto, dgtamma presenta un massimo
proprio nella direzione speculare. La stessa casade in Fig. 2.7.2 in cui e
presentato il diagramma peK, ., =3. Si puo subito notare rispetto al diagramma
di Fig. 2.7.1 la presenza di un numero di modi n@gg Pur tuttavia il
diagramma conserva una forma di tipo “sinc” e smattura risonante. A questo
punto non conviene aumentare l'ordine di interagiaal momento che il
parametrce per K, ., =3 soddisfa pienamente il criterio (2.6.7). Peffraigfare cio

mostriamo i risultati nella tabella Il sottostaniie cui sono riportati i valori delle

potenze fino &K, =5.

Tabella Ill:Valori delle potenze per la superfidie

Kinax N, N, N, P, P e
1 3 3 3 0.11938§ 0.854737 0.9741p4
3 7 7 7 0.145572 0.853813 0.9993B4
4 9 9 9 0.146127 0.853845 0.999967
5 11 11 11 0.146152 0.853847 0.999999
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Fig.2.7.1:Diagramma peK ., =1 e superficie 1

hﬂ, |

ol Myl
ra| J}

\

Fig.2.7.2:Diagramma peK .., =3 e superficie 1

Se scegliamo uw piu’ basso (superficie 2), in accordo con la @).5il numero

di toni € pari a 2. Anche in tal caso pir ., =3

il parametroe si avvicina

all'unita e quindi ci fermiamo a tale ordine dienazione. A tal riguardo si osservi

la tabella IV.
Tabella IV: Valori delle potenze per la superfigie
Kmax Ny N, N; P, P e
1 5 4 5 0.1532990.828338 0.981637,
3 25 12 20 0143551 0.855750.999306
4 41 16 28 0.1442850.85567 | 0.99995
5 61 20 36 0.1443310.855667 0.999998




Guardando i diagrammi di irradiazione, la struttisanante € ancora presente. In
Fig. 2.7.3 viene mostrato il diagramma p€f, =1 in cui & possibile notare il
contributo del primo tono identificato dal vettdrehe presenta il primo indice

diverso da zero, e il contributo del secondo toamtterizzato dal vettoreil

secondo indice non nullo. Il contributo della lanberazione viene mostrato nel

diagramma di Fig. 2.7.4 in cui viene rappresentad@agramma perK  =3.

shﬂ. .,

1

i

oo
ra| o

Fig.2.7.4:Diagramma peK ., =3 e superficie 2

Prendiamo un v ancora piu’ basso (superficie 3), in accordo an(lL.5.4) il
numero di toni sara 3. Anche in questo caso pestdase considerazioni fatte

precedentemente I'ordine di interazione cui ci famo é 3 (vedi tabella V). La
novita rispetto ai casi precedenti € che pe€r,= 5 si verifica il mal-

condizionamento C acronimo peill-conditioned).
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Tabella 1V: Valori delle potenze per la superfiie

Kmax N, N, N, P, P, e

1 7 5 5 0.111627 0.838515| 0.950141

3 63 21 25 0.14279[r0.856217| 0.999014

4 129 31 41 0.14423010.855612| 0.999842
51C 231 40 62 0.14432 0.85566 0.999986

In entrambi i diagrammi di Fig. 2.7.5 e Fig. 2.8ihotano il contributo del tono

fondamentale,del secondo, del terzo e della lot®razione. Tuttavia la struttura

risonante comincia a scomparire. Questo comporteonegera da aspettarselo dal

momento che, riducendo , la WM bene approssima un fBm il cui spettro &nd

ad avvicinarsi a quello delle superfici naturalecliome noto, non esibiscono un

comportamento risonante.

I

=]

wl M}

ra| df

A

ra| JE

Fig.2.7.6:Diagramma peK ., =3 e superficie 3
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| diagrammi rappresentati in questo paragrafo nmmosaltro che dei semplici
esempi per verificare che i risultati ottenuti siatperenti con la teoria. Infatti
come ci aspettavamo, al crescere dell’ordine déragione il campo diffuso si

sparpaglia sempre piu’ e le potenze, diffusa aressa, aumentano.

2.8 Esempi numerici

In tale paragrafo mostreremo alcune applicazionirdetodo finora descritto,
presentando varie situazioni ottenute al variare p@rametri del profilo
superficiale. Consideriamo la superficie 4 peristno studio e facciamone variare
sia i parametri dielettrici che quelli geometrici.

Vediamo cosa succede al variare della permittigjta

Studiamo 3 casi possibili:

- £, =4 (terreno asciutto);

-&, =16 (terreno umido);

-£, =80 (acqua).

Come ci aspettavamo dalla (26.4) , c’é una diperaatella potenza diffusa da
&, . Infatti al crescere de, cresce la potenza diffusa. Inoltre la variazionesd

non provoca un cambiamento della forma del diagrandinirradiazione ( vedi

Fig. 2.8.1,2,3), ma solo un cambiamento nell’ arngpae

= =]
= m 0 Eu i Eud

T TE E E 3

Fig.2.8.1:Diagramma pes, =4
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Fig.2.8.2:Diagramma pes, =16

= =]

o m m
[3 Z

wl=
™|
ral

Fig.2.8.3:Diagramma pes, =80

Molto interessante & vedere cosa succede al vat&reoefficiente di HursH.

Prenderemo in esame tre situazioni relative avéddiri di H:

-H =03
-H =07,
-H =09

Innanzitutto, ricordando dalla (1.5.1) che le ampée dei toni sono spaziate
secondo una legge ™, al crescere dH diventa sempre piu’ dominante il tono
fondamentale, mentre viceversa al diminuireHji e quindi al crescere della
dimensione frattale, il diagramma € piu’ largo egtieedistribuito. Per rendersene

conto basti notare i diagrammi di Fig.2.8.4,5,6,7.

44



Hn 5

B n o B m m
2 & 3 z £

Fig.2.8.4:Diagramma pé#=0.3

. 0
3 B

Fig.2.8.5:Diagramma pé#=0.7

J B
&

2

a

Fig.2.8.6:Diagramma pé#=0.9
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o H | Colore
5
o 0.3 | rosso
-5
0.7 blu
=10
15 0.9 viola
=z0
-25
| =]
IE L U
2 [ [ 2 Z

Fig.2.8.7:Sovrapposizione dei diagrammi

Inoltre, dal momento chid agisce sul rapporto tra i gruppi di modi che fonma
diagramma, una variazione Hi provoca solo una traslazione rigida di tutto il
gruppo verso l'alto o verso il basso, contrariareegit caso in cui abbiamo una
variazione del parametra. Analizziamo allora cosa succede al variar@adiale
parametro, comel, € un indice di rugosita della superficie. & basso, il tono
fondamentale é troppo basso, per cui la superfioie € molto differente da un
piano, per cui il diagramma d’irradiazione preseinté massimo nella direzione
speculare. Allaumentare da, anche gli altri toni contribuiscono al campo
diffuso. A tal proposito notiamo i diagrammi di F2¢8.8,9,10,11, per differenti
valori di ajm](a= 001,003,005 . Dalla (1.5.1) si puo notare che agisce su
tutti i toni, nel senso che, decrescendq saranno abbattuti tutti i toni. Quindi a
differenza diH, che é legato all'inviluppo del diagramma, cambia il rapporto

tra i modi di un gruppo.

0

m|a

n
2

Fig.2.8.8:Diagramma pe=0.01
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Fig.2.8.9:Diagramma pex=0.03

-zE A nﬂﬂn

a E s
[3 2

m|a
ral =

Fig.2.8.10:Diagramma pex=0.05

Fig.2.9.1:Sovrapposizione dei diagrammi

aim] | Colore
0.01 | rosso
0.03 | blu
0.05 | viola

(=]

Valutiamo ora cosa accade al variare dell'angolandidenza L casi piu’

interessanti da studiare sono quelli di incideradente, cioe? =0, =77/2.

Infatti per , = Ocirca il 90% della potenza viene trasmessa, mentresher 77/2
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piu’ dell’'80% della potenza viene diffusa. Inoltre come ci as@eto, per

J =m/2 il diagramma risulta essere proprio una “sinc’ngibdulo, in realta). A

tal riguardo esaminare i diagrammi riportati in .Ri§.12,13,14 per
3 =09 =m1/6,9 =m/2.

dE
0

5

0
-5
=10
-15
-z0
1]

u]

ra| 1

B
k)

™| 5
™| 3

b
-F =

Fig.2.8.12:Diagramma pef, =0.01

Y a ol
2 2

m|E
™|
ra e

0

kL
2

r|

b
&

w| =
™| =

Fig.2.8.14:Diagramma pef, =71/ 2.1
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In ultima analisi esaminiamo il comportamento alias@ dell’area illuminata L.

Come ci aspettavamo, al crescere di L il diagrardimenta sempre piu’ piccato e
cio é dovuto al fatto che per un’area illuminatdimite infinita, il diagramma é

una delta di Dirac. A tal riguardo basti ispezi@ardiagrammi riportati nelle

Fig.2.8.15,2.8.16,2.8.17, per L=5,10,50.

s

2

i}

ra 5

J'l:
F

™| 3
™| 3

Fig.2.8.15:Diagramma per L=5

1]

ra o

B
Kl

™| 3
™| H

s
-7 =

Fig.2.8.16:Diagramma per L=10

0 ol
3

r|

b
&

w| =
™| =

Fig.2.8.17:Diagramma per L=50
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La tabella seguente mostra i risultati ottenutialare dei parametri in gioco:

Tabella VI: Potenza riflessa e trasmessa per lar§ioe 4,

eper H, &, ,Led a varianti

Liml [, [H |&ml | 8[rad] | P R

5 4 10.70.03 77/6 0.1447520.85524 71
5 16/0.7/0.03 77/6 0.4091250.590240
5 80/0.7/0.03 77/6 0.6756000.201889
5 4 10.30.03 77/6 0.1314430.868657
5 4 |10.50.03 77/6 0.1417710.858232
5 4 10.90.03 77/6 0.145626 0.854373
5 4 10.70.01 77/6 0.1457690.854231
5 4 10.70.05 77/6 0.1427250.857252
5 4 (0.70.03| 001 0.1104420.889558
5 4 10.70.03 77/2.1 0.8382920.161707
10 4 | 0.70.03 77/6 0.145524 0.8544785
50 4 | 0.70.03 77/6 0.145844 0.854154

2.9 Analisi della convergenza

In tale paragrafo evidenzieremo uno svantaggiambdo usato che alla fine ne
restringe i limiti di validita.

Come abbiamo gia notato nel paragra2d, i modi con k, reale che
contribuiscono al campo diffuso sono quelli chedssi@no la relazione (2.6.8) . II
“difetto” del metodo nasce per superfici molto ragolnfatti in tal cas, , e di
conseguenza l'intero argomento delle funzioni ds$&#, € molto grande. Inoltre i
modi evanescenti presentano kyp immaginario e quindi pure I'argomento della
funzione di Bessel sara immaginario. In tali comaiz essendo la funzione di
Bessel ad argomento immaginario molto sensibileicaop cambiamenti del

proprio argomento, il range di variazione dellepgamze dei modi sara molto
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elevato, per cui il rapporto tra il piu’ grande lepiu’ piccolo autovalore delle
matrici da invertire e talmente elevato che pudgrera dei risultati molto diversi
da quelli che ci aspetteremmo e quindi non corréttiamo inoltre che tale

problema ha una sua ragione fisica ed e percioitaigle. Cerchiamo di darne

bY

una spiegazione. L'equazione matricial@519), per come e stata derivata,
equivale alla (23.1.3) solo pe>max[z'(X)]=Z, . Ma ricordando che nel
dominio dei fasori i campi sono analitici, allor&ese un campo nullo nella
regione z> max[z'(X)] = Z,, e equivalente ad avere un campo nullo anche nella
regione z'(x')<z<max[zZ(x')] I problema nasce nel momento in cui
effettuiamo il troncamento sulle matrici. In talscaill campo non sara piu’ nullo
ma approssimativamente nullo nella regiane max(z' (x)] = z',, dal momento

che stiamo trascurando alcuni modi nel calcolo ahpo totale. Ora il tutto
dipende dalla rugosita del profilo superficiale.éSleassa, allora si commettera un
errore piccolo nel considerare approssimativamend® il campo anche nella

regione z'(X')<z<max|z(x')] altrimenti, se & elevata, l'errore che si
commettera non sara piu’ trascurabile, dal momecii@ possono esserci
significativi campi nella regione'(x') < z<max[z'(x ')lche possono condurre a
una valutazione errata. La stessa cosa accadépaatione matriciale(2.5.18)
del tutto equivalente alla (23.12) per<min[z'(X)]=Z,, e nonperz<z(x ')

A tal proposito abbiamo fatto uno studio riportatlle tabelle VIIL,VIII e IX, in

cui per 3 fissate frequenzd600Mhz900Mhz1200Mhz ) per 3 fissati

coefficienti di Hurst(H = 050.7,09) e per la superficie 4, & stato valutato il

relativo parametro di rugosita in corrispondenza del quale inizia a manifestarsi
il problema IC.

Si puo notare che, ad una data frequenza, al ceesitdH aumenta ancha ,

coerentemente con I’ argomento delle funzioni dsd& in cui il parametro di
... a
rugosita é——.
Alv

Cominciamo col notare che tali valori sono statcakati adottando la precisione

di default del softwardlathematica 5.Qusato per le simulazioni, che e pari a 16,
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dove, fissato un numero x e la sua incertezza atssdk, per precisione si intende

la quantita—Logm( J Quindi la precisione non é altro che una misura

dx
dell'incertezza relativa del valore consideratpraticamente definisce I'effettivo

numero di cifre significative del numero stesso.

Tabella VII
f[MHz] | P, P € aim] | Precisione| Tempo[minuti]
H =05 600 0.134394 0.865854 1.000250 0.051 16 = 2
H =0.7 |600 0.140892 0.85905P 0.999904 0.062 16 = 2
H =09 600 0.143971 0.855711 0.999682 0.071 16 = 2
Tabella VIII
f[MHz] | P, P € alm] | Precisione| Tempo[minuti]
H =05 {900 0.143132 0.856873 1.000005/0.020| 16 =5
H = 0.7 [900 0.145014 0.854983 0.999997/0.024| 16 = 5
H =09 |900 0.145687 0.854307| 0.999994/0.027| 16 = 5
Tabella IX
f[MHz] | P, P € am] | Precisione| Tempo[minuti]
H=05| 1200 |0.142549 0.857460| 1.000009 0.019| 16 =7
H=07| 1200 |0.144879 0.855082| 0.999961/0.024| 16 = 7
H=09| 1200 |0.145707 0.854234| 0.999941 0.027 16 = 7

Poiché i “difetti” del metodo esposto nascono quafatcciamo l'inversione di
matrici e poiché tale operazione dipende strettéeneadall’incertezza degli
elementi componenti, allora é facile immaginarelegame tra il problema del
mal-condizionamento e la precisione adottata patdoli. Per tale motivo, tramite

il comandoSetPrecisionsi € fissata una certa precisione in corrisponaetetla

52



guale con i valori del parameteoesposti nelle tabelle VILVIII e IX non si aveva

mal-condizionamento e poi si é fatto variare ta@ametroa in modo da

calcolare il suo nuovo valore in corrispondenzaqielle, a quella data precisione,
si manifestava il problema del mal-condizionameiiitgto cio e stato fatto per tre
casi:

-H=0.5,f=600MHz e superficie 4;

-H=0.7,f=900MHz e superficie 4;

-H=0.9,f=1200MHz e superficie 4.

Naturalmente, allaumentare della precisione, i gendi calcolo possono
aumentare considerevolmente. | risultati ottenwthcs mostrati nella tabella

sottostante:

Tabella X
f[MHZz] € Precisiong alm] | Tempo[minuti]
H=0.5 600 1.00082 20 0.059 =9
H=0.7 900 0.9999% 20 0.026 = 35
H=0.9 1200 | 0.99989 20 0.029 = 35

Notiamo che passando da precisione 16 a precigfn®l primo caso abbiamo

un aumento del fattora del 15.7%, nel secondo un incremento del 8.3%l e ne

terzo caso un innalzamento del 7.4%. Se la tabél@da un lato ci conforta,
dall’altro, guardando i tempi di calcolo, non pusddisfare le nostre aspettative
dal momento che nel primo caso i tempi sono pi& ghadruplicati, nel secondo
diventano sette volte piu’ grandi e nel terzo quptitano.

Per cercare di capire cosa succede al variare pidlEsione, é stato preso come
esempio la superficie 4, corl=0.5 ed f=600MHz. Sono stati ottenuti i risultati

riportati nella tabella XI di seguito:
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Tabella XI

H f[MHZ] € am| Tempo[minuti]
Precisione 0.5 600 1.00082 0.059 =9
Preczzizione 0.5 600 1.01194 0.082 =9
Prec2:i55ione 0.5 600 1.51667 0.110 =10
Preg(i)%one 0.5 600 273193 0.41 =11
1

Osserviamo che nel passare da precisione 20 #siprex 25, i tempi di calcolo

rimangono immutati mentre il paramet@ aumenta del 39%, mentre nel
passare da 25 a 3@ siinnalza del 34.1% ed il tempo di calcolo peggidi un

minuto. Ricordiamo che il problema del mal-condm@mento potrebbe portare a
dei risultati erronei, in prima battuta nel calcdielle matrici inverse ed in ultima
istanza nel calcolo delle potenze.

Tale problema é visibile nel nostro caso quandara&smno una precisione pari a
30 e successivamente pari a 100. A tal riguard@amat la sovrapposizione dei
diagrammi di irradiazione di Fig.2.9.1 calcolaspettivamente con i parametri
delle righe 2 e 3 della tabella Xl e per la supszfé:

dE
20
Parametri rigg Colore
z0
10 2 blu
o 3 rosso
=10
—E0
Al -
2 .x ¢ m nooom
2 [ [ ] 3

Fig 2.9 1:5ovwrapposizone del diagramimi

Si pu0 subito evidenziare che il problema nascecaklolo del coefficiente del

modo in corrispondenza di circaz/2, dal momento che nei due casi esso viene
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pesato in maniera differente ed é cido che porfmibmetroe della riga 3 della
tabella VIII ad essere troppo grande e di conserausbagliato. Questo significa
che il calcolo delle matrici inverse e stato eewmnper cui a=0. 110non € in
realta il primo valore cui si manifesta il mal-caidnamento. A tale scopo

cerchiamo di calcolare il valore @i in corrispondenza del quale il parameteo

assume dei valori piu’ consoni alle nostre asge#at risultati della nostra analisi

sono evidenziati nella tabella XII di seguito nifzda:

Tabella XII
H f[MHZ] € am| Tempo[minuti]
Precisione 0.5 600 1.13377 0.10 = 10
Pregizione 0.5 600 1.02623 0.090 =10
Pregizione 0.5 600 1.02152 0.088 =10
Pregizione 0.5 600 1.01606 0.085 =10
Pregigione 0.5 600 1.01456 0.084 =10
Pregigione 0.5 600 1.01319 0.083 =10
PregiZsione 0.5 600 1.01194 0.082 =10

Dalla tabella sopra evidenziata emerge chiarameimeil valorea= 010non
puo soddisfarci dal momento cleedifferisce dal valore che ci aspetteremmo del
13.4%, mentre se tolleriamo un errore compresoliPdo e 2.63%, possiamo

accettare un valore da che varia tra 0.082 e 0.090. In particolare seoddssfa

il valore a=0.090, possiamo osservare che rispetto al calcolo cenigione 25

a € aumentato del 9.76%( e non piu’ del 34.1% ché peconduceva a risultati

errati) con un corrispettivo peggioramento di uosminuto per i tempi di
calcolo.

Lo stesso fenomeno diventa piu’ eclatante se assumcome precisione 100. In
tal caso, analizzando la riga 4 della tabella XInsta un valore eccessivo del

parametroe. La ragione e identica a quella evidenziata peciprone 30. Per cui
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a=041 non risulta essere il primo valore cui si mandesi mal-
condizionamento. Svolgendo la stessa analisi fadtaprecisione 30, anche per
precisione 100 si ricavano gli stessi risultatiaéhbella X1l con la differenza che
il tempo di calcolo diventa di circa 11 minuti. Reli, passando da precisione 30 a

100 e prendendo in considerazione gli effettivioviadel parametroa che ci

danno dei risultati adeguati ai calcoli teoricipamo solo un peggioramento dei
tempi computazionali.

Queste considerazioni ci portano ad affermare ahe @& necessario spingerci
troppo con la precisione, ma é sufficiente fermargrecisione 30.

| diagrammi di irradiazione sono stati ricavati mda un PC PENTIUM IV a 3
GHz con 1GByte di RAM.

56



CAPITOLO 3

I modello EBCM applicato a superfici frattali 2-[li
conduttore elettrico perfetto

3.1 Introduzione

In tale capitolo affronteremo la diffusione da gsiige frattali, considerando un
profilo superficiale bidimensionale. 1l modello dsuperficie e quello
elettromagnetico sono analoghi a quelli del capifmecedente. Ci metteremo in
una situazione semplificata, in cui il profilo sepaue mezzi di cui il secondo é
un conduttore elettrico perfetto (c.e.p).

La trattazione analitica € analoga al caso monadseale, ed i risultati cui
giungiamo sono altrettanto simili; infatti il campbffuso sara espresso come
sovrapposizione di modi di Floquet, le cui direziosono governate
dall’equazione del reticolo e le cui ampiezze vermypresentate sotto forma di
matrici che hanno dimensione infinita. A tal rigg@arbisognera fissare un criterio
di troncamento, che stabilira un limite di validitédl modello, che in principio pud
essere applicato a qualsiasi superficie, indipetetieente dalla rugosita della
stessa. In tale capitolo non tratteremo di talél@ma, dal momento che il criterio
di troncamento €& del tutto analogo a quello mostrager il caso

monodimensionale.

3.2 Moddllo di superficie

Il modello di superficie adottato, come gia antatin € una funzione WM 2-D a
banda limitata, nel senso che il numero di toni gonenti € M e noro come
accade per una WM matematica, essendo le supedtarali dei frattali in un
ampio ma limitato range di scale.

La descrizione analitica della superficie e datdlad’1.5.6) introdotta nel capitolo
1.

Si noti, come gia accennato nel capitolo 1, chuihero di toni M dipende dalla

piu’ alta e piu’ bassa componente spettrale, dehrmpatrov e dalla lunghezza
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d’'onda. Inoltre, essendov un numero irrazionale, una qualsiasi superficie
descritta dalla (1.5.6) non sara mai perfettameetéodica, ma quasi-periodica.
Tale proprieta risulta essere fondamentale perrpgtavere il campo diffuso

come sovrapposizione di modi.

3.3 Modello dettromagnetico

In questo paragrafo valuteremo in maniera analiticeampo diffuso da una
superficie frattaleA di conduttore elettrico perfetto quando é illuntinaa un

campo incidenteE, con direzione di propagazionk,, in accordo con la

geometria rappresentata nella Fig.1.

k, [t k
N 2
N

Q{ o /

Fig.1:Geometria del problema

Un problema di tale tipo in generale € governatdadseguente equazione

integrale:

E, (r)+” jauAxH@I) G(r,r') +AXEr") MxG(r,r') dA=

_ {E(r) z>7(X,Y) 331)

0 z<z(x,Y)

dove E(r ) € il campo totaleG(r,r "e la funzione di Green nello spazio libero

avente tale espressione:
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1

G(r,r') = L

I} { _kf %) explik tfr ok, dk,. (332)

Iniziamo con l'osservare che I'equazione (3.3.1)oavilteorema dell’estinzione
secondo il quale le sorgenti superficiali 8y nella regionez < z(x,y ) generano

un campo che esattamente cancella il campo inedesndendo il campo totale

nullo nella medesima regione. Ma se stiamo neligoree  z> z(x,y ) il campo

totale si scrive come somma di due contributi, doguto al campo incidente e
I'altro dovuto alle sorgenti superficiali sA. Questa considerazione non € altro

che ilprincipio di Huygens. Nel nostro caso le sorgenti superficiali sono:

AxH(r") (333

AXE(r") (334)

Poiché nel nostro caso stiamo considerando supetificonduttore elettrico

perfetto (c.e.p), per cixE(r 30, allorala (3.3.1) si semplifica, diventando:

E(r) z>2z(xy)

Ei(r)+jAj japﬁXH(r')[G(r,r')dA:{O < 20Y) (335)

per cui 'unica sorgente superficiale e:

AxH(r') (336) .

L’ipotesi c.e.p ci facilita anche la trattazioneahitica, dal momento che il campo

trasmesso e la potenza trasmessa saranno nulli.
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3.4 Espansione del campo superficiale

A questo punto, come fatto per il caso monodimerade sfruttando la quasi-
periodicita della Weierstrass-Mandelbrot, espandiamserie di Fourier il campo

superficiale, per cuila (3.36) assume talenfar

AXH(r') = exp{j(klxx'+k1yy')]D > EE]('GENXX%GDNyy'H (34.1)
G ==

i=0,---,M -1

dove a, ¢ il vettore dei coefficienti, non noti, dell'espone di Fourierg € il

trasposto del vettorg i cui elementi in linea di principio variano trae-e +co,

k., €k, sono le componenti della direzione di propagaziocgentek, ( in tal
caso k,=0, vedi Fig.1), N =[k,COS¥,, KoV COSY,, ko™ ™ cCOSPy L],

Ny =[k, sing,,kvsing, -,k v" *sing,, 1.

3.4.1 Introduzione alla valutazione del campo sufiaperficie

A tale scopo l'equazione integrale (3.3.5) puO essescritta in maniera piu’

compatta introducendo questo integrale:
B =” jauixHI) G(@r,r')dA  (3.4.1.1)
A

Innanzitutto il pedice D serve per ricordarci che l'integrale assume lasstes
forma di quello calcolato quando vengono imposteoledizioni di Dirichlet per
conduttore elettrico perfetto, il segno + portadonsiderazione il fatto che
I'integrale di Dirichlet include la funzione di €&n che deve essere valutata per
z>max|z(x,y)] e z<min[z(X,y)].

A questo punto le equazioni integrali possono essesi espresse:
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Es(=E(M)-E )=+,  z>zXxy) (34.12a)
Ei(r)=-1g z<2z(x,Y) (34.1.2b)

3.4.2 Calcolo dell'integrale di Dirichlet

A questo punto, sostituendo la (332) ela (34d&)la (3.4.1.1), otteniamo:

15 = ” dAj a exp{J(klxx+k1yy)]D z it EE (qDN X+qN yﬂ

G ==

i=0,--,M -1

(277) J‘J(I kk)exp[jkx [ﬂx—x')+jky(y—y')+jkz(|z_z|)]dkxdky:
(Zﬂ)sﬂdkkfk expljkx+ jk,y £ jk,Z]0 Za [ -Kkk) O

IO “M-1

] [ dAexpl-j(k, —ky, —GIN,)x=j(k, ~k, —GIN,)yFjk,2] (3421
A

Osserviamo innanzitutto che nella (3.4.2.1)|z,— z'| =(z-2) se stiamo nella
regione z > max[z(x,y )] mentre|z— z'| =—(z-7) se stiamo inz<min[z(x,y )]

Consideriamo ora I’ integrale:

IA:”dAexlo[—J'(kX — Ky, —GIN,)X-j(k, —ky, —GIN,)yF jk,Z]=
A

= | [dxdy'expl-j(k, — ki =GN, )x=j(k, —k, =GN, )yFjk,2] (3422)

—00—00

Innanzitutto si ha:
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M -1
expf jk,z') = expfF jk,ay C v ™" sinky" (X' cogy, +y'sing,) + @]l =
n=0
M-1

= |_!exp($stin(B))]. (3.4.2.3)

in cui si sono fatte tali posizioni:

W =k,aC v ™"
B =k V" (cosy,X+sing,y') + @,

Ricordando le identita di Bessel:

exdjvsingd)= Y 3, (v)exdjps), (34.24)
p=-c
J,(-v)=(-1"3,(v), (34.25)
si ha:
M-1 +00
expfF jk,z') = |_! Y FY™ I, (ak,Cv ) expliplov " (X cogp, + y'sing,) + @11 =
" ip=i(j,-_~o~c:M—l
M-1 +00 _ -
= |_! D (F)™J, (ak,Cv ") expli ple + j PN, X + N y')] =
" ii(?,-_fM—l
+oo M -1
= > (FD™ exp[jple + j PUN,X+N )] E]'l J, (@, Cv™™) (3.4.2.6)
20, M-1 "
in cui @=[g, - @] € il trasposto del vettore delle fasi della WM,

Sostituendo la (3.4.2.6) nella (3.4.2.2), otteniamo
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= 3 ()™ exp(i )

Py ==
i=0,--,M-1

EE [ [axdy'expl=j(k, ~k,, = (B+8) IN,)x]expl-j(k, —ky, = (@E+8) N,)y]|0

—00—00

M -1
Eu J, (@k,Cy™) = (3.4.2.7)

Z(+1)m“’) exp(j pl) Bk, —k;, —(p+@) N, ]k, —k,, = (p+a) N, ] 0

p,

i=0,-- M—l
M -1 h
EIJJpn (ak,C.v™™)

Sostituendo la (3.4.2.7) nella (3.4.2.1) , abbiamo:

0 (F)™ exp(j pp) O
2m® :;

i=0,-M~-1

+
5 =

z a, 0l - k[k)[—lk—Edaxp[J(kxqpx+kyqpy)+jkquz]

0=
i=0,- M—l d

M-1
EI'! 3, (@K, Cv™™) (3.4.2.8)
in cui si sono fatte tali posizioni:
Ko = Kix +(P+ Q) DN, (3.4.2.9)
Kyp =Ky +(P+0) [N, (3.4.2.10)
o = K2 k2, —k2, (3.4.2.11)

Ponendd =p +q, le (3.4.2.9)- (3.4.2.11) diventano:
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~ M-1
ky =Ky + DN, =ksing, +x,> |, cosy, " (3.4.2.12)
n=0
- M-1 )
ky, =k, +IIN, =« ) |, sing, " (243)
n=0
(3.4.2.14)

Le equazioni (3.4.2.12)- (3.4.2.13) sono l'estensial caso 2-D dell’equazione

del reticolo.
Inoltre si hanno le seguenti uguaglianze:

mE) =Y Py = >0, -0) = 2l -6, =m)-ma)  (34.2.15)
F)"® = (F)"O qF) ™ = (F1)"" QFY™@ (3.4.2.16)
exp(j pLo) = exp(j | ) [exp(-j Go) (3.42)
Ponendo, infine,
ki =k &+k, yxk, 2 (248)

e sostituendo dalla (3.4.2.13) alla (3.4.2.19)an@14.2.9), si ricava:

15 = D Blexppjk; @] (3.4.2.19)

dove:
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£ _ jau o may T < T =
Bl = iz (O™ el 1) 2 aq Wl k) D™ exp(- L)

i0,- M -1

M-1
q‘! J), g (@k,C ™) (3.4.2.20)

3.5 Valutazione analitica del campo sulla superficie e del

campo diffuso

A questo punto le equazioni (3.4.1.2a) e (3.4.1a&simono tale forma:

Ec(r)=E(r)-E (r)=+I] = iBrexp[ﬂk,+ ] z>max[z(x,y)] (3.5.1)

I
i=0,-,M-1

E(r)=-1;,=- iBl’ exp[-jk, ] z<min[z(x,y)] (3.5.2)

|i =—00

i=0,--,M-1

in cui:

B; = ()™ exp( T) 0 3et, 0 ~KIR) (-1 exp(-] 3@ O

(m)°k3 G=
i=0,-,M -1
M-1
[I—! N (ak,C v (3.5.3)
B = Jaiu ~exp(i 19) 0 Y a, O —kk) BxpC- Glo) O
(277) kﬂ g =00
i=0,-,M-1
M-1
EI_!JIn—qn (aijnV—H“) (3.5.4)

Come si puo notare dalle (3.5.3) e (3.5.4) siaainpo diffuso che quello

incidente sono stati espressi come sovrapposiziomadi di Floquet.
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Cominciamo con l'osservare che Bff compare il prodotto scalare teg, € la

diade (I —k[k ) che va sviluppato. Allora, ricordando la rappreagione

vettoriale di una diade e, posto:
(lq = [aqx’aqwaqz]

si ha:
g L= k7) + a1, (k) +ag, (K, K,)
{aq i —12[92)} =| @y (-kk,) +ay, Q-k2) +a,,(-k k,) (3.5.5)

TS| age(kik,) +ag, (K k,) + ag, (L= kD)

Ora dal momento che il nostro problema non e padlase come nel caso
monodimensionale ma vettoriale, allora un modo psolverlo € quello di
proiettare le equazioni matriciali sui tre assi tesiani e risolvere tre
corrispondenti problemi scalari.

3.5.1 Risoluzione dei problemi scalari

Consideriamo ad esempio il campo diffuso, la sprressione e data dalla (3.5.1)

e la cui direzione di propagazioneé:

Ecr)= > B expljk; O]

=0,-M -1

E’ possibile scrivere tale campo diffuso nelle $tee componenti cartesiane in
guesto modo:
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in cui:

B+

5= (D™ (1) exp(j 1Th)

By = (=)™ (=)™ exp(j I p)

Ey (r) =

Es.(r)= > Bjexp(ik, [I)

I_ZB; exp(jk ;" 1)

i=0,-,M-1

E¢(r)= D B, exp(k/ )

lj=-c0

i=0,-- M -1

10, M -1

10, M -1

i20,-,M-1

+00 M-1
> a;(l)[l]J,n_qn(aijnV_H“)

(3.5.1.1)

+00 M-1
> @S0 ]9 (@k,Cy™)

(3.5.1.2)

B] = ()™ (=)™ expG T§) > aS () EI_! 3y (@K, Cy )
6= n=

doveag (1), ay (1) e ag (1) sono dei nuovi coefficienti non noti, dipendersild

dal momento che includono anche la direzione do@gazione ( infatti includono

il fattore %2 ), secondo queste formule:
2

., (1-K2) +a,, (-kK,) + a,, (~kK,)

o (kiKy) +aq, A-K7) +ag, (K k,)

0., (~k k) + @, (K K,) +a,, (1 K2)]

[exp(-j ate)
[exp(-j ate) (3.5.1.3)

[exp(-j dle)

Supponiamo a questo punto che il campo incideatensionda piana polarizzata

linearmente lungo l'asse y:

E,(r) = Aexp+jk, )y,

(3.5.1.4)
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dove A & un coefficiente in ampiezzale =k, X+k;,z € il vettore numero
d’onda incidente coik,, = ksin#,,k;, =kcosd, c¢ond, I'angolo di incidenza.

Cerchiamo ora di scrivere in maniera piu’ compédtaspressioni scritte sopra.
Prendiamo in considerazione il campo diffuso, abvatiene i coefficienti non noti
dell’espansione del campo superficiale, soffermansolla componente lungo .

Se poniamo:

Qb = (D™ (=)™ exp(j 1 &) Eile.n_qn (ak,C,v™™) (3.5.1.5)

e

ayql(ll)"' ayql(l Nb)
AS =|: : (3.5.1.6)

q
aqub (I 1) a 'a'qub (I Nb)

in cui Np € il numero di modi totali, allora & possibile espEre e valutare i

coefficienti B; della componente del campo diffuso come gli elaimeella

matrice :
B; = Q*DqlA;3 (3.5.1.7)

A questo punto e possibile ricavare i coefficienttogniti, messi sotto forma
matriciale, conoscendo il campo incidente e sfrnaltala (3.5.2). Seguendo tale

procedura , ponendo:
- . 7 M_l _H
Qpq =€xp(j I @) El'! J, @k, C v ™) (3.5.1.8)

si ricava:
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B, =QpyAsg (3.5.1.9)

A questo punto, essendo del tutto noto il campadente per cui gli elementi

della matrice B, sono tutti nulli eccetto quelli identificati dal tvere 1=0,

indicando conA la matrice diagonale delle ampiezze dei coefficidet campo

incidente, facendo la suddetta posizione
A'=-A (3.5.1.10)
otteniamo:
A'=QpuAq (3.5.1.11)

Ora, analogamente al caso monodimensionale, résulvitale sistema lineare:

Bl =QpuAS (3.5.1.13)
A'=Qp AS (3.5.1.14)

si ricavano i suddetti coefficienti:

{Ag =(Qpg) " A (3.5.1.15)
By =Qpq MQpq) " A (3.5.1.16)

Facciamo un’osservazione importante. Essendlb diagonale ed avendo
considerato una sola onda pian&;, avra sulla diagonale tutti elementi nulli

tranne quello che corrispondera all’ampiezza della incidente considerata. Cio

ci porta ad affermare che la matriBg; presentera tutti zero tranne una colonna

con coefficienti non nulli. Analogamente se avessounsiderato due onde piane,

avremmo avuto due colonne Bi, non nulle e cosi via.
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Facciamo lo stesso discorso per il campo totatk sbpra del profilo superficiale.
Ricordando che il campo incidente ha solo companduhgoy, possiamo

scrivere il campo totale nelle sue tre componeartiesiane in questo modo:

E,(r)
E (1) E,(r) z> 7(X, )
E,(r)+Eg(r) = EZ(r) (3.5.1.17)
Fs ) 0 2< 2(x,y)

0

A questo punto, essendo del tutto noti il campddente e quello diffuso, é
possibile calcolare la component& (r del campo totale nella regione
z>7(x,y). Le medesime considerazioni possono essere aigplicdle

componenti x e z, ottenendo l'intero comportameudtarimetrico sia del campo

diffuso che di quello totale. Una lieve differerza@ovuta al fatto che in entrambi

i casi la matriceB,, ,, non assumera piu’ la stessa forma della (3.5)1d46

momento che per ipotesi il campo e polarizzato dupgper cui lungo gli assi x e

z A'=0, ma assumera la forma della (3.5.1.13) CA@Y che sara soluzione

2)q

dell’equazione omogenea:

QoqAGzng =0 - (3.5.1.18)

(x2)q

G

« che, sostituiti nella

da cui si possono ricavare i coefficienti incogratl ,a

prima e nella terza equazione della (3.5.1.2) pt#aone di ricavare i coefficienti

in"ampiezzaB, e B, e di conseguenza le due restanti componenti depeca

totale, E, (r )ed E,(r).
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3.6 Esempi numerici

Prima di mostrare i risultati numerici, evidenziamna realizzazione della
superficie e del campo diffuso. La realizzazion#adguperficie e stata ottenuta

usando tali parametri:

Tabella I:Parametri usati nella determinazioneadgliperficie
M| XIm] | Y[m | am]| v |H
20 5 5 0.025 e/2| 0.7

mentre per ottenere una realizzazione del camgdasdifsono stati usati come

parametri superficiali ed elettromagnetici quelbstrati nella tabella Il :

Tabella 1l: Parametri usati per i diagrammi diffusi

K [M[X[ml [ Y[n] | am] | v ] H | J[rad]

max

3 5|5 5 0.03| el 0./ /6

Fig.3.6.1:Realizzazione di una WM 2-D

Una realizzazione del campo diffuso é:
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Fig.3.6.2:Realizzazione del diagramma di irradiaeidiffuso

Ora per mostrare che i risultati sono corretti, pgupamo di fare dei tagli del

diagramma di irradiazione di figura Ill.2 ad ussato &, e grafichiamo varie
situazioni interessanti. In tutti i tagli che farenfisseremad,=0.

Vediamo cosa succede al variare del coefficientdudst, graficando 3 possibili
casi corrispondenti a:

-H=0.3;

-H=0.7,

-H=0.9,

e prendendo in considerazione tali parametri:

Tabella Ill: Parametri usati per i diagrammi aliaee diH
Ka | M| X[ [ Y[m] [ a[m] [ v | g[rad]

max

3 |5/ 5 | 5 | 004 e 76

Otteniamo queste realizzazioni:
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20
10
nr
10}
_Zn-m
&
o2 e 2 2 2
2 5 & 3 z

Fig.3.6.3:Diagramma pét=0.3

4B
Z0rp
10F
ok
-lop
—Zﬂ-ﬂ
=]
m mn o m m m
2 ] ] 2 Z

Fig.3.6.4:Diagramma pét=0.7

dE
zop
10
nr
10}
_zn-ﬂﬂ
&
o2 e 2 2 2
2 5 & 3 z

Fig.3.6.5:Diagramma péi=0.9

73



H | Colore
0.3 | Rosso
0.7]| Viola
0.9| Blu

Fig.3.6.4:Sovrapposizione dei diagrammi

Analogamente al caso monodimensionale, dalla fifjugsi nota che H e legato
all'inviluppo del diagramma d’irradiazione, dal mento che agisce sul rapporto
tra i gruppi di modi, causando quindi una traslaeigigida del gruppo verso il
basso o verso l'alto, e cid provoca una conserazidella struttura del
diagramma stesso. Cid non accade ,invece, se ziaatia cosa succede ai
diagrammi al variare un altro parametro di rugosiiaé a. | diagrammi che da
ora in poi riporteremo sono stati ricavati usangarnametri della tabella II.
Presentiamo allora tre realizzazioni dei diagrarperitali valori:

-a=0.01,;

-a=0.03;

-a=0.05.

I:l —_—
a E £

n m
FR)

Fig.3.6.7:Diagramma pe~0.01
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w| oy
|y

E
E

Fig.3.6.8:Diagramma pe=0.03

i |

m m o

|y

E n
)

Fig.3.6.9:Diagramma pe=0.05

a Colore
0.01| Rosso
0.03| Viola
0.05| Blu

Fig.3.6.10:Sovrapposizione dei diahrammi

Come si puo notare, un innalzamento o abbassaménta provoca un
corrispondente aumento o decremento di tutti i tsurperficiali, per cui tale

parametro agisce sul rapporto tra i modi di un goup non piu’ tra gruppi di
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modi, e cid provoca una non conservazione dellattata del diagramma di
irradiazione.

Osserviamo ora come mutano i diagrammi  al var@deé footprint (X,Y)
dell’antenna. | tre casi evidenziati rappresenteorealizzazioni di diagrammi
per le coppie (X,Y)=(2.5,2.5),(5,5),(10,10):

m n o m m
] 2

ra| 5

Fig.3.6.11:Diagramma per (X,Y)=(2.5,2.5)

=]
B n o E m m

2 & & 2 K
Fig.3.6.12:Diagramma per (X,Y)=(5,5)

=]

m n o m m m
2

G ] 3 z
Fig.3.6.13:Diagramma per (X,Y)=(10,10)
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Ritroviamo quello che ci aspettavamo: allaumentde¢ diametro dell’antenna

definito come L =+ X?+Y?, il diagramma tende a restringersi sempre piu’
intorno alla direzione speculare, in accordo ctibfahe seL — o il diagramma
tende ad assumere la forma di una delta di Dirac.

Analizziamo ora cosa succede al variare dell’ amgblincidenza. La situazione
piu’ interessante da graficare corrisponde al dasoui I'angolo di incidenza

risulta essere circaz/2, per cui siamo nel caso di incidenza radente.aln t

condizioni il diagramma dovrebbe assumere la fadmana “sinc”:

LU GO
2 3 [ 3 Z
Fig.3.6.14:Diagramma pef, = 77/ 2.1

In effetti i risultati sperimentali hanno conferradé nostre aspettative.

In ultima analisi, facciamo variare l'angol®,(vedi Fig.1) e grafichiamo i
diagrammi perd,=7/6,77/3,77/2. Allontanandoci da#,=0, ci aspettiamo un
abbassamento del picco nella direzione specularan elamping di tutte le
componenti frequenziali a destra e sinistra di tustessa direzione, dal momento
che man mano che ci spostiamo i lobi laterali dagdmma non saranno piu’

visibili.
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Fig.3.6.15:Diagramma pef,=71/6

Fig.3.6.16:Diagramma pef,=77/3

= =]
n o m m m
2 G ] 2 Z

Fig.3.6.17:Diagramma pef,=71/2

In effetti, I'abbattimento delle componenti spditral di la della direzione

speculare € chiaramente visibile.
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Conclusioni

La geometria frattale ha dotato la ricerca sulludione da superfici naturali, i
cui risultati all'inizio erano insoddisfacenti saptutto a causa dell’inadeguatezza
dei modelli classici di descrivere le innumereviolime irregolari della natura, di
uno strumento notevolmente efficace. In questa &esstato analizzato un
importante problema di diffusione elettromagnetieasuperfici frattali. E’ stato
affrontato sia il caso monodimensionale che qublimensionale. Nel primo

caso il profilo superficiale separa lo spazio libda un mezzo di permittivita, ,

mentre nel secondo caso il mezzo dielettrico é Hastituito da un conduttore
elettrico perfetto. A tal proposito e stata usatdunzione frattale WM per una
descrizione analitica della superficie, e un maelettromagnetico (EBCM) per
la valutazione dei campi.

Il tutto e stato possibile grazie alla proprietajdasi-periodicita della WM che ha
potuto permettere I'applicazione della teoria dodtlet per esprimere i campi
come sovrapposizione modale. Il vantaggio prineigalche in linea teorica tale
metodo puo essere applicato in qualsiasi condizibnegosita del profilo, mentre
lo svantaggio e legato al fatto che, a causa dpliiesione in serie di Fourier del
campo superficiale, i campi vengono scritti comea serie infinita di termini di
ampiezza, per cui bisognerebbe risolvere un sistdintango infinito per avere
una soluzione. Non essendo possibile cio, le mateano troncate ed é stato
usato un particolare criterio di troncamento. Li@énza del modello é stata
evidenziata attraverso considerazioni di caratterergetico e attraverso i grafici
dei diagrammi di irradiazione ottenuti grazie algmie softwardathematica 5.0.

E’ stato inoltre messo in evidenza e spiegato lpeaso monodimensionale con
delle ragioni fisico-matematiche il problema I®emasce quando la rugosita del
profilo diventa abbastanza forte, per cui I'invers delle matrici pud portare a
dei risultati erronei. Questo in realta € un lindievalidita del metodo usato, che
in linea di principio potrebbe essere usato in gjaal condizione di rugosita della
superficie.

79



Grazie allo stesso software e stato possibile vedesa succedesse per il caso
bidimensionale, ed e stato dimostrato che i riildtano altrettanto incoraggianti.
Infatti facendo dei tagli del grafico bidimensiopale stato mostrato come i
risultati sperimentali soddisfacessero le aspetatoriche. Per cui tale metodo
si propone come una controparte efficiente nei roonif di altri metodi
elettromagnetici molto sviluppati come il metoddlel@iccole perturbazioni.
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Appendice |: Programma usato per il calcolo delle potenze e per i grafici dei

diagrammi di irradiazione nel caso monodimensionale

Clear[a, int, M, h, HH, A, &, 8i, 85, 8=sp, o, L, b, H, kpx];
int = 3;
h=-int;
Print["Ordine di interazione ", int]
A=0.5;
_ 2rxPi

A
E0 =1;
L=7%5;
A=0.03;

¥ = B}
2xPi

kb = £
L

H=10.5;

Log[i0«L f A]

—
Log[v]

Print["Humero di toni R Y |

M = IntegerPart |

1]:

Er =4

kt = v er »k;

Hv = Table[k0«v* ™, {i, 1, M}]:
Pi

ﬂi:—:
6

Pi
i:TahlE[T_, {n, 1, M}]:

For[n=1, n« 2»xint +2, n++, af[0][n] ={n-int - 1}];
For[j=1,3<H, j++, m=1;

Fur[i =0, 1<2+1int +1, 1++,;

For[f=1, £« (2xint + 1)’ + 1, f++,

a[jlim] = {h+i, a[j - 1]1[£]1}:

a[jl[m] = Flatten[a[31[m]11: m++]]]:

g=1;

engthla[H-1][h]]
Do[IE[ r > fhs[a[¥- 11[h]1[[r]111| <int + 1,
=1

H
alg] = a[M- 11[h]: mglg] = > algl[[111: g++], {h, (2~int + 1)"}]
i=1

HH=-qg-1;
Print["Humero di modi totali ", HH]
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Clear[p=, knx, kptx, kpz, kptz, 8=, fp, &=, flag, flagt, mp, mt];
mp = 0; mt =0;
Fur[i =1, i<HH+1, i++, kpx[i] =k«Sin[ed] + g[i].Hv:;

kpz[il = Y K -kpx[i]®: kp[il] = {kpx[i], kpz[i]l}:
kpx[i] kpx[i] 1:

k kt

kptx[i] =kt «5Sin[ps[i]]: kptz[i] =kt » Cos[ps[i]]:
If[Im[Bs[i]] == 0, mp++; B=sp[mp] = 8=[1]; flag[mp] =1];
Tfi[Im[ws[i]]l ==0, mt++; psp[mt] = e=s[i]: flagt[mt] =1i]:
If[kpx[i] #k«5in[&i], Ap[i] = 0, Ap[i] =El]]]

8s[i] = ArcSin|[

]: vs[il = RecSin|

Print["Humero di modi diffusi che si propagano ]

Print["Humero di modi trasmessi che =i propagano ", mt]

{‘H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H"H"H"H"H"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ"ﬂ"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ'
Procedura per il calcolo delle matrici
‘H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ'ﬂ"ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'}

Clear [QDm, UDpt, OHm, OHpt]:

Fur[i =1, 1i<-HA+1, 1++,;

Fur[j =1, J=-H+1, j++,

oom[i, 3] =

E I i]. &
P—— X[ woe[i]. ] «

H1
l_[ BESSElJ[q[i] [[n+1]] -daf31[[n+1]1].
n=l

Rekpz[i] v v "]

k . .
i, 31 ——— {(-1)™0), (_1)™DU] Exp [T v q[i]. F

opt[i, j] ]qgtz[i]{ ¥ = (-1} *p [ wg[i] - E] «
H1
nBesselJ[q[i][[n+ 111 -4[310In + 111, Axkptz[i] « ¥ ];
=l

o .. K -kpx[i] kpx[3] )

Mmfi, j] = oAl Exp[I +og[i]. ¥«

H-1
n Besseld[q[i][[n+ 111 -a[31[[n + 111, Arkpz[i] ~v"];
nl

. . .
kt” -kptx[i] kptx[i] (-1y™lil,

t[i, 1=
QHpt[i, 3] T

H-1
(-1)™H Exp[L+q[i]. %] + | [ Besseld[a[i1[[n + 111 -4[i1[[n+ 111,
n=l

Avkptz[i] »v]]]:
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Clear[QDp, QHp]: For[i =1, <mp+1, i++,
k
For[i=1,3«H0+1, J++, p[i, j]1 = —— »{
[=1 3 s d wz[flag[ill
—pymalEaalil] e 13y™0] Ry [T« g[£lag[i]]. E]
H-1

nBESSElJ[E[ﬂEH[i]] [[n+1]] -g[3]10[n+1]],
n=l

Arkpz[flag[i]] ,Y-H*n]:
QHp[i, 3] = (-1 L9, ¢ qymalil,
K - kpx[flag[i]] kpx[3]

kpz[flag[i]]®
H-1
Exp[Ivg[flag[i]]. ¥] « nBESSElJ[H[flﬂH[i]] C[[n+ 111 -gl310[n + 111,
n=0

Avkpz[flag[ill »v]]]:
Clear [QHtm, QDtm]; Fur[i =1,i=mb+1,i++, Fur[j =1, §J«<HH+1;, j++,
kt® —kptx[flagt[i]] kptx[i]

tm[i, 3] = Exp[I~g[flagt[i]]. %]«
QHtm[1i, ]] ptz[flagt[i] 12 wp[Irg[flagt[i]]. ]

H-1
l_[ Besseld[q[flagt [i11[[n+ 111 - g[31[[n + 111,
=l

Rvkptz[flagt[i]] »v"];

k
tm[i, 3] = E I f1 i]]. ¥
aptm[i, 3] ptz[flagt[il] ¥p [T ro[flagt[1]]. ¥] «

H-1
l_[ Besseld[gq[flagt [i11[[n+ 111 -g[F1[[n+ 111,
n=l

Axkptz[flagt[i]] «v""]]]:
{*xwwxlperazioni matriciali +«ww##ww)
Clear[Apl]; Apl - Table[Ap[i], {i, 1, HH}];
Clear [QDm1]; ODml - Table [QDm[i, 31, {i, 1, HH}, {j, 1, HH}]:
Clear [QDp1l]:
0Dpl = Table[QDp[i, 31, {i, 1. me}, {J, 1, HH}]:;
Clear[QDptl]: 0Dptl = Tahle[QDpt[i, 3], {i, 1, HH}, {3, 1, HH}]:
Clear [QHml]; OHml = Table [QMm[i, 3], {i. 1, HH}, {j,. 1, HH}]:
Clear [0Hpt1]; QHptl - Table[QWpt[i, j1, {i, 1, HA}, {j, 1, HH}];
Clear [QHp1]; QHpl = Table [QHp[i. 51, {i, 1. me}, {j., 1, HH}]:
Clear [QHtm1]; QHtml = Table[QHtm[i, 3], {i. 1, mt}, {3, 1, HH}];
Clear [QDtml]; ODtml - Table [QDtm[i, j1, {i, 1, mt}, {j, 1, HH1];
Clear [FF, MM, W&, W1, Bp, bpl;
FF = Inver=se [QHpt1]:
MM - FF.(QDpt1;
W1 = 0Dml + OHmd. MM;
W = Inverse [WW1]:
Bp = {0Hp1l.MM - ODp1) . WW.Ap1l;
bp = (QHtml. MM + QDtml). WW.Bp1;



{(#xwwrwCalcolo potenza diffusarswwwrwnnwnn)
Clear[pr, pt, ener];
< Cos[8sp[il]
. 2
pr = [ﬁhS[Bp[[ﬂ]] fr—_]:
§ Cos[éi]
{rvwwCalcolo potenza trasmessarrwwr)
S ) Cos[psplil]
pt = Ver wz',[nhs[hp[m]fw—. ]=
= Cos[Ei]
Print["Potenza diffu=a ", pr]
Print["Potenza trasmessa "pt]
Print["Somma delle potenze ", pt +pr]

Clear[E=s, BE]:

Sinf[k« L« {Sin[&] -Sin[&=p[i]]}]

m
1
BB - i11:
Z Nrpwryr (Sin[@] - Sin[@sp[i]]) »oelll

Es = Ih=[BB » Conjugate [BB]]:
pl= Plut[ll] »Log[10, Es], {&, -P1i /72, P1/2}), PlotPoint=s - 100,
Ixes0rigin— {-mf2, -30}, PlotStyle — {RGHColox [0, O, 1]},

AixesLabel = {"@", "dB "}, PlotRange —= {-30, 10},
B T T T T T o -
Ticks — {{—?; —? ; —?; o, ?.r ?.r ?}: ﬁ.‘l.ltl]]TIEltlE}]:



Appendice I1: Programma usato per il calcolo delle potenze e per i grafici dei
diagrammi di irradiazione nel caso monodimensionale con fissata precisione

Clear[a, int, M, h, HH, A, &, 8i, 85, 8=sp, o, L, b, H, kpx];
int = 3;
h=-int;
Print["Ordine di interazione ", int]
A=0.5;
_ 2rxPi

A
E0 =1;
L=7%5;
A=0.03;

¥ = B}
2xPi

kb = £
L

H=10.5;

Log[i0«L f A]

—
Log[v]

Print["Humero di toni R Y |

M = IntegerPart |

1]:

Er =4

kt = v er »k;

Hv = Table[k0«v* ™, {i, 1, M}]:
Pi

ﬂi:—:
6

Pi
i:TahlE[T_, {n, 1, M}]:

For[n=1, n« 2»xint +2, n++, af[0][n] ={n-int - 1}];
For[j=1,3<H, j++, m=1;

Fur[i =0, 1<2+1int +1, 1++,;

For[f=1, £« (2xint + 1)’ + 1, f++,

a[jlim] = {h+i, a[j - 1]1[£]1}:

a[jl[m] = Flatten[a[31[m]11: m++]]]:

g=1;

engthla[H-1][h]]
Do[IE[ r > fhs[a[¥- 11[h]1[[r]111| <int + 1,
=1

H
alg] = a[M- 11[h]: mglg] = > algl[[111: g++], {h, (2~int + 1)"}]
i=1

HH=-qg-1;
Print["Humero di modi totali ", HH]
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Clear[p=, knx, kptx, kpz, kptz, 8=, fp, &=, flag, flagt, mp, mt];
mp = 0; mt =0;
Fur[i =1, i<HH+1, i++, kpx[i] =k«Sin[ed] + g[i].Hv:;

kpz[il = Y K -kpx[i]®: kp[il] = {kpx[i], kpz[i]l}:
kpx[i] kpx[i] 1:

k kt

kptx[i] =kt «5Sin[ps[i]]: kptz[i] =kt » Cos[ps[i]]:
If[Im[Bs[i]] == 0, mp++; B=sp[mp] = 8=[1]; flag[mp] =1];
Tfi[Im[ws[i]]l ==0, mt++; psp[mt] = e=s[i]: flagt[mt] =1i]:
If[kpx[i] #k«5in[&i], Ap[i] = 0, Ap[i] =El]]]

8s[i] = ArcSin|[

]: vs[il = RecSin|

Print["Humero di modi diffusi che si propagano ]

Print["Humero di modi trasmessi che =i propagano ", mt]

{‘H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ'
Procedura per il calcolo delle matrici
‘H"H"H’ﬂ"ﬂ'ﬂ'ﬂ"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ"ﬂ"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ"H"H"H"H"H"H"H"H"H"H"H"H’ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ"ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'ﬂ'}

Clear [(Dm, QDpt, OHm, QHpt]:

Fur[i =1, 1i<-HA+1, 1++,;

Fur[j =1, 3J-HT+1, J++,
m[i: j] =

SetPrecisiun[ Exp[I~g[i]-F] ~

z[i]
H-1
l_[ Besseld[q[i1[[n+ 111 - g[311[[n + 111,
n=l

Rxkpz[il vy ], 20];
0bpt[i, j]-=
SetPrecisiun[ﬁ -1y 03 1y D B [T v g[i]. E] »

H-1
nBesselJ[q[i][[n+ 111 -a[31[[n + 111, Avkptz[i] 1qr,_,_:ﬂm-l] , 20]:
n=l

z . }

QHn[i, 31 - SetPrecision[ X~ XOVIXD by iy m

kpz[1]*

H
nBesselJ[q[i][[n+ 111 -g[1[[n + 111, Ankpz[i] wv‘Hﬂ‘]; 20]:
=

. ) .
kt” -kptx[i] kptx[j] (-1y™lil,

QHpt[i, 3] = SetPrecision| ktz[i]?
211

H-1

(-1)™ 1 Exp[L+q[i]. %] + | [ Besseld[q[i1[[n + 111 -4[i1[[n+ 111,
n=l

Rekptz[i] «v"], 20]]]:



Clear [0Dp, OHp]: Fur[i =1, i-=mp+1,1i++,

k
——
kpez[flayg[il]
_pymalEaalil] e 13y™0] By [T« g[£lag[i]]. E]

H-1

l_[ Besseld[q[flag[i11[[n+ 111 -g[31[[n + 111,
n=l

Arkpz[flag[il] » v ™"];
QHp[i, 3] = (-1, ¢ qymalil,
¥ - kpx[flag[il] kpx[3]
kpz[flag[il]®

Fur[j =1,J<HA+1, j++, 0Dp[i, j] =

H-1

Exp[Tr~uglflagl[i]]. ] « nBBSSEIJ[H[ﬂﬂH[i]] [[n+1]]-g[31[[n+1]]1,

n=l
Avkpz[flag[il]l »v""], 20]]]:
Clear [QHtm, QDtm]; For[i =1, i <mt+1, i++, For[i=1,J<HH+1, J++,
OHtm[i, 3] =
kt® - kptx[flagt [i]] kptx[3]

SetPrecisiun[ Yptz[flagt [1112 Exp[I~gq[flagt[i]]. ¥] «

H-1
l_[ Besseld[g[flagt [i]11[[n+ 111 -g[31[[n + 111,
n=l

Axkptz[flagt[i]] «v™], 20]:

optmfi, 3] = SetPrecisiun[ ]q;ltz[fl];gt[i]] Exp[I~g[flagt[i]]. E] ~

H-1
l_[ Besseld[q[flagt [i11[[n+ 111 - g[31[[n + 111,
n=l

Avkptz[flagt[il]«v ], 20]]]:
{rrxwwwlperazioni matriciali wwwww)
Clear[fipl]: fipl =Table[Ap[i], fi, 1, HH}]:
Clear [QDml]; 0Dml = Table[QDm[i, 3], {1i. 1, HH}, {j. 1, HH}];
Clear [QDp1l]:
0Ppl = Table[QDp[i, 31, {i, 1, me}, {3, 1, HH}];
Clear[QDptl1]: ODptl = Table[QDpt[i, 31, {i., 1, HH}, {3, 1, HH}]:
Clear [QHml]; OHml = Table [QWm[i, 3], {1, 1, HH}, {j, 1, HH}];
Clear [QHpt1]: OHptl = Table[QWpt[i, 31, {i., 1, HH}, {3, 1, HH}];
Clear [0Wp1]; (Mpl = Table[QWp[i, 3], {i, 1, m}, {j, 1, HH}]:
Clear [QHtm1]: OHtml = Table[QHtm[i, 3], {i, 1, mt}, {3, 1, HH}];
Clear [QDtml]; QDtml = Table[QDtm[i, 3], {i. 1, mt}, {3, 1. HH}];
Clear[FF, MM, Wi, Wifl, Bp, bp]:
FF = Inverse [QHpt1];
MM = FF.QDpt1;
Wil = ODmd + QFmd. MM:
W = Inver=se [WW1]:
Bp = (QHpl.MM - QDpl).WW.0pl;
bp = {(QHEtm1. MM + ODEml) . ¥WW. hpl;
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{(#xwwrwCalcolo potenza diffusarswwwrwnnwnn)
Clear[pr, pt, ener];
< Cos[8sp[il]
. 2
pr = [ﬁhS[Bp[[ﬂ]] fr—_]:
§ Cos[éi]
{rvwwCalcolo potenza trasmessarrwwr)
S ) Cos[psplil]
pt = Ver wz',[nhs[hp[m]fw—. ]=
= Cos[Ei]
Print["Potenza diffu=a ", pr]
Print["Potenza trasmessa "pt]
Print["Somma delle potenze ", pt +pr]

Clear[E=s, BE]:

Sinf[k« L« {Sin[&] -Sin[&=p[i]]}]

m
1
BB - i11:
Z Nrpwryr (Sin[@] - Sin[@sp[i]]) »oelll

Es = Ih=[BB » Conjugate [BB]]:
pl= Plut[ll] »Log[10, Es], {&, -P1i /72, P1/2}), PlotPoint=s - 100,
Ixes0rigin— {-mf2, -30}, PlotStyle — {RGHColox [0, O, 1]},

AixesLabel = {"@", "dB "}, PlotRange —= {-30, 10},
B T T T T T o -
Ticks — {{—?; —? ; —?; o, ?.r ?.r ?}: ﬁ.‘l.ltl]]TIEltlE}]:

88



Appendice | V: Programma per la generazione di una WM monodiomensionale

Clear

M=15;
H=10.7;
a=0.03;
A=0.5;
ky=2+PifL;
L =5;

5= &

v = Table [Random[Real, {0, 2 «7}], {i, M}];

H-1
z = ans“’“*ﬂwsn[kgws’“wx+qo[[m+1]]] :
m=0

Plot[z, {x, -3, 3}, foresLabel — {"Bealizzazione di una W monodimensionale" }]

Appendice V: Programma per la generazione di una WM bidimensionale

Clear

M=20;

H=0.7;

a=0.023;

k=2n~m/f0;

s=ef2;

¢ = Tahle [Random[Real, {0, 2~w}], {i, M}]1;
¢ = Tahle [Random[Real, {0, 2~w}], {i, M}]1;

H-1
E= Zawsﬂ*ﬂwﬁin[kwsmw (x+Cos[¢[[m+111] + ¥wSin[¢[[m+ 111713 + o[[m+ 1117 ;
m=

PlotiD[z, {x, -2.5, 2.5}, {y, -2.56, 2.5}, AxesLabel — {"X[m]", "Y[m]", "z{x.¥"},
PlotPointz — 100, Mesh — Fal=e, PlotRange — {-5, 5]
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