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Introduzione

“Calcolo esatto per cominciare a conoscere tutte le cose esistenti e tutti i
segreti oscuri e misteriosi. ”

- Ahmes, 1600 a.C.

Il punto di partenza di questa tesi sono alcune lezioni di Laboratorio di
Applicazioni dell’Algebra tenuto nel 2011 ed un pre-print del prof. Umberto
Cerruti [8] che ho di utilizzato per approfondire diversi argomenti inerenti la
teoria dei codici correttori che hanno suscitato il mio interesse e la mia curiosita.
I principali che propongo in questa tesi sono:

capitolo 1

capitolo 2

capitolo 3

Scomposizione dell’algebra R, 5 = Flz] / (27 — 1) in un prodotto di cam-
pi: attraverso lo studio della fattorizzazione di " — 1 tramite un gruppo
isomorfo al gruppo di Galois Gal(F(£),F)) che agisce sul gruppo generato
da z in R, arriviamo a costruire una nuova algebra sui fattori irriducibili
del polinomio x” — 1. Ricordando che per M) (z) fattore irriducibile di
z" — 1, ogni quoziente

7 s

€ un campo, costruiamo la nuova algebra come il prodotto di tali campi.
Questa ¢ ancora isomorfa a R, r e I'isomorfismo cosi creato viene definito
trasformata di Winograd.

Sempre nel capitolo 1 dimostriamo una formula basata sul teorema di
Burnside per determinare la cardinalita dell’insieme dei fattori irriducibili
MO (z).

Studio degli ideali e degli idempotenti di R, : a partire da questo punto
proseguiamo considerando solo i campi finiti per orientare la direzione sulle
applicazioni alla teoria dei codici correttori. Dopo la definizione di alcuni
operatori su R, , presentiamo uno studio sugli ideali e sugli idempotenti
che giocano un ruolo fondamentale nella teoria dei codici correttori. Data
la semplicita degli ideali e degli idempotenti di un campo, questo studio
non avviene direttamente su ‘R, , ma sulla scomposizione in campi ricavata
nel capitolo precedente.

Trasformata di Winograd come trasformazione lineare fra R, , ed il pro-
dotto di campi in cui si scompone: approfondiamo la definizione di tra-
sformata di Winograd ricavando la matrice associata alla trasformazione



e la matrice inversa e presentiamo alcune delle sue proprieta piu rilevanti
per gli scopi della tesi. Per poter definire la matrice di trasformazione
in modo piu semplice partiamo dalla definizione di una ulteriore algebra,
che chiamiamo algebra dei vettori circolanti concatenati. Questa
continua ad essere un’algebra isomorfa a quelle gia proposte e mantiene la
struttura di prodotto di campi, ma con una forma piu efficace per parlare
di matrici di trasformazioni. Anche in questo capitolo i vari sviluppi della
teoria sono accompagnati da esempi numerici.

capitoli 4 e 5 Introduzione alla teoria dei codici correttori: in questo interludio presen-
tiamo la teoria dei codici correttori dalle basi, per arrivare a definire i codici
lineari, i codici ciclici ed i codici BCH. Nel corso del capitolo utilizziamo
la maggior parte dei risultati ottenuti nei capitoli 1 e 2 e prepariamo il
terreno per poter presentare le applicazioni della trasformata di Winograd
ai codici correttori, scopo della tesi.

capitolo 6 Applicazioni dello studio di R, , e della trasformata di Winograd alla
teoria dei codici correttori: come prima applicazione vediamo che una
scelta di blocchi della trasformata di Winograd definisce una matrice che
puo essere usata come matrice di controllo o come matrice generatrice
di determinati codici correttori. La seconda applicazione ¢ un sistema
per codificare e decodificare un messaggio che permette di diminuire la
quantita di informazione per inviare un messaggio codificato, individuando
in ogni parola alcuni sottovettori che non non contengono informazioni
rilevanti.

Originariamente la trasformata di Winograd ¢ stata scoperta come strumento
per diminuire la complessita computazionale del prodotto di convoluzione e come
alternativa alla trasformata di Fourier discreta.

E stata presentata per la prima volta nell’articolo On Computing the Discrete
Fourier Transform [31] di Shmuel Winograd.

In questa ricerca ho omesso i collegamenti fra la trasformata di Winograd e
la Trasformata di Fourier, ho omesso le implicazioni con la teoria dei codici
spettrale e non ho parlato di una applicazione della trasformata di Winograd
alla teoria dei codici correttori scoperta da Miller, Truong e Reed presentata nel
1980 con larticolo Efficient Program for decoding the (255,223) Reed-Solomon
Code over GF(2%) [22].

Ho invece considerato la trasformata di Winograd come una trasformazione
lineare fra due spazi vettoriali, esaminando due applicazioni ai codici ciclici.
Le fonti principali, oltre al gia citato articolo del relatore della tesi, sono Theory
and Practice of Error Control Codes, di Richard E. Blahut [4] ed Algebra e
teoria dei codici correttori di Luigia Berardi [2].
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Capitolo 0

Quattro algebre isomorfe

Il tema principale della prima parte della tesi riguarda lo studio di alcune strut-
ture algebriche e delle trasformazioni che si possono definire fra loro. In questo
capitolo vediamo la struttura algebrica dei polinomi modulo " — 1, delle ma-
trici circolanti, dei vettori circolanti e delle combinazioni lineari di elementi nel
gruppo ciclico C). definite sul campo F. Lo scopo di questo capitolo & dimostrare
che le algebre sopra elencate sono fra di loro isomorfe.

F Y
A o -y —————FC,
(> V3
c 7/}1 c
r,F r,F

Nel prossimo capitolo amplieremo il diagramma rappresentando Flz] / (z" — 1)

come prodotto di campi tramite la fattorizzazione di «” — 1.

0.1 Strutture algebriche

Algebra delle matrici circolanti

Una matrice quadrata e detta circolante se, fissata la prima riga, ogni riga
successiva e il risultato di una permutazione ciclica di un posto verso destra
della riga precedente.

(7)) al . Ar_1
Ar_1 Aagp ... Ayp_2
C =
aq as ... an

L’insieme delle matrici circolanti r x r a coefficienti nel campo F ¢ indicato con
M 5 e la permutazione ciclica ¢ chiamata shift.
s

1



0.Quattro algebre isomorfe

Definizione 0.1.1. Sia A matrice r X r i cui elementi in F sono indicati con
(A)i; = a;j. A é detta matrice circolante se a; ; = ap,; quando

j—i=l—k modr

Sia a € F" wvettore corrispondente alla prima riga di una matrice circolan-
te, allora a prende il nome di vettore circolante e la matrice circolante
completamente determinata da tale vettore viene indicata con circ(a).

Possiamo considerare le matrici circolanti con la struttura algebrica ereditata
dalle matrici quadrate a coefficienti in F, quindi M{  ha struttura di spazio
vettoriale di dimensione r su F essendo chiusa per la somma ed il prodotto
scalare.

Ciascuna delle strutture algebriche presentate in questo capitolo possiede un
elemento particolare detto shifter. Lo shifter delle matrici circolanti & definito
da s, come:

0 1 0 0
0 0 1 0
_ . (5.)i 5 = 1 i=57+1 modr
Sr = Do : 5r)ed =\ 0 altrimenti
0 0 0 ... 1
1 0 0 ... O
Osserviamo che s, = cire((0,1,0,...,0)) e che linsieme delle potenze di s,

forma un gruppo ciclico di ordine r.
Ad esempio per r = 3 si ha

01 0 00 1 1 00
s3=1 0 0 1 s2=|1 1 0 0 ss=1 010
100 01 0 00 1

Quindi ogni matrice circolante e esprimibile come combinazione lineare degli
elementi del gruppo delle potenze di s,: indicata con M la generica matrice

circolante, M = circ(a), dove a = (ag, a1, ..., a,_1), allora
1 -1
M =aps, +a18, + -+ ar_18,

1 —1
=aol, +a1s, +- -+ ar_1s,

Possiamo vedere ogni matrice circolante come un polinomio a coefficienti in F
la cui indeterminata ¢ s,

r—1

Mg ={D_a;si | a; € F}

=0

Alla somma ed al prodotto scalare ereditati dalla struttura matriciale, aggiun-
giamo il prodotto fra matrici circolanti, che risulta ben definito e compatibile
con il prodotto scalare dalla possibilita di esprimere ogni matrice circolante co-
me un polinomio ad indeterminate appartenenti ad un gruppo ciclico. Quindi
M?]F ha la struttura di algebra.



0.Quattro algebre isomorfe

Algebra dei vettori circolanti

Dato lo spazio vettoriale r-dimensionale sul campo F, i cui elementi vettoriali
hanno convenzionalmente i pedici numerati da 0 ad r — 1, vogliamo definire un
prodotto che ne determini la struttura di algebra. Indichiamo con (a); = a;
I’elemento dell’i-esimo posto nel vettore, allora per a, b vettori, definiamo il
vettore a x b, i cui elementi sono determinati dalla sommatoria

(a*b)i = Z ajb,-_j Vi € Z,
JE€Ly

che chiameremo prodotto di convoluzione di a per b. Possiamo anche defi-
nirlo come il prodotto del vettore a per la matrice circolante definita da b. Ad
esempio per r = 3

bo b1 be
a*b:(ao a; ag ) b2 bo bl
b1 b2 b
In questa struttura lo shifter ¢ dato dal vettore (0,1,0,...,0), infatti si verifica

immediatamente che
ax(0,1,0,...,0) =(0,1,0,...,0)xa = (ar-1,a0,.-.,0r—2)

Possiamo verificare che con il prodotto di convoluzione I'insieme dei vettori non
nulli formano un semigruppo, quindi I'insieme V¢ ¢ un’algebra detta algebra
dei vettori circolanti.

Algebra FC,

Consideriamo la struttura definita sul gruppo ciclico di ordine r generato da g,
indicato con C, =< g >, su quale agisce il campo F. Si tratta dell’algebra i
cui elementi sono i polinomi di grado inferiore ad r e la cui indeterminata ¢ il
generatore del gruppo ciclico.

FC, = {ap + a1g + asg* + -+ + a,_19" " | a; € F}

Osserviamo che, rappresentando i polinomi come vettori i cui termini sono i coef-
ficienti delle indeterminate ordinati, la struttura introdotta puo essere scritta
come

FC, = {(ao,a1,...,ar-1) | a; € F}
Lo shifter dell’algebra FC,. & dato dal prodotto per g, infatti

glao + arg+ azg® + -+ ar_19" ") = apg + a19” + azg® + - - + ar_1g”
= a1 +aog+arg’ 4+ arag"!
E’ noto che la struttura FC,. con il prodotto scalare, la somma ed il prodotto
usuale & un’algebral.
Nei prossimi capitoli I'algebra FC, sara indicato con A, o con A quando
non ci sono ambiguita su r ed F.

LAd esempio in [14] pag 408.



0.Quattro algebre isomorfe

Algebra dei polinomi modulo z" — 1

Dato il campo F definiamo il campo campo quoziente

R, F ;:F[x]/mr_lz {ag + a1z + agz® +-- -+ a,_12" | a; € F}

)

i cui elementi sono polinomi di grado inferiore ad r e la cui indeterminata
soddisfa la relazione

" =1

Moltiplicando ambo i membri della relazione precedente per x risulta evidente
che 'insieme delle potenze dell’indeterminata e isomorfa al gruppo ciclico di
ordine r. La struttura e un’algebra per I'usuale somma e prodotto di polinomi
modulo z" — 1.

Nella prossima sezione vedremo gli isomorfismi fra le algebre appena in-
trodotte. Quando non ci saranno ambiguita su r ed F, 'algebra dei polinomi
modulo " — 1 sara indicata con R.

0.2 Isomorfismi
In questa sezione dimostriamo che ogni freccia del diagramma presentato all’ini-
zio del capitolo & un isomorfismo di algebre, cominciando con il seguente lemma

la cui verifica ¢ immediata:

Lemma 0.2.1. Ciascuna delle strutture algebriche presentate nel paragrafo
precedente € isomorfa come spazio vettoriale ad F".

Inoltre ogni omomorfismo di algebre v; &€ completamente determinato dall’im-
magine dello shifter. Quindi e sufficiente dimostrare che sono omomorfismi per
il prodotto affinché risultino isomorfismi di algebre.

Proprieta 0.2.1. La funzione

Y1:Vip — Mg
(0,1,0,...,0) —> circe(0,1,0,...,0) = s,

e un isomorfismo di algebre.

Dimostrazione. Siano a e b elementi di Vi p. L'immagine del loro prodotto
tramite 11 € definita come

lﬂl(a*b) = ’(/)1(2 ajb_j, Z a]‘bl_j,. ey Z ajbr_l_j)

JELr JELy JELy
= circ( E a;b_j, g a;bi_j,..., E a;br_1-;)
JELy JELy JELy
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Da cui segue che

ez, Gib—i Dz aibi—i oo ez, Qibr-1-j
Dien Qibp_1—; Do ip aib_; oo > ajbr_o_
Vr(axb) = JEL, :J j jez, ¥j0—j = :J j
ez, @ibi—j  Yicp azbao; .. Yicg ajbj
Qg a ... Ar_1 bo b1 N b'r—l
Ar_1 Qo ... Ap_2 br—l bo .o br_g
a1 as ... ap bl bg N bo
= circ(a)cire(b)
= ¥1(a)y1(b)

Quindi le algebre V¢, e MY sono isomorfe.

Proprieta 0.2.2. La funzione

1/12 . IB‘[':l:]/(‘,ﬂr _ 1) — Vi]p
z+— (0,1,0,...,0)

e un isomorfismo di algebre.

Dimostrazione. Siano a(z) =3, 7 ajz’ e b(x) = > ez, bjz’ elementi di R, .
Esaminiamo I'immagine del loro prodotto

dala(@)b(z)) = alao( D bja’) + arx( D bjad) + .. ap_12" () bja))

JELr JE€Ly JELy

come visto nella sezione precedente, moltiplicare un polinomio di R,y per z*
equivale ad effettuare uno shift sui suoi coefficienti di k& posti verso destra.

Quindi

daa(@)b(x)) = dalao( Y baw?) +ar(D_ bjpaa?) +...ar 1 (Y bjgr_127))

JELy JELy JELy
= Po( Y agbj+ () agbi e+ + (D aby )2 )
JELy JE€Ly JE€Ly
= 1a(a(z)) * 2 (b(z))
Quindi le algebre R,z e V;  sono isomorfe. O

Ad esempio per r = 3, rappresentando i polinomi di R3r come vettori

a(x) =ag+a1x + a2$2 = (G/O, ai, GQ)
b(x) = by + brx 4 bax? = (bo, by, ba)
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si pud considerare il prodotto convolutivo di 1¥s(a(x)) per ¥o(b(x)) come

by b1 be
Ua(a(@)) x¢2(b(@)) = (a0 a1 ax )| b2 bo b
b1 by b

= (apbo + a1b2 + asby, aghy + a1bg + azba, agbs + a1by + azby)

= tha(agby + arbs 4 asby + (agby + arby + asbo)x + (agbs + a1by + asbg)x?)

= a((ap + arx + a29€2)(bo + bz + 52362))

— s(a(@)b(x))

Proseguiamo nel dimostrare che 13 e ¥4 sono isomorfismi di algebre.
Proprieta 0.2.3. La funzione

Y3 : FC, — Mip
gr— 5S¢

e un isomorfismo di algebre.

Dimostrazione. Siano a, b elementi del algebra FC,. della forma

a=ao+ag+asg’+---+a,19"""

b=by+big+bag®+ - +br_1g""

Allora 'immagine del loro prodotto tramite i3 & data da

Us(ab) = ds3( D ab i+ (D ajbij)g+-+ (D abr15)g")

JELy JELy JELy
=cire(Y ajb_j+ (Y ajbig)g+-+ (Y ab1-;)9"")
JELy JELy JELy
= circ(ag, a1, as, . .., ap—1)circ(bo, b1, ba, ..., br_1)
= ¥3(a)ys(b)
Quindi le algebre FC, e M sono isomorfe. O

Proprieta 0.2.4. La funzione
CFlz F
1,[14 : [ ]/({ET 1) — Cr

rT—g
e un isomorfismo di algebre.

Dimostrazione. Siano a(x) =37 ajz! e b(z) = > ez, bjz! elementi di R, p.
Esaminiamo allora I'immagine del loro prodotto tramite 1,:

Pa(a(x)b(z)) = 1/)4((10(2 bjx?) + ax( Z bjz?) + ... ap_12" Z bjx’))

jez. JEL, jez.
= Yalao( Y bja?) + ar(Y bjaa?) +..ap (D bjyraa?))
JELy JELy JELy
=Y aib i+ (D agbi g+ (Y ajba)g
i€z, €L, jez,
= tha(a(z))iha(b(z))
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Abbiamo quindi quattro algebre isomorfe ciascuna delle quali possiede un
elemento particolare, che genera il gruppo su cui le algebre sono definite e il
cui prodotto con uno degli elementi della sua algebra € uno shift dei coefficienti
sugli elementi della base.

Strutture ‘ - F ¢r FC, R.p
Shifter ‘ (0,1,0,...,0) Sn g T

Per r ed F generici R, r non ¢ un campo, quindi non tutti i suoi elementi pos-
siedono inverso. E possibile scomporre tale struttura in un prodotto di campi?
Affrontiamo il problema nel prossimo capitolo.
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Capitolo 1

Fattorizzazione di " — 1

Possiamo ampliare il diagramma del capitolo precedente con altre due struttu-
re algebriche definite dalla fattorizzazione dell’algebra R, in un prodotto di
campi:

L/ o )

o Y
Hv ]F(gv) #F[.ﬂ/(wr _ 1) 1/)4 FCT
o V3
c wl c
r,F r,F

Per questo scopo € necessario fattorizzare z” — 1 nel prodotto di polinomi irri-
ducibili su F. Proponiamo inizialmente tre esempi sui quali sara articolata la
teoria:

Esempio 1.0.1. Per F=Q ed r =6 allora

Req = Q['r]/(xb —1)

ed % — 1 si scompone nel prodotto dei polinomi ciclotomici irriducibili:

2% — 1 =[] Pa(z) = 01(2)Pa(x) B3 (2) ()
d|r

P —1l=@-D(z+D@*+r+1)(2*—2-1)

1Vedere ricerca dei polinomi minimi sui campi finiti in appendice.



1.Fattorizzazione di x" — 1

In conseguenza del fatto che ci sono radici seste dell’unita distinte aventi lo
stesso polinomio minimo, il polinomio x% — 1 non si scompone esclusivamente
in polinomi di primo grado. Sia & radice primitiva sesta:

€ =1 ¢ radice di x — 1.

& = —1 ¢ radice di x + 1.

€2,&8 sono radici di x® + x + 1.

&L, €8 sono radici di x* —x — 1.

Osserivamo che le radici di uno stesso polinomio ciclotomico espresse come
potenze della radice primitiva sesta & hanno esponenti raggruppati nelle orbite
dell’azione di Z§ su Zg:

0(0) = {0}.

0(1) ={1,5}.

0(2) = {2,4}.

0(3) = {3}.

Questo fatto sara dimostrato in generale mel corso del capitolo, cosi come si
dimostrera che esiste un isomorfismo fra Req ed il prodotto dei quozienti sui
singoli polinomi:

0l /o = QM/Hd\T Bule) HQ[x]/%(x)

Dato che i polinomi ciclotomici sono irriducibili, © fattori in cui si scompone
Re,0 sono campi.

Esempio 1.0.2. Se scegliamo invece il campo finito, F = Zs = GF(2) campo
di Galois di ordine 2, ed r =9 allora

R9722 = Z2[x]/(5179 — 1)

ed z° — 1 si scompone nel prodotto di polinomi irriducibili:
2 —1 =M () MD () MO (z)
= (-1 +23 + D)2+ +1)

Sia &9 radice primitiva nona:

€Y =1 ¢ radice di M) (z) =2 — 1.

€5, €2,64,¢68,¢5 €5 sono radici di MM (z) = 28 4+ 2% + 1.

3,8 sono radici di M) (z) = 2%+ + 1.

In questo caso, gli esponenti di &y che soddisfano lo stesso polinomio ciclotomico
sono raggruppate nelle orbite dell’azione di Z§ su Zg:

0(0) = {0}.

0(1)=1{1,2,4,8,7,5}.

0(3) = {3,6}.

e vale l'isomorfismo

Pl o 2 T1 U po

v=0,1,3

I polinomi M ®) (z) della fattorizzazione dell’esempio precedente coincidono
con i polinomi ciclotomici definiti dalla fattorizzazione di 2 — 1 nel campo dei
razionali. Possiamo scrivere impropriamente

MO(z) = @1(z)  MY(x)=do(x) MO (2) = ds()

10



1.Fattorizzazione di x™ — 1

quindi abbiamo la stessa fattorizzazione che si avrebbe avuto scegliendo F = Q
anziché F = Z,.

Questo non accade in generale; ad esempio per la fattorizzazione 7 — 1, dove
i polinomi della fattorizzazione sul campo finito sono di piu di quelli nel caso
della fattorizzazione sui razionali.

Esempio 1.0.3. Sia F =Q ed r =7 allora
" —1 =& (z)Pr(x)
=(@z-1D)Ea+25+2t+ 22+ 22+ +1)

Sia &7 radice primitiva settimas:

f? =1 ¢é radice di x — 1.

& ¢ radice di Pr(x) per j=1,...,6.

Come prima gli esponenti delle radici primitive settime che soddisfano lo stesso
polinomio ciclotomico sono raggruppate nelle orbite dell’azione di Z5 su Zy:
0(0) = {0}.

0(1)=1{1,2,3,4,5,6}.

Mentre se fattorizziamo 7 — 1 sul campo F = Zo, otteniamo il prodotto

2" =1 =M @) M ()M (z)
=@-1)@*+z+ 1)@ +22+1)

Le radici primitive settime si distribuiscono nel modo segquente:

€9 =1 ¢ radice di MO (z) =z — 1.

€1,e2.¢2 sono radici di MM (z) = 2 + 2 + 1.

€2,82. ¢} sono radici di M©®) (z) = 23 + 22 + 1.

A differenza del caso sui razionali gli esponenti delle radici primitive settime che
soddisfano lo stesso polinomio irriducibile della fattorizzazione sono raggruppate
nelle orbite dell’azione di un sottogruppo di Z% (precisamente quello costituito
dagli elementi che coincidono con gli elementi dell’orbita O(1)), su Zz:

0(0) = {0}.

0(1) =11, 2,4}.

0(3) ={3,5,6}.

Quindi R~ g si scompone nel prodotto di due campi,

W/ 1y =W g 0y < W 0

mentre Ry z, si scompone in tre campi.

ZQ[$]/($7 3 1) o ZQ[QT]/M(O) (x) X ZQ[x]/M(l)(Z‘) X Z2[-T]/M(3)(x)

E interessante notare come le algebre R, r si decompongono in campi, in mo-
do simile a come gli interi si fattorizzano in numeri primi. A determinare la
decomposizione in campi e la fattorizzazione del polinomio " — 1 alla quale &
dedicato questo capitolo.

1.1 Classi ciclotomiche

Scopo del paragrafo ¢ scomporre il polinomio 2™ — 1 in un prodotto di polinomi
minimi. Esaminiamo il caso generale per poi proseguire nel caso in cui 2" — 1

11



1.Fattorizzazione di x" — 1

¢ definito sul campo dei razionali e sui campi finiti. Ricordiamo inizialmente la

definizione di polinomio minimo e dimostriamo la sua irriducibilita mediante il

seguente lemma?.

Lemma 1.1.1. Sia F campo perfetto, £ radice (non necessariamente primitiva!)
r-esima dell’unita, F(§) estensione di F e sia ve 'omomorfismo di valutazione:

ve : Fla] — F[¢]
F(z) — ()

Allora valgono le sequenti proprieta:

1. ker(ve) = (p(z)) dove p(x) é un polinomio irriducibile monico detto po-
linomio minimo di £ su F.

2. Sia f(x) € Flz] allora f(§) =0 < p(z) | f(x).

3. F[¢] = F(&) ed inoltre vale lisomorfismo

F©) ="/

4. Sedeg(p(x)) = m allora [F(§) : F] = m ed F(€) ha come base {1,&,£2,... 6m~1}.
Dimostrazione. Dimostriamo i 4 punti separatamente:

1. Dal teorema fondamentale degli isomorfismi di anelli segue che

Flx] LS Fz] / ker(ve)

1%

Fi¢]

Quindi

Fle 2= "1 /e

Ma F[¢] & sottoanello del campo F(§) ed & quindi dominio di integrita.
Quindi lo e Fm/ker(vg) e da una nota proprietd ker(ve) € un ideale

primo. Quindi abbiamo che & generato da un polinomio irriducibile. Esiste
allora un polinomio monico p(z) (o riconducibile ad un polinomio monico
dividendo per il coefficiente direttivo) tale che ker(ve) = (p(z)).

2. Sia f(§) = 0 allora f(z) € ker(ve) e viceversa. Essendo ker(ve) = (p(x))
dal punto precedente, allora segue la tesi.

2Variante del teorema 6.1.16 pag. 314 [6].

12



1.Fattorizzazione di x™ — 1

3. Dall’irriducibilita di p(x) si ha che Fm/(p(x))
fondamentale degli isomorfismi di anelli segue che anche F[¢] & un campo.
Quindi F[¢] =F(¢) ed

¢ un campo e dal teorema

4. Sia m il grado di p(x), allora si dimostra che = = {1,£,&2,...,6m 1} @
una base di F[¢] = F(¢).
Linearmente indipendenti: sia

m—1
T — .
g a;& =0 aj €F
i=0
. 1 i . L :
esia f(z) = Y77, a;&/ polinomio associato alla combinazione lineare

precedente. Dato che f(z) si annulla in & allora appartiene al nucleo
dell’omomorfismo di valutazione ker(ve) ed € un quindi un multiplo di
p(z). Dato che la differenza fra il grado di p(z) ed il grado di f(z) ¢ 1
allora f(x) deve essere necessariamente il polinomio nullo.

Generatori: sia a € F(§) elemento generico allora esiste un polinomio f(x)
che calcolato in £ risulta valere a:

a= f(§) = ve(f(x))

Considerando la divisione di f(x) per p(z) si ottiene

f(@) = p(x)q(x) + r(z) 0 < deg(r(z)) < deg(p(x))

da cui, calcolando f(x) in &:

[ =0+r()=a
e quindi r(§) = a & una combinazione lineare ad elementi in F di E.
O

Osservazione 1.1.1. Se £ ¢ una radice primitiva r-esima dell’unita, allora
possiamo applicare il lemma 1.1.1 precedente ad £ con t € Z} ed ottenere cosi
Iestensione F(&') del campo F con base su F data da {1,£,€%, ... &m™ =1} per
my grado del polinomio minimo di £°.

Nella fattorizzazione di " — 1 possono esistere delle radici distinte aventi lo
stesso polinomio minimo, come affermato nel caso dei campi finiti dal seguente
lemma:

Lemma 1.1.2. Sia 3 elemento del campo finito F, di caratteristica p e di ordine
p" = q, allora B e BP hanno lo stesso polinomio minimo su F.
Dimostrazione. Sia a(x) = Z;'n:() ajz? il polinomio minimo di 3 allora

m

() = D087V = S (E = (Y ) =0

j=0 j=0 Jj=0



1.Fattorizzazione di x" — 1

Anche per i campi a caratteristica zero accade che radici distinte dell’unita ab-
biano lo stesso polinomio minimo. Per esempio in Q tutte le radici primitive
r-esime di ordine d, dove d | r, appartengono allo stesso polinomio ciclotomi-
co ®4(z) irriducibile3. Le radici distinte di un polinomio che hanno lo stesso
polinomio minimo nella sua fattorizzazione sono dette radici coniugate. Esi-
ste un modo per determinare quali sono le radici coniugate di un polinomio se
osserviamo che sono legate fra di loro dagli automorfismi del gruppo di Galois
dell’estensione che le contiene?.

Teorema 1.1.1. Sia F campo perfetto, & radice primitiva r-esima dell’unita,
Gal(F(¢),F), gruppo di Galois dell’estensione F(§) su F, allora

1. Per ogni ¢ € Gal(F(§),F), € e p(§) hanno lo stesso polinomio minimo.

2. Per ogni t € Z, e per ogni ¢ € Gal(F(£),TF), £ e (&) hanno lo stesso
polinomio minimo.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare il secondo punto, essendo il primo un
suo caso particolare per ¢t = 1.

. _ m ) ; . . . . . t
Sia a(z) = _j_o a;a’ polinomio minimo di £ allora

I
~
I
=3
<
I
o

O

Il teorema precedente ci fornisce tutte le informazioni utili per calcolare i

polinomi della fattorizzazione " — 1, svelando il rapporto che intercorre fra due
radici coniugate e due radici non coniugate.
Indicando con E(") = {& };;é il gruppo delle radici r-esime dell’unita, rifor-
muliamo nei prossimi due paragrafi, sul campo dei razionali e sui campi finiti,
il teorema precedente identificando il generico elemento &/ di E() con il suo
espor(le)nte j e ridefinendo Gal(F(£),F) come gruppo che agisce su Z, invece che
su B\,

1.1.1 1l gruppo Gal(Q(¢),Q))

Sia Gal(Q(&),Q)) per & radice primitiva r-esima dell’unita. L’estensione [Q(£), Q)
ha grado ¢(r) in conseguenza del fatto® che il grado dell’r-esimo polinomio ci-
clotomico ha come radici tutte le potenze £* per (r, k) = 1. Dal teorema 1.1.1
ogni elemento di Gal(Q(£),Q)) manda £ in un’altra radice di ®,.(x):

per ogni p € Gal(Q(£),Q)) esiste k intero, (k,r) =1 tale che p(£) = &*.
Viceversa per ogni k intero, (k,r) = 1 allora ’applicazione ¢;, che manda ¢ in
&% & un automorfismo.

Esiste quindi una corrispondenza fra il gruppo degli elementi invertibili di Z,, e

gli elementi di Gal(Q(&),Q)).

il

6] pag. 133 per una presentazione generale. [19] pag. 40 per lirriducibilita. Per ricavare
il d-esimo polinomio ciclotomico usando la formula di inversione di Moebius [27] pag. 198.
4Variante della proposizione 7.2.3 [6] pag. 349.
5[6] pag. 133.
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1.Fattorizzazione di x™ — 1

Teorema 1.1.2. Sia & radice primitiva r-esima dell’unita, allora la corrispon-
denza

V2 Ly — Gal(Q(),Q))
k— o1 Q(€) — Q(8)
£— pi(6) =€
e un isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. 1 & biunivoca considerando che la cardinalita dei due insiemi &
©(r) e dato che tutte le £¥ sono distinte per (r, k) = 1.

Si verifica che 1 € un omomorfismo di gruppi: siano ¢, j elementi di Z; tali che
ij =k mod r allora ;p; = ¢y, infatti

0ip; (§) = pi(&7) = €77 = £ = pi(€)
segue quindi
Zy = Gal(Q(§),Q))

O

Osserviamo che gli elementi o, del gruppo di Galois analizzati nel precedente
teorema, oltre ad agire sul sottogruppo moltiplicativo delle radici primitive r-
esime dell’'unita, possono anche agire su ogni altra radice r-esima. Sia &' radice
di ordine [, allora ¢x(&') manda ¢! in un’altra radice dello stesso polinomio
minimo di &
E dunque possibile concentrare 1’attenzione solo sugli esponenti degli elementi
di E0) = {¢ };;(1) = Z,, rappresentando I’azione delle ¢y, di Gal(Q(&),Q)) come
l’azione del gruppo Z; su Z, in virtu del teorema precedente.
Riassumendo, ’automorfismo

op B — B
& — pp(eh) = ¢
definisce I'azione di gruppi
Gal(Q(€),Q)) x B — BT
(or: &) — i () = &

che grazie all’isomorfismo di gruppi appena ricavato ed alla corrispondenza fra
gli elementi di E() e gli esponenti di & che lo definiscono, mantiene le stesse
caratteristiche di

2y X Ly — L
(k, 1) — Kl
Risulta quindi essere dimostrato il teorema:

Teorema 1.1.3. Due elementi I ed lo di Z, sono nella stessa orbita della
azione

7% X Ly — Ly
(k1) —> Kl

se e solo se £ e €2 hanno lo stesso polinomio minimo su Q.
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1.Fattorizzazione di x" — 1

Definizione 1.1.1. Le orbite dell’azione definita nel teorema precedente, cia-
scuna delle quali definisce l’insieme di potenze di & che soddisfano lo stesso po-
linomio minimo, sono dette classi ciclotomiche. Due elementi appartenenti
ad una stessa classe ciclotomica sono detti coniugati.

Negli esempi proposti all’inizio del capitolo, abbiamo osservato che il teo-
rema 1.1.3 non puo essere generalizzato per un campo qualsiasi, mantenendo
I'isomorfismo Gal(F(§),F) = Zf il quale si verifica nel caso specifico dei raziona-
li. Infatti passando da Q al campo Zs nell’esempio 1.0.3, il gruppo Gal(F(€),F),
da essere isomorfo a Z si restringe ad un suo sottogruppo.

Purtroppo neppure tutti i campi a caratteristica zero hanno corrispondente
gruppo di Galois isomorfo a Z7, come si verifica esplorando un caso sul campo
dei reali.

Esempio 1.1.1. Sia F =R, ed r generico:

Rrr = R[l‘}/(xr —1)

Sia € radice primitiva di " — 1, allora Gal(R(§),R)) = {¢1,9-1} e quindi
Cal(R(E), R)) = Z.

1.1.2 11 gruppo Gal(F,(¢),F,)

Nel caso finito, la prima informazione utile che si puo ottenere ¢ il campo di spez-
zamento del polinomio " — 1 che sara estensione di F,, ma prima di cominciare
la sua ricerca dobbiamo fare una

Osservazione 1.1.2. Sia F, = GF(q) campo di Galois di caratteristica p e di
ordine ¢ = p™. Ser e q non sono primi fra loro, cioé se esiste un d = (p,r) # 1
allora r = pp™ con (p,p) = 1. Il polinomio " — 1 puo essere scomposto come

n

2" —1=gf" 17" = (zF —1)P

quindi le radici di " — 1 coincidono con le radici di x” — 1 con molteplicita
p". Quindi per evitare casi ridondanti, da questo punto in poi della tesi p ed r
saranno sempre considerati coprims.

Il prossimo lemma determina il campo di spezzamento di z" — 1 ricordando
che il periodo di un elemento z di un gruppo X e il pitu piccolo intero positivo
t tale che 2t = 1x.

Lemma 1.1.3. Sia K campo di spezzamento di " — 1 in F,, allora il grado
dell’estensione di K su IF, coincide con il periodo di q in 7

Dimostrazione. Dato che K estende F, O [, la sua caratteristica ¢ p. Sia
m = [K: Fg], cioe

Fngpn :Fq qum :K
Allora, indicando con | - | la cardinalita di un insieme, si osserva che

1. |K*| = ¢™ — 1, dato che |K| = ¢"™ e K & un campo.
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1.Fattorizzazione di x™ — 1

2. B = {¢ € K* | & = 1} gruppo delle radici r-esime dell’unita &
sottogruppo moltiplicativo di K* ha cardinalita r.

Dato che I'ordine dei sottogruppi deve dividere ’ordine del gruppo che lo con-
tiene 6 allora

1B | K|
r|g¢g™—1

Quindi ¢™ =1 mod r: il periodo di ¢ in Z;, indicato con perz:(q) ¢ uguale ad
m, grado dell’estensione [K : F]. O

Esempio 1.1.2. Riprendendo l’esempio 1.0.3 , dove r =7 e F = Zy, il campo
di spezzamento di x7 — 1 ¢ Fo3, essendo 3 il periodo di 2 in Z%. Notiamo che il
grado dell’estensione € pari alla cardinalita dell’orbita dell’azione che contiene
1.

Sia £ radice primitiva r-esima dell’unita sul campo finito Fy, allora la corri-
spondenza

b1 ZE — Gal(F,(€),F,)
k— @i : Fq(§) — Fq(8)
¢ — pi(€) = ¢
come si puo verificare, non € una corrispondenza biunivoca per ogni valore di r

ediq” . Perod & possibile trovare un sottogruppo di Z} da sostituire al dominio
in modo che @ diventi un isomorfismo.

Teorema 1.1.4. Sia § radice primitiva r-esima dell’unita sul campo finito F,
allora esiste un sottogruppo di Z indicato con G tale che la corrispondenza

Y : G — Gal(Fy(§),F,)
k+— Ok
e un isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. Parte 1: analisi di Gal(Fy(€),F,). Sia ¢ € Gal(Fy(§),Fy),

@ Fq(§) — Fy(§)

& (&)
Dal teorema 1.1.1 & e ¢(&') devono avere lo stesso polinomio minimo, quindi
ogni elemento di Gal(F,(&),F,) permuta le radici dei polinomi minimi. Dal

lemma 1.1.3 precedente, il campo di spezzamento F,(§) di " — 1 su F, possiede
q"™ elementi per m = perz:(q). Inoltre®

‘Gal(Fq(§)>Fq>| = [Fq(f) : IFq] Zperz;(q) =m

Quindi il polinomio minimo di £ & di grado m—1 ed il sottogruppo di Z} cercato,
da mettere in corrispondenza con un sottogruppo di Gal(F,(§),F,) & di ordine

6Ad esempio [13] pag 43, [6] pag. 240.
7Si consideri ¢ =2 ed r = 7,15.
8[6] teorema 7.3.5 pag. 361.
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m.

Parte 2: esistenza ed unicita di G. Dato che il periodo di un elemento di un
gruppo deve dividere 'ordine del gruppo in cui & contenuto, esiste (ed & unico)
un sottogruppo di Z di ordine perz: (q) = m.

Parte 3: ¢ e un isomorfismo. Le informazioni note a questo punto della
dimostrazione sono:

e Esiste G sottogruppo di Z;.
e |G| =m periodo di ¢ in Z}.

e Se g € G allora ¢,(£') = €9 & ancora una radice del polinomio minimo di
& pert € Z,.

Si verifica che
P : G — Gal(Fy(§),Fy)
g Qg Fq(f) — Fq(g)
£ pg(Eh) =¢%

€ un isomorfismo:

L’iniettivita segue dal fatto che se ¥(g1) = ¥(g2) allora £9* = £92, cioe g1 = ¢
modulo r e quindi g1 = g».

La suriettivita € conseguenza del fatto che la cardinalita del dominio & uguale a
quella del codominio e dell’iniettivita.

E inoltre un omomorfismo di gruppi: siano g1, ge € G tali che

g192=k modr, (ke@G)
Allora

Co1Pg: (M) = g, (72) = 09192 = 0" = (n)
0

Riportiamo in un corollario una delle conseguenze della dimostrazione prece-
dente:

Corollario 1.1.1. La cardinalita di G coincide con m = perz:(q).

Analogamente a quanto visto nel caso razionale, segue che 'azione definita
da

Gal(F,(€),F,)) x B — BT
(or, ') — or(€l) = €™
puo essere vista come ’azione
G XLy — 7y
(9:0) — gl

semplicemente concentrandosi sugli esponenti delle radici r-esime dell’unita che
determinano univocamente gli elementi di E(").

Si puo quindi formulare un analogo del teorema 1.1.3 sui campi finiti, la cui
dimostrazione & conseguenza di quanto detto precedentemente:
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Teorema 1.1.5. Sia G definito come sopra. Due elementi ly ed ly di Z, sono
nella stessa orbita della azione

G XLy — Ly
(g,1) = gl

se e solo se £ e £ hanno lo stesso polinomio minimo su F.

In generale non ¢ banale trovare il gruppo G = Gal(F(§),F) come sottogrup-
po di Z}, ma da quanto visto in precedenza, sappiamo che

F=Q = G=17;
F=F, = GLZr |G| = m = perz:(q)

1.1.3 La fattorizzazione di 2" — 1

Questo paragrafo utilizza quanto visto fino ad ora con lo scopo di fattorizzare °

il polinomio z" —1, noto G < Z} isomorfo a Gal(F(¢),F). I fattori di 2" — 1 sono
polinomi minimi di radici r-esime coniugate i cui esponenti sono quindi nella
stessa orbita dell’azione di G su Z,. Fattorizzare " — 1 equivale a stabilire tali
orbite.

Completiamo la definizione di orbite gia data in 1.1.1, nel caso dei razionali, poi
dimostriamo il teorema di fattorizzazione di =" — 1.

Definizione 1.1.2. Sia t € Z, Gal(F(¢),F) = G < ZF, allora si definisce
(r,IF)-orbita di t linsieme

O,5(t)=0()={gt modr|geG}CZ,

Le (r,F)-orbite sono talvolta dette classi ciclotomiche o impropriamente laterali
ciclotomici. Il piu piccolo elemento di ogni orbita é detto etichetta dell’orbita.
Indichiamo con £,y = £ Uinsieme delle etichette, e indichiamo con l,y =1 =
|-Z| la sua cardinalita. Definiamo

myr(t) = m(t) = [0)]

la cardinalita dell’orbita di t, che coincide con il grado del polinomio minimo di
¢

Nei prossimi paragrafi capitera di considerare vettori, o prodotti di polinomi,
o di strutture algebriche i cui elementi (ordinati) hanno una corrispondenza con
le etichette contenute nell’insieme % (non ordinato). Per evitare confusione
sull’ordine degli elementi di tali vettori considereremo quando necessario gli
elementi di .Z ordinati in modo crescente.
La notazione

(fv)vei”

9Nel 1967 & stato pubblicato un algoritmo per fattorizzare un polinomio sui campi finti
detto algoritmo di Berkelamp[3]. Questo & ancora utilizzato nell’implementazione di alcuni
software, come ad esempio PARI/Gp, sebbene sia stato rimpiazzato nel 1981 dall’algoritmo
di Cantor-Zassenhaus [7].
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1.Fattorizzazione di x" — 1

rappresenta quindi il vettore

(f07f17-"7ft,...)

nel quale f; non e necessariamente al t-esimo posto per ¢ diverso da 0 e da 1,
ma corrisponde alla posizione di ¢ in . ordinato in modo crescente.

Teorema 1.1.6. Sia r intero positivo ed F campo perfetto.

1. Ad ogni orbita O(v) corrisponde un polinomio irriducibile in Flx] definito
da

2. La decomposizione in F di " — 1 in fattori irriducibili ¢ data da

2" —1= [] M ()

veZL

Dimostrazione. 1l secondo punto € conseguenza del primo, considerando la de-
finizione di fattorizzazione; e allora sufficiente dimostrare il secondo punto.
Dato che le orbite sono definite dall’azione del gruppo G su Z, € noto che sono
una partizione di Z,. Quindi ¢ possibile scrivere

r—1
[[c-H=1] ] @-¢)=]] M) =2"~1
t=0 veZL teO(v) veZ

Dal teorema 1.1.5 abbiamo che M () (x) & il polinomio minimo che contiene tutti
i coniugati di €. Quindi & il polinomio minimo di £V ed ¢ irriducibile dal lemma
1.1.1. O

Osservazione 1.1.3. Nel caso particolare di F = Q, seque che M (x) =
®i(z) =2 —1, ed MB(z) = @, /4(x) per ogni t | r. Infatti ®,,,(z) é defini-
to come il polinomio minimo che contiene tutte le radici r-esime dell’unita di
periodo t.

Esempio 1.1.3. Il polinomio % — 1 si scompone in Q come

1=z —-1)(z+1)(2?+1)(z* +1)
¢y (2) = (z—1) = MV ()

By(2) = (z+1) = MW(2)

Py(z) = (2% +1) = M (2)

Bg(z) = (2 +1) = MDD (z)

Noti i fattori irriducibili di ™ —1 possiamo costruire i suoi divisori come prodotto
dei polinomi M) (x) per qualche v € .#. Prima di approfondire questo tema
vogliamo rispondere ad una domanda:

dati I'intero positivo r ed il campo perfetto IF, quante sono le orbite O, 5(t)?
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1.2 Cardinalita dell’insieme di orbite

Presentiamo alcune proprieta!® sulle orbite dell’azione di G su Z, (che valgono
anche per Gal(F(£),F) su E(") grazie agli isomorfismi introdotti).

Definizione 1.2.1. Dato v intero, l’orbita O(—v) ¢ detta coniugata ad O(v).
Se O(v) = O(—w), allora Uorbita ¢ detta autoconiugata.

Proprieta 1.2.1. Valgono le sequenti proprieta:
1. O(1) = G come insieme.
2. m(t) | m(1) per ognit in Z,.
3. m(t) = m(—t) per ognit in Z,.
4o e m(t) =r1.
Dimostrazione. Dimostriamo i vari punti dell’asserto separatamente.
1. Segue dalla definizione:

O1)={g9 modr|geG}=GCZ,

2. Ricordando la definizione di stabilizzatore dell’elemento ¢
Stab(t) ={g € G|gt=t modr}

ed il teorema sulla cardinalita dell’orbita di ¢ rispetto allo stabilizzatore
dello stesso elemento !

|O(t)] - |Stab(t)] = |G|
segue che
0@ 1G]
quindi m(1) & multiplo di m(t).

3. La cardinalita dello stabilizzatore di ¢ & uguale alla cardinalita dello sta-
bilizzatore di —t, dal fatto che risultano essere lo stesso insieme:

Stab(t) ={g€ G|gt=t modr}
={g€eG|—-gt=—-t modr}
={geG|g(—t)=—t modr}
= Stab(—t)

allora dal punto precedente segue che
|Stab(t)| - m(t) = m(1) |Stab(—t)| - m(—t) = m(1)
Quindi la cardinalita di due orbite coniugate e la stessa:

o om(1)  m(1)
M) = TSrap(d] ~ TStab(=1)]

=m(—t)

1078] pag. 4 e seguenti.
11[6] Corollario 5.1.17 pag. 269.
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4. Le orbite sono a due a due disgiunte e la loro unione costituisce Z,..
Formano quindi una partizione di Z,..

O

La seguente proprieta caratterizza le orbite autoconiugate:

Proprieta 1.2.2. Con le notazioni precedentemente definite, sono equivalenti
le sequenti condizioni:

(a) —1€G.
(b) O(1) é autoconiugata.
(¢) Ogni O(t) é autoconiugata.

Dimostrazione. ¢ = b) Se ogni orbita & autoconiugata, allora a fortiori lo &
anche O(1).
b = a) Sia O(1) autoconiugata, allora

-1€0(-1)=0()

Allora dalla proprieta 1.2.1 —1 € O(1) = G.
a = c) Se —1 appartiene ad G, allora per ogni t in Z,

—1t€ O(t) ={ht modr|h e G}
Ma questo implica che —t € O(t) e quindi O(t) = O(—t). O

Osservazione 1.2.1. Dal paragrafo 1.1.1 seque che per F = Q, allora G = Z7,
quindi —1 € G e quindi ogni orbita é autoconiugata. Inoltre lordine di O(t)
definito come m(t) é dato dal grado dell’r /t-esimo polinomio ciclotomico, pert
divisore di r e coincide con ¢(r/t) per ¢ funzione di Eulero.

Quindi la proprieta 1.2.1 verifica la nota formula -, o(t) = 7.

Un’interessante applicazione del lemma di Burnside 2 si esprime nel seguente
teorema sulla cardinality dell’insieme delle orbite 3:

Teorema 1.2.1. Sia F campo perfetto ed r intero positivo coprimo con la
caratteristica di I,

1
th:i (97177’)
6l 2

Dimostrazione. Il lemma di Burnside applicato a questo caso particolare afferma
che il numero delle orbite dell’azione del gruppo G sull’insieme Z, ¢ dato da

1
l= @ Z | X
geG
dove con X, si indica I'insieme
Xg={t€Z, |gt=t modr}

La cardinalita di tale insieme equivale al numero di soluzioni della congruenza
lineare gt =t mod 7, che & proprio il massimo comune divisore fra g—1er. O

12[1] pag. 196, [6] pag. 271.
13[8] pag. 4.
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Corollario 1.2.1. SiaF = Q ed r intero positivo. Se d(r) rappresenta il numero
dei divisori di r, allora

1
o(r)

> (g-1r)=d(r)

(g,7)=1

Dimostrazione. Per F = QQ abbiamo che G = Z7, quindi si ha un’orbita per ogni
divisore di r: |G| = ¢(r) e g € G se e solo se (g,r) = 1. Inoltre

L ={9€Z:gl|r} |Z]=dr)

da cui segue I'implicazione

(g9,m)=1

Terminiamo il paragrafo, con la dimostrazione di un lemma che sara utile
nel prossimo capitolo.

Lemma 1.2.1. Sia F campo perfetto, r intero positivo e sia O,p(1l) orbita
autoconiugata, allora

1. Se r & dispari
m)=1 <= v=0
e per v # 0 allora m(v) ¢ pari.
2. Se r é pari
mv)=1 <= v=0Vv=r/2
e per v # 0,7/2 allora m(v) é pari.

Dimostrazione. Dall’ipotesi O(1) autoconiugato segue che ogni orbita ¢ auto-
coniugata (proprieta 1.2.1), quindi per ogni ¢ appartenente a O(v) anche —t
appartiene ad O(v).

Sia r dispari:

=) Peripotesi m(v) = 1. Siaper assurdov # 0et € O(v) pert € {1,2,...,r—
1}, allora

=—t modr 2t=0 modr

in contraddizione con r dispari.
Inoltre m(v) & pari, dato che per ogni t # 0, O(v) se contiene ¢ contiene
anche —t che non ¢ congruo a ¢ modulo r.

<) Viceversa se v = 0 allora O(v) = {0} per definizione.

Sia r pari:
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=) Per ipotesi m(v) = 1. Siaper assurdov # 0et € O(v) pert € {1,2,...,7r—
1}, allora come prima r | 2¢, che accade solo per t = 0 o per t = t/2.
Analogamente a prima, per ogni altro valore di ¢, O(t) contiene un numero
pari di elementi.

<) Se v = 0 allora m(v) = 1 come gia dimostrato, mentre per v = r/2 O(v)
contiene solo /2.

O

Conoscere la fattorizzazione di " — 1 puo fornire delle informazioni sull’al-

gebra R, r = ]F[x]/(xr ~1) ?

1.3 Fattorizzazione di R come prodotto di campi

Il paragrafo precedente ¢ stato dedicato alla fattorizzazione di " — 1. Ora ana-
lizziamo una delle conseguenze di tale fattorizzazione: la possibilita di esprimere
I’algebra R, g come prodotto di campi.

Teorema 1.3.1. Sia F campo perfetto ed r intero positivo. Sia

2t —1= H M® (z)

ve?

per M) (z) polinomi irriducibili in F. Allora vale lisomorfismo di algebre

W/ -y = I o

ve?

Dimostrazione. La chiave della dimostrazione consiste nel considerare la funzio-
ne 7, che definiamo come trasformata di Winograd e che sara approfondita
nei capitoli successivi:

v Fm/xr -1 ]._.[ IE‘[CL’]/M(”)(;E)
veL
a(z) — (a(z) mod M™(z)),c

E una funzione suriettiva: per il teorema cinese dei resti il sistema ay(x)
mod M®)(z) per v € £ ammette un’unica soluzione modulo " — 1 che &
la controimmagine cercata.

Si verifica facilmente che & un isomorfismo di spazi vettoriali considerando il
codominio come spazio [-dimensionale di vettori di polinomi, con il prodotto
scalare e la somma usuali. Rimane da verificare che & un isomorfismo di anelli.
L’ideale costituito dal nucleo di tale funzione ¢ costituito da tutte le combinazio-
ni di polinomi i cui addendi appartengono a {M®)(z)},c.e. Quindi ¢ definito
da

ker(y) = {a(z) | a(z) =0 mod MW (z) Yve L} = H M® ()
veZ

Osservato questo, la tesi € conseguenza del teorema fondamentale degli isomor-
fismi di anelli:
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1.Fattorizzazione di x™ — 1

F[l‘]/zil 77 N /xl/HuejMv)()

A

Moeo ™ M(v)

Da otteniamo la tesi osservando che

F[x]/(wr B 1)/1_1”62 MO(e) = ]F[sd/(xr o

e che 7 ¢ la funzione identita. O

Osservazione 1.3.1. Grazie all’aiuto fornito dal teorema cinese dei resti e
possibile determinare un’inversa della trasformata di Winograd utilizzando la
dimostrazione della suriettivita nel teorema precedente. Questo tema sara ap-
profondita nel capitolo 3.

Esempio 1.3.1. Consideriamo il polinomio 7 + 22 + 1 in Ry, allora
"+ +1) = (1,2 +2* + 2+ 1,0)
dal fatto che
2 —1=(x—-1)a’+2>+1)(* +2+1)
MO () =z+1
MO (z) =2 + 23 +1
MO () =a?+2+1
e da
2 4+224+1=1 modz+1
4 rl=ar+ 22+ +1 moda® 423 +1
2 4+224+1=0 modz?+z+1

La controimmagine del vettore di polinomi (1,2* + 2% + x + 1,0) si calcola
applicando il teorema cinese dei resti al sistema

a(z)=1 mod z+1
alz)=z* +2°+24+1 modz®+ 23 +1
a(r)=0 mod z* +z + 1

da cui si ottiene a(x) = 27 + 2% + 1.

Il prodotto di campi definito nel teorema precedente sara indicato, per non
appesantire le notazioni con 9, r, quindi

Q=[] ]F[x}/M(v)(x)
veZ
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o semplicemente con Q quando non ci sia bisogno di specificare r ed F. I singoli

campi che definiscono il prodotto saranno indicati con fo’}g per v € Z:

Qr,]F = H qut)]};
veZL

Lemma 1.3.1. Sia F campo perfetto, r intero positivo e & radice primitiva -
esima dell’unita. Allora per v € £, Uestensione semplice F(£V) é un campo che
soddisfa l’isomorfismo

F(¢") = F[x]/M(v)(x)

Dimostrazione. Come gia osservato, il quoziente di F[z] su M(*)(z) & un campo
dal fatto che M) (z) & un polinomio irriducibile. L’isomorfismo & conseguenza
immediata del lemma 1.1.1 e del fatto che M) (z) & il polinomio minimo di £
(e dei suoi coniugati). O

Il lemma appena concluso puo rendere interessante 1'oggetto definito dal
prodotto dei campi F(£¥) per v € . Sara indicato, per non appesantire la
notazione, con P, r o semplicemente con P se non ci sono ambiguita su r e sul
campo F sui quali e definito:

PT,F = H ]F(gv)

veZ

I singoli campi che definiscono il prodotto saranno indicati con ’PSEF) perv € .Z:
Per =[] P%
veZ

Proseguiamo il capitolo con un corollario del teorema 1.3.1 e del lemma
1.3.1 che specifica la funzione u indicata nel diagramma presentato all’inizio del
capitolo.

Corollario 1.3.1. Con le notazioni precedenti, vale la sequente catena di iso-

morfismi:
Rez =50 )

- F[x}/nveg M(“)(x)
IT"/ o)

ve?

I1 F(¢") = Prg

ve?

1

1%

Dimostrazione. Il primo isomorfismo ¢ quello indotto da « nel diagramma co-
struito dal teorema fondamentale degli isomorfismi nella dimostrazione del teo-
rema 1.3.1. Il secondo isomorfismo e conseguenza del lemma 1.3.1: la mappa

p: [T FEe) — 1 ]F[x}/M(m(x)

ve? ve?
(a(€))ves — (alz) mod M (z)),ee
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¢ un isomorfismo di spazi vettoriali ed € un isomorfismo di algebre dato che ogni
sua componente

p)  F () — ]F[x]/M(v)(x)
a(€’) — a(z) mod MW (z)

¢ indipendente dalle altre ed € un isomorfismo di campi. O

Tornando al diagramma presentato all’inizio del capitolo, anche 1 & un
isomorfismo di algebre perché composizione di isomorfismi:

n: F[x]/(zr _ 1) — H F(fv)

veEZL
a(z) — (a(€"))vey
Esiste una struttura algebrica soggiacente a P,r e Q,r, sempre isomorfa ad
R, che chiamiamo algebra dei vettori circolanti concatenati. Sara presentata

nel capitolo 3 con lo scopo di analizzare v come trasformazione lineare nella
rappresentazione vettoriale e quindi come matrice di trasformazione.
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Capitolo 2

Operatori, ideali e
idempotenti minimali

Fino a qui abbiamo portato avanti in parallelo il discorso della fattorizzazione
di 2" — 1 sia sul campo dei razionali che sui campi finiti per I'analogia signifi-
cativa che si svela nel calcolo dei polinomi minimi. Dato che lo scopo della tesi
riguarda le applicazioni alla teoria dei codici correttori, procederemo solo sui
campi di caratteristica p, tenendo presente che molti dei risultati possono essere
generalizzati anche ai campi perfetti di caratteristica zero.

Ogni campo finito con ¢ = p™ elementi & definito in modo unico a meno di iso-
morfismi, quindi nei pedici delle algebre introdotte, non indichiamo piu F,, ma
semplicemente gq. Matrici e vettori circolanti saranno indicati rispettivamente
con Vi, ed M7 ; l'algebra F,C,. e l'algebra dei polinomi modulo z" — 1 saran-
no indicati con A, 4 ed R, 4 rispettivamente e le fattorizzazioni in prodotto di
campi delle algebre saranno indicati con P4 € Q. 4.

QT,q
K v
Pro 7 Rog P Arg
P P3
c wl c
V”’vq M"';q

Il capitolo che state per leggere ha tre scopi principali: definire cinque operatori
che ci permetteranno di maneggiare piu agevolmente i polinomi modulo z" — 1
ed analizzare alcune delle loro principali conseguenze; studiare la forma degli
ideali di R, che avranno un ruolo particolare nello studio di Q; infine usare
per trovare gli idempotenti di R ed utilizzarli come generatori dei suoi ideali.
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2.1 Operatori su R

Sia r intero positivo, F,; campo finito di ordine ¢ = p™ con (r,p) = 1, e sia
G < Z} isomorfo a Gal(Fy(€),F,) per £ radice primitiva r-esima dell’unita.

Definizione 2.1.1. Dato a(x) € R, 4 si definisce k-shift di a(x) il polinomio

xFa(x) modulo " — 1, per k € Z. I k-shift sono indicati con oy

o, : R—R
a(z) — z*a(z)

Si definisce g-coniugato di a(x) il polinomio a(x?) modulo " — 1 per g € G,
e si indica con Tg:

Tg: R—R
a(x) — a(z9)
Come primo risultato abbiamo la

Proprieta 2.1.1. Con le notazioni precedenti, per a(x) = Ejezr ajzd

inoltre per ogni g nel gruppo G, 74 € un isomorfismo di algebre.

Dimostrazione. Le prime due equazioni sono conseguenza diretta della defini-
zione. L’operatore 74 ¢ lineare ed ¢ definito sull’automorfismo del gruppo ciclico
generato da x in R. 1l fatto di elevare x per un elemento del gruppo G mantiene
le eventuali radici che a(z) ha in comune con z" — 1 nella stessa orbita. O

Definizione 2.1.2. Sia dato a(x) € R il cui vettore circolante associato é dato
da

"(ZJQ(CL(ZL’)) = (a03 Aty ..., ar—l)

allora si definisce riflesso di a(z) il polinomio a(x)® il cui vettore circolante
associato € definito come

Q/JQ(G(QC)R) = (a’r‘—la Ap—2y..., ao)
Vale la seguente

Proprieta 2.1.2. Con le notazioni precedenti

a(z)® = Z a1’

JELy

Con la prossima definizione concludiamo 1’elenco degli operatori su R presentati
in questa ricerca.
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Definizione 2.1.3. Dato a(x) € R si definisce trasposto di a(x) il polinomio
a(z)T il cui vettore circolante associato ¢ dato da
1/J2(a(95)T) = (a0, @r—1,0r—2...,02,a1)
Si definisce reciproco del polinomio a(x) il polinomio
a(x)t = 2%a(z™Y)
dove d ¢ il grado di a(x).

11 trasposto di a(z) ¢ il polinomio determinato dalla prima riga della traspo-
sta della matrice determinata da a(z). Volendo rendere le cose comode da
implementare (ma meno leggibili), possiamo definire il trasposto di a(z) come

()" = 03 (i (1 (a(a(@)))) )

mentre il reciproco di a(z) puo essere definito come il polinomio riflesso, consi-
derato perd su uno spazio vettoriale di dimensione ridotta, pari al grado di a(x)
e poi riportato nello spazio originale di dimensione r. Per gli operatori trasposto
e reciproco, abbiamo la

Proprieta 2.1.3. Sia a(z) € R, allora

0@ =a+ Y arjol =3 arjal

jle\{O} JELr
a(z)t = g ag—;a’
JEL,y

Dimostrazione. La prima e conseguenza immediata della definizione. Si dimo-
stra la seconda:

a(z)t = za(z™!) = 24 Z ai(z™)
1€ELy
=z Z aixfi = Z aﬂ:dii
= i€Zy
= a5’
JELy
Avendo posto nell’ultimo passaggio ¢ = d — j. O

Possiamo esplorare alcune relazioni fra gli operatori di R appena definiti:
Proprieta 2.1.4. Sia a(x) € R di grado d, allora
a(z)f = =@ q(2)t
a(x)T =z~ (x)t
Dimostrazione. La prima equazione segue da:
xf(‘Hl)a(x)J‘ =z ! Z a;z" Tt = Z a;z" T = Z ar_j_lxj = a(x)R
i€, i€, i€,
Mentre la seconda segue applicando la definizione di a(z)* = z%a(x~1):

r7%(z)t = 2 %(z7Y) = a(z7t) = a(x)T
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Proprieta 2.1.5. Se deg(a(x)) = r—1 allora il reciproco coincide con il riflesso

Dimostrazione.

a(z)t = Z ajxdfj = Z ajx" 1 =

JEL, JEL,
j R
= E ar—j_12’ = a(z)
€L,

O

Se a(z) € un divisore di " —1 (quindi un prodotto dei suoi fattori irriducibili
M®)(z)) allora abbiamo alcune proprieti:

Proprieta 2.1.6. Se a(z) € R ¢é un divisore di " — 1 allora anche il suo
reciproco a(x)* ¢ un divisore di z" — 1 in R.

Dimostrazione. Se a(x) = ap+a1x+---+ ag_12%1 4+ agz? allora abbiamo che,
per definizione a(x)* = ag + ag_1z + -+ + a12971 + apz? = z%a(1/d).
Indichiamo con a(x) il polinomio di grado r — d dato da

a(x) = (2" = 1)/a(z)

ben definito dal fatto che a(z) & divisore di " — 1. Allora

a(x)a(z) =a" —1
a(l/z)a(l/z) = (1/z)" — 1

z'a(l/x)a(l/z) =1— 2"

2" %a(1/z)z%(1/z) =1 — 2"

ed essendo —z"~%a(1/x) polinomio di grado positivo o uguale a zero, segue che
a(x)* & un divisore di 2" — 1. O

La prossima proprieta! come la precedente caratterizza gli operatori intro-
dotti quando agiscono sui divisori di " — 1

Proprieta 2.1.7. Con le notazioni introdotte si verificano i sequenti risultati:

1. Per ogni g € G, k € Z le radici che a(x), ox(a(x)), 174(a(z)) hanno in
comune con x" — 1 coincidono fra loro.

2. Le radici che a(x)* ha in comune con " — 1 coincidono con i reciproci
delle radici che a(z) ha in comune con " — 1.

3. Le radici che a(z)®, a(z)T hanno in comune con " — 1 coincidono fra
loro.

4. Per ogni v € £, M® (z)+ = AMY)(z), dove X ¢ il termine noto di
M®)(z), indicato con Mév).

L[8] proprieta 1.11 pag 11.
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5. Se le orbite sono autoconiugate e v # 0 allora X = 1 ed MW (z)*+ =
M) ().

Dimostrazione. Dimostriamo i diversi punti separatamente:

1. Sia {¢* | t € O(v)} insieme delle radici del polinomio minimo M) (z) cioe
I’insieme delle radici coniugate ad &7, allora

a(’) =0 < a(€") =0 Vge G

quindi a(x) e 74(a(x)) hanno le stesse radici in comune con z” — 1.
Inoltre oy (a(z)) = x*a(x) modulo 2" — 1, cio¢ in Fy[z]:

onla(z)) = 2ha(@) + )@ — 1) b(z) € Fyls]
Ogni &* che annulla a(z) ed " — 1 annulla anche o (a(z)).

2. Se &Y ¢ radice di a(z) allora £V ¢ radice di a(z7!) ed in particolare di

rda(z™1) = a(z)t. Viceversa se £V & radice di a(x)* allora £ & radice

di a(x).
3. Dal fatto che
a(z)R = xf(dﬂ)a(x)l =2 ta(z™h)

a(:z:)T = xida(o:)l =a(z™h)

e dal punto precedente segue che almeno le radici che a(z)f ed a(z)”
hanno in comune con 2" — 1 coincidono fra loro.

4. Le radici di M) (z) sono i reciproci delle radici di M) (z)* e da quanto
visto M) (z)+ & divisore di 2" — 1. Questi due polinomi hanno lo stesso
grado e Pinsieme delle radici di M®)(z)* ¢ dato da

{7 [teO)}
quindi

MW (@)t =[] @—-¢) = (2)
teO(v)

Dato che Mé”) & il coefficiente direttivo di M) (z)*, allora A = MOU).

5. Se le orbite sono autoconiugate allora M ®) (x)+ = M{" M®)(z). Osser-
vando che

teO(v)

ed applicando il lemma 1.2.1 per r dispari e v # 0, m(v) & pari ed

MO(U) — (_l)m(v) Hgtfft =1
Mentre per r pari e v # 0 allora si considera solo il caso v = r/2:

My"? = ()" WEr = (1)(-1) =1
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O

In considerazione della proprieta precedente risulta ragionevole distinguere le
radici del generico polinomio a(z) in R dalle radici che tale polinomio condivide
con " — 1.

Definizione 2.1.4. Sia a(x) € R, allora le radici che a(x) possiede in comune
con " — 1 sono dette radici principali (o zeri ?).

La distinzione fra radici e radici principali € anche conseguenza del fatto che
le radici di a(z) non sono in generale radici di a(z)b(z) mod z" — 1 comunque
scelto b(z) in R.

2.2 Ideali di R e sottospazi

Gli ideali dell’algebra R sono generati da polinomi monici particolari ed hanno
un ruolo interessante nel determinare il prodotto di campi Q.

Teorema 2.2.1. Sia a ideale di R, allora a é principale ed ¢ generato da un
unico polinomio monico che divide " — 1.

Dimostrazione. In generale gli anelli di polinomi a coefficienti in un campo sono
ad ideali principali®. Riportiamo qui la dimostrazione per il caso specifico.

Sia a <R ed a(z) polinomio monico, di grado minimo, appartenente ad a.
Dunque per definizione segue che

a2 (a(x))

Verifichiamo che vale anche l'inclusione inversa (tesi intermedia: a C (a(z))):
sia f(z) € a, allora

f(@) = a(z)q(x) +r(z)

con r(z) nullo o di grado strettamente inferiore al grado di a(z). Inoltre r(z) € a
dal fatto che

r(z) = f(x) — a(z)q(z)

Allora se r(x) non fosse nullo, avremmo trovato un polinomio in a di grado
superiore ad a(z) in contraddizione con U'ipotesi di minimalita del suo grado.
Quindi ora ogni ideale & generato da un polinomio monico. Dimostriamo che &
un divisore di " — 1 : con una strategia simile alla precedente consideriamo

" —1=a(z)q(x) +r(z)

dove ¢g(x) ed r(z) sono diversi da prima e con r(x) nullo o di grado strettamente
inferiore al grado di a(z). Se quozientiamo l'equazione precedente per z” — 1
otteniamo

0 = a(z)q(z) + r(x) mod z" — 1

2Cosi definite in [8] pag. 8
3Ad esempio [2], pag. 64.
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e quindi r(z) € a; ma dato che il suo grado non pud essere inferiore a quello di
a(z), analogamente a prima abbiamo che r(z) =0 mod 2" —1 ed avendo grado
minore del grado di a(z) possiamo dire che ¢ identicamente nullo. Dunque

" —1=a(x)q(z) +r(x)
a(z) 2" =1

Ora ogni ideale & generato da un polinomio monico che divide " — 1. Rimane
da dimostrare che ¢ unico. Sia a = (a1(z)) = (az(x)) allora possiamo calcolare
due polinomi ¢(z) ed r(z) tali che

a1(z) = az(z)q(z) +r(z)(a” — 1)

ma dato che per, quanto dimostrato prima, anche as(z) & un divisore di " — 1
esiste k(x) tale che

a1(z) = az(x)q(x) + r(z)az(z)k(zx)

quindi a1(z) € (az(x)). In modo analogo si dimostra che as(x) € (ai(x)) e
quindi a;(x) = as(x). O

Riassumendo
a<dR & 3 a(z) € R monico,a(z) | 2" —1,a = (a(z))

A questo punto ci poniamo due problemi: dato il polinomio f(z) come possiamo
stabilire qual e il piu piccolo ideale a in R che lo contiene? Dato R, quanti sono
i suoi ideali?

Corollario 2.2.1. Sia f(x) € a <R allora a é generato da a(x) ricavato come
il minimo comune multiplo fra f(z) ed " — 1.

Dimostrazione. Se f(z) € a, allora per definizione di ideale a(z) | f(x), cioe
f(z) = a(z)k(x) per qualche k(z) in F[z]. Inoltre, dal teorema precedente a(x)
¢ divisore di " — 1, quindi a(z) | 2" — 1.

= a(x) & divisore comune di f(z) e di " — 1, e se per assurdo non fosse il
massimo dei divisori possibili avremmo una contraddizione con la sua minimalita
postulata nel teorema precedente. O

Corollario 2.2.2. L’algebra R, , possiede sono esattamente 2! ideali, per 1
cardinalita dell’insieme delle etichette L.

Dimostrazione. Dal capitolo dedicato alla fattorizzazione di ™ — 1 sappiamo che
ci sono [ polinomi monici irriducibili che dividono ™ —1 e dal teorema precedente
sappiamo che ogni ideale € generato da un divisore monico di " — 1. Inoltre per
lipotesi (r,q) = 11 fattori di " — 1 sono tutti distinti. Dunque il generatore
di un ideale ¢ un prodotto di polinomi monici irriducibili che dividono " — 1
ciascuno dei quali puo essere scelto da un insieme di [ elementi. O

In un’algebra la dimensione di un ideale a € la dimensione di a come sotto-
spazio vettoriale. Il prossimo corollario? lega la dimensione di a con il grado del
suo polinomio generatore.

4Proprieta 3.2.5 [21].
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Corollario 2.2.3. Sia (a(z)) = a <R e sia deg(a(x)) = d =r — k. Allora
dim(a) =r—d=kF.

Dimostrazione. Partiamo dall'insieme {c;(a(z)) = a(z)z’ }f;&. Questo costi-
tuisce una base di a; che sia un insieme di generatori per l'ideale generato da
a(x) & evidente. Dimostriamo che & un insieme di elementi linearmente indipen-
denti:

la combinazione lineare

oa(x)z® + Aa(z)zt + - Ap_1a(x)zk !

si annulla se e solo se
Az)a(z) =0

dove A\(z) = Zf;é Ajzd. 1l polinomio A(z)a(x) ha al piti grado r—1 ed appartie-
ne all’ideale a. Per questo motivo si puo annullare solo se A\(x) & identicamente
nullo, cioe se e solo se A\; = 0 per ogni j. O

Aumentando quindi il grado del generatore diminuisce la dimensione dello spazio
vettoriale e viceversa.

deg(a(zx)) + dim(a) =7

Vogliamo ora sfruttare il fatto che ogni ideale, in quanto sottospazio vetto-
riale, puo essere determinato da una matrice. Cominciamo col ricordare che in
generale un sottospazio U di uno spazio vettoriale E e generato dalla matrice
Gy se le sue righe sono costituite dai vettori della base di E. Essa non ¢ unica
cosi come non ¢ unica la scelta dei vettori che definiscono la base di U. Tuttavia,
fissata una base per E ogni elemento della base di U si scrive in modo unico
come combinazione lineare degli elementi della base di E.

La matrice generatrice di U, per {ej};;é base di E e per {Uj};;é base di U, ¢
data da

Up U0,0 Uup,1 Uo,r—1
uy Uu1,0 ui,1 Up,r—1
Gy = =
Uk—1 Uk—1,0 Uk—1,1 Uk—1,r—1

Un generico vettore a di E appartiene al sottospazio U se puo essere scritto
come

Uop
uy
a = ()\0, )\17 ey )\kfl)
Up—1
infatti ad ogni k-upla (Ao, A1, ..., Ag—1) corrisponde biunivocamente un vettore

del sottospazio U.

Torniamo ora al nostro ideale a<AR generato dal polinomio a(x); come appena vi-
sto ammette {a(z)z’ }?;é come sua base e dall’interludio sulle matrici generatri-
ci dei sottospazi vettoriali possiamo dedurre immediatamente la dimostrazione
del seguente
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Corollario 2.2.4. Una matrice generatrice dell’ideale a = (a(x)) <R pud essere
scritta come

a('r) agp Ap_k 0 0
a(z)x? 0 ag cer Qp_g—1 Gp_g O--- 0
Ga = . =
a(m)xk_l O e 0 ago “en “en QAr—k

che é una matrice circolante non quadrata.

Da quanto visto i mattoni fondamentali per costruire gli ideali di R sono i
fattori irriducibili di " —1 il cui prodotto ne determina i divisori; nella prossima
definizione daremo loro un nome. Tuttavia anche il prodotto dei mattoni che
vengono scartati nella costruzione di @ assumeranno un significato (e quindi un
nome) particolare, la cui scelta sara chiarita nel corso del capitolo sui codici
lineari.

Definizione 2.2.1. I divisori monici di " — 1 in R sono detti divisori di R.
Sia a ideale generato da a(x) determinato da un prodotto di divisori di R, allora
il prodotto dei divisori monici di " — 1 che non dividono a(z) é un polinomio
indicato come

a(x) = (2" —1)/a(z)

ed ¢ detto polinomio di controllo. Convenzionalmente se a & generato dal
polinomio a(x) allora l'ideale generato dal polinomio a(x) é indicato con a.

Ogni divisore di R & determinato univocamente dall’insieme delle sue radici -
esime dell’unita (sottoinsieme di tutte le radici di " — 1), al quale corrisponde
univocamente l'insieme dei loro esponenti.

Definizione 2.2.2. Si definiscono radici principali dell’ideale a le radici prin-
cipali del divisore che lo genera. L’insieme degli esponenti delle radici principali
di a = (a(x)) si denotano con Esp(a):

Esp(a):={t|0<t<r—1,a(¢") =0} CZ,

Chiaramente se v € Esp(a) allora ogni altro intero dell’orbita O(v) deve appar-
tenere a E'sp(a).
Presentiamo due proprieta sull’insieme Fsp(a) appena definito.

Proprieta 2.2.1. Sia a(z) divisore in R, q, generatore dell’ideale a allora
Esp(a) = Z, \ Esp(a)
Dimostrazione. Per definizione abbiamo che

a@)= [ (@-¢" a@)= JI @-¢"

teEsp(a) teEsp(a)

inoltre a(z)a(z) = 2" — 1, da cui Esp(a) e Esp(a) formano una partizione di
Z,. O

Proprieta 2.2.2. Siano a,b ideali di R, 4, a C b, allora Esp(a) D Esp(b).
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Dimostrazione. Se a = (a(z)) e b = (b(z)) allora per definizione

(a(@) = {h@) J] (x—€)[h()eR}

teEsp(a)

(b)) = {h(z) ] (@—¢&) @) eRr}

teEsp(b)

Dato che a C b allora esiste almeno un indice ¢y tale che (x — &%) & un divisore
di a(z) ma non divide b(z), quindi

Esp(b) C Esp(a)
dato che ty appartiene ad Fsp(a) ma non ad Esp(b). O

Osservazione 2.2.1. Esp puo dare lo spunto per definire, in parallelo alla
definizione delle mappe I e V della geometria algebrica che agiscono fra in-
siemi algebrici affini dello spazio affine n-dimensionale e ideali dell’anello dei
polinomi ad m indeterminate® altre due corrispondenze nel contesto che stiamo
esaminando:

I:P(Z)—{aladR, 4}
Ar— I(A) = ([ M (2)) = aa

veEA
Vi{ala<d R, } — P(L)

([T M@ (@) = aa— V(aa) = A
vEA

dove con P(ZL) intendiamo l’insieme delle parti dell’insieme delle etichette.
Con queste notazioni

Esp(a) = | J O(v)
veEaa
2.2.1 Ideali massimali e minimali

Ora lo scopo ¢ quello di definire formalmente la corrispondenza biunivoca fra
gli ideali ed i sottoinsiemi dell’insieme delle etichette % 4.

Verificheremo quindi che le corrispondenze del seguente diagramma sono biie-
zioni e determineremo gli ideali massimali e gli ideali minimali scegliendo sot-
toinsiemi di .Z opportuni.

{UieaO(t) | A C 2}
{AlAc 2y

{aladRq}

5Presentate ad esempio in [23].

38



2.0peratori, ideali e idempotenti minimali

La prima parte della corrispondenza che vogliamo determinare & conseguenza
del seguente

Teorema 2.2.2. Per ogni sottoinsieme A dell’insieme delle etichette £ esiste
un ideale a di R,, generato dal prodotto dei fattori irriducibili M(”)(x) per
veA.

Dimostrazione. Segue dal che ogni elemento del sottoinsieme A di .Z ¢ il rap-
presentante di un’orbita i cui elementi determinano le radici di un divisore irri-
ducibile di ™ — 1 come esponenti della radice primitiva r-esima dell’unita.

In altre e piu comprensibili parole, per ciascun elemento v di A possiamo
determinare in modo unico un insieme e un polinomio fra loro correlati:

{gt}tEO(v) H (.’E - gt) = M(U) ((E)

teO(v)

Quindi A determina un polinomio come prodotto dei M(”)(x) per v in A

a(@)= [T MW @) =T[( ] @-¢))

vEA vEA teO(v)

che ¢ un divisore in R, 4 e, per il teorema 2.2.1, determina univocamente un

ideale di a di R, 4. O

La seconda parte della corrispondenza che vogliamo ottenere ¢ data dal seguente
teorema:

Teorema 2.2.3. Per ogni ideale a = (a(x)) di R, esiste un unico sottoinsieme
dell’insieme delle etichette £ determinato dagli indici v dei fattori irriducibili
MW®W)(x) che costituiscono il generatore a(x).

Dimostrazione. Da quanto visto nel teorema sui generatori degli ideali, a(z) &
il prodotto di un insieme di divisori monici irriducibili di " — 1:

a() = MOD (@) M02) () - MO (@) = [ ] @—¢€")

Jj=1 teO(vy)

Allora l'insieme {v1,..., vy} costituisce un sottoinsieme di £ unicamente de-
terminato da a(z), che & proprio l'insieme cercato. O

Per entrambe le dimostrazioni siamo passati per 'unione delle orbite determi-
nate dalle etichette {ft}teo(v), come indicato in modo schematico nel diagram-
ma iniziale. Ogni ideale & unione di polinomi ciascuno dei quali corrisponde ad
un’orbita rappresentata da un elemento dell’insieme delle etichette. E viceversa.

Esempio 2.2.1. Siar =9 e g = 2, allora come visto in 1.0.2 sappiamo che
G =1Z§ e che £ ={0,1,3}. I possibili ideali di Rg o sono generati dai possibili
prodotti dei divisori srriducibili di x° — 1, cioé da

MO (z)=z+1

MO (z) =28 + 23 +1

M () =a?+2+1
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Volendo elencare gli ideali definiti dal sottoinsieme A di £ con la notazione ay,
si ottiene

agoy = (MO () = (z—1)

apy = (MW () = (b + 2% + 1)

agpy = (MP(2)) = (@® + 2 +1)

afo,1y = (MO (@)MM () = («* — 1)

aps = (MO (@)MP(2) = (27 + 2%+ 2" +2° + 2+ 1)

ag1,3) (M(l)(:v)M(?’) (z)) = (;US +a 428+ P+ttt 1)

che sono, come ci aspettavamo 8 ideali, contando l’ideale improprio e l'ideale
banale.

Ricordando che un ideale a & massimale se fra a ed (1) non ci sono ideali
intermedi ed ¢ minimale se non ci sono ideali intermedi fra a ed (0), vogliamo
esaminare quali sono gli ideali massimali e quali gli ideali minimali in R. Come
gia osservato nel precedente esempio, scegliendo A = %, allora 'ideale definito
da A ¢ l'ideale triviale. Se invece scegliamo A = ) I'ideale definito da A & I'ideale
improprio.

Scegliendo invece A = {v} allora I'ideale corrispondente & (M ®)(x)). Inoltre
deg(M™ (z)) = |0O(v)| ed dim(ag,}) = r—|O0(v)]. E facile verificare che gli ideali
determinati da sottoinsiemi di . con un solo elemento sono ideali massimali,
e che sono gli unici ideali massimali in R.

Se invece A = £\ {v}, cioé il complementare del sottoinsieme esaminato nel
caso precedente, allora deg(M ™) (x)) = r —|O(v)| ed dim(agp\(») = |O(v)]. Si
puo verificare in analogia con il caso precedente, che gli ideali determinati da
sottoinsiemi di .Z di questo tipo sono minimali, e che sono gli unici minimali
in R.

Possiamo allora aggiungere un pezzo al corollario 2.2.2 che oltre alla quantita
fornisce informazioni sulla qualita degli ideali.

Corollario 2.2.5. In R, , ci sono esattamente 2! ideali, | dei quali massimali
ed | det quali minimali.

Dimostrazione. 1l sottoinsieme A di .Z puo essere scelto come singleton esat-
tamente in [ modi, al quale corrispondono [ possibili ideali massimali; puo
essere scelto come complementare di un singleton in [ modi diversi al quale
corrispondono [ ideali minimali. O

2.2.2 Ideali ortogonali

Definiamo l'ortogonalitad geometrica di due polinomi in R, , a partire dal pro-
dotto scalare usuale nell’algebra dei vettori Vy , che viene ereditata da R grazie
all’isomorfismo 5.
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Definizione 2.2.3. Dati a(x) e b(z) in R si definisce loro prodotto scalare
Uelemento del campo F, determinato da

(a(a),b(@)) = 3" aby
kEZ,

che corrisponde all’usuale prodotto scalare dei vettori circolanti vs(a(x)), Y2 (b(x))
corrispondenti.

Definizione 2.2.4. Si dice che i polinomi a(x) e b(z) di R sono geometrica-
mente ortogonali, o g-ortogonali, se il loro prodotto scalare é nullo. Mentre si
dice che sono algebricamente ortogonali, o a-ortogonali, se il loro prodotto in
R é nullo.

Osservazione 2.2.2. Possiamo osservare che a(x) e b(z) sono g-ortogonali se
Z akbk =0
keZ,
Mentre sono a-ortogonali se per ogni j in Z,
Z (Lkbj,k =0
k€L,

Con la definizione precedente possiamo considerare i sottospazi ortogonali e
gli ideali ortogonali di R.

Definizione 2.2.5. sia S C R sottoinsieme, allora si definisce sottospazio
a-ortogonale generato da S l’insieme

Sa =1{f(2) eR| f(2)g(x) =0 Vg(z) € S}
e st definisce sottospazio g-ortogonale generato da S l’insieme
Sy = 1{f(2) e R | {f(2),9(x)) =0 Vg(x) € S}
Se S = a ideale di R allora a- ¢ ancora un ideale, detto ideale a-ortogonale.

Esempio 2.2.2. In Rs 3 i polinomi 22+ 1 ed 22 4+ sono g-ortogonali ma non
sono a-ortogonali.

Si puo trovare una correlazione fra la a-ortogonalita e la g-ortogonalitaS:

Osservazione 2.2.3. Dati i polinomi a(x) e b(x), seque, dall’osservazione 2.2.2
e dalle definizioni, che

b(xz™t) = Z b_pa® =0

k€EZ,
a(x)b(z) =0 <> Vj €2, > arbj_p =0
kEZ,
(a(@),a?b(@™ ") = Y axb;
kEZy,

Da cui risulta immediato verificare che a(z) e b(x) sono a-ortogonali se e solo
se a(x) & g-ortogonale a b(x~1) e ad ogni suo shift.

6[8] proprieta 1.14 pag. 17.
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Sapendo che tutti gli ideali in R sono generati da un divisore, dato a =
(a(x)), qual & il divisore che genera a_?

Lemma 2.2.1. Sia a ideale di R generato da a(x), allora
1. ag = (a(x))
2. a;- non é in generale un ideale.

Dimostrazione. 1. Tutti i polinomi a-ortogonali ad a(z) sono quelli il cui
prodotto con a(z) risulta essere 0 modulo 2" — 1. Il pit piccolo polinomio
con tale proprieta e il polinomio di controllo

i(@) = (2" — 1) /a(2)
e quindi a = (a(z)).

2. a;- e chiuso per la somma grazie alla linearita del prodotto scalare, ma
all’esempio 2.2.2 in Rs52 per a(z) = 2% + x e b(z) = 23 + 1 si ha che
b(z) € ay, ma 2%b(z) ¢ ag:

(*+ 1,22 +x)=0
(2 + 1,22 +2) #0
O

L’ideale a-ortogonale puo essere semplicemente detto ideale ortogonale,
senza che sorgano ambiguita.
La prossima definizione permette di riformulare il lemma in una proprieta nella
quale si esamina una nuova relazione fra ideali ortogonali e spazi g-ortogonali.

Definizione 2.2.6. sia a JI R allora l'ideale @ le cui radici principali sono le
inverse delle radici principali di a é detto ideale coniugato.

Osservazione 2.2.4. Si verifica che
ESp(a) = UvGEsp(a)O(_U)
Inoltre se a(x) ¢ il divisore che genera lideale a, allora @ = (a(z~1)).

Proprieta 2.2.3. Con le notazioni che abbiamo introdotto valgono le sequenti
proprieta:

1. Sia a = (a(z)) ideale di R, allora

a,; = (a(z)) a

S -

I
al
<k

2. Perv € % seque che

(MO @)y = (MW (2)) = (M ()5
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Dimostrazione. Il secondo punto & conseguenza del primo, mentre per il primo
punto la prima equazione & conseguenza del lemma 2.2.1. Rimane da dimostrare
per doppia inclusione che

N
q —a

a g

Se f(x) € ar allora f(z)a(z) = 0 modulo 2" — 1, e dall’osservazione 2.2.3 segue
che per ogni j in Z,

(f(z),27a(z™")) =0

Ma dato che dal corollario 2.2.3 {a(z~1!)z/ ?;& ¢ un sistema di generatori di a,
segue che f(z) € a;.

Viceversa se f(z) € @, allora segue che f(z) ¢ ortogonale ad ogni elemento
della base di a, quindi come prima, per ogni j in Z,

(f(z),2a(z™")) =0
da cui dall’osservazione 2.2.3 f(x) € ar. O

In questo paragrafo abbiamo potuto osservare come gli isomorfismi presen-
tati nel capitolo 0 non siano solo un esercizio di stile. Consentono ad R, 4
di ereditare il prodotto scalare da cui I'ortogonalitd geometrica”. Nel prossi-
mo paragrafo continuiamo ad analizzare i polinomi nella loro rappresentazione
vettoriale, passando pero da Q. ,.

2.3 Elementi idempotenti

Gli elementi idempotenti giocano un ruolo particolare sia nella teoria dei codici
correttori che nello studio degli ideali dell’algebra R, ,.
Ricordiamo che la fattorizzazione di R come prodotto di campi € indicata con

0., = T Fel! / ey = 11 2%

veZL veEL

dove il singolo campo appartenente al prodotto del secondo membro ¢ indicato
con

06t} +=" o)

perv € Z.
La funzione ~, isomorfismo fra le due strutture R e Q ¢ stata definita nel teorema
1.3.1 come

Vi Rrg — H Qif’g
veZL

a(z) — (a(z) mod MM (2))vee

che composta con ul_l consente di passare da R al prodotto di campi P =
[Ty P, dove PO) =Ty (€Y).

"L’isomorfismo di Rr, 4 con 'algebra delle matrici circolanti consente di definire sull’algebra
dei polinomi una forma r-lineare alternante che ad ogni matrice corrispondente associa il suo
determinante. Una ricerca in questa direzione ¢ stata seguita in [21] e da [29]. Altre strade
possono dirigersi verso lo studio degli ideali e degli idempotenti nella rappresentazione di R 4
come algebra di matrici circolanti e di vettori circolanti.
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Definizione 2.3.1. Un polinomio a(zx) appartenente all’algebra R, € detto
idempotente se a(r)? = a(x).

In generale non ¢ un problema semplice trovare gli idempotenti in R, senza
sfruttare la sua fattorizzazione in campi. Infatti in Q, i cui elementi sono vet-
tori di lunghezza m(v) costituiti da elementi appartenenti ai campi QW gli
idempotenti sono solo i vettori che contengono 1 o 0 in ogni posizione.

Proprieta 2.3.1. Gli idempotenti in Q sono tutti e soli i vettori costituiti da
1 eda0.

Dimostrazione. E conseguenza della definizione di campo: gli unici idempotenti
nel campo Q) sono I'unita e lo zero, quindi il prodotto di due vettori uguali
di 9 da se stesso se e solo se ¢ costituito da zeri e da unita O

Osservazione 2.3.1. Si possono considerare in modo equivalente gli idempo-
tenti in P. Ricordando che

n:R—P= HF(g”)
veZL

a(x) — (a(€"))ver

analogamente a prima gli unici idempotenti del campo F(EV) sono lunita e lo
zero.

Possiamo notare una stretta correlazione fra idempotenti ed ideali, dato che
ogni ideale & generato da un idempotente di Q: in un campo gli unici idempotenti
sono 0 ed 1 e gli unici ideali sono (0) ed (1), inoltre ci sono 2! idempotenti,
esattamente quanti sono gli ideali. Quali idempotenti generano ideali massimali
e quali generano ideali minimali?

Definizione 2.3.2. Il vettore [-dimensionale a di Q@ é detto idempotente mi-
nimale (o primitivo) se é costituito da un vettore di | — 1 zeri ed ha un solo
1.

Gli idempotenti minimali sono evidentemente idempotenti e la loro somma ge-
nera tutti gli altri idempotenti. Il “complementare”di un idempotente minimale,
cioé il vettore di Q che contiene 1 in ogni posizione tranne in una che contiene
0 & detto idempotente massimale.

Indichiamo con con e, il v-esimo idempotente minimale, dove v non corrisponde
propriamente alla posizione dell’'unita nel vettore ma € un pedice dell’insieme
#. Si indica invece con e,(z) il polinomio in R la cui immagine tramite ~y
coincide con e,,.

Dimostriamo quanto detto fino ad ora:

Teorema 2.3.1. Sia e; li-esimo idempotente minimale, 1 il vettore nel quale
ogni elemento é un 1 ed o il vettore nel quale ogni elemento é uno zero in Q4.
Allora valgono le sequenti proprieta

1. Il numero des fattori di " — 1 in [Py coincide con il numero degli idempo-
tenti primitivi e con il numero degli idempotenti massimali.

2. Gli idempotenti sono ortogonali: e;e; = 0 per i # j.
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3. Gli idempotenti decompongono l'unita: ) ;. o €; = 1.
4. Le combinazioni lineari di idempotenti generano tutti gli ideali.

5. Ogni elemento di Q si decompone come combinazione lineare a coefficienti
in Iy degli idempotenti primitivi.

Dimostrazione. 1. Infatti la lunghezza dei vettori di Q coincide con il numero
dei fattori di 2" — 1.

2. L’ortogonalita degli idempotenti & una conseguenza della definizione di
prodotto nell’algebra Q.

3. Per definizione di somma in Q si ha che: Zjez e; = 1.

4. Si verifica facilmente che e; ¢ un ideale in Q, cosi come lo ¢ la somma
e; + e;. Per induzione si ha la tesi.

5. Sia (g, (x))vey € Q, allora per la linearita dell’algebra Q posso scrivere

(q(2))ver = Z qv(x)ej

JjEZL
O

Corollario 2.3.1. Ogni idempotente minimale genera un ideale minimale, ogni
idempotente massimale genera un ideale massimale.

Dimostrazione. E immediato verificare che non ci sono ideali fra e; e (0) e fra
il suo complementare e (1). O
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Capitolo 3

Trasformata di Winograd

Nei capitoli precedenti abbiamo introdotto 1’algebra dei polinomi R, 4, che dal
teorema 1.3.1 risulta essere isomorfa al prodotto dei campi Q?fq) e dei campi
T\’,Sg perv € Z.

Reg= [T Q= [T P
veZL veZL

ricordando che

_Fqlz
Riyq = [ ]/(xr —1)
Q= I &= TT F/pyer o)

veL veZL

H Pﬁ?;) : H Fy (&)

ve? vEZL

A
Il

e che V[ & lo spazio dei vettori circolanti.

In questo capitolo presentiamo 'isomorfismo 7y studiandolo come trasformazione
lineare. Dato che per questo scopo e piu efficace rappresentare gli elementi di
uno spazio vettoriale come r-uple e non come vettori di polinomi ciascuno dei
quali considerato modulo M) () (come fatto fino ad ora per rappresentare Q)
costruiremo una nuova rappresentazione, nella quale gli elementi sono vettori di
[ vettori circolanti: ad ogni polinomio modulo A (V) (x) di posto corrispondente
alla posizione di v in . faremo corrispondere un vettore di dimensione m(v).
Quindi accanto al diagramma presentato nell’introduzione del secondo capitolo,
considereremo i diagrammi

v

Rpg—L 5 0., Ryg——T P,
o Vs P2 e
Vo0 - Veip—— P vz
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8. Trasformata di Winograd

Con la notazione

H m(v),q

ve?

indicheremo lo spazio dei vettori circolanti concatenati, che sara definito in
questo capitolo. Ricaveremo poi le matrici di trasformazione corrispondenti a -y
ed n, ed esaminando i loro blocchi, che determinano una scomposizione naturale
di v ed 1 in componenti.

3.1 Algebra dei vettori circolanti concatenati

Fissati r e ¢ le immagini degli elementi della base di R, 4 tramite la trasformata

di Winograd
CFlx Flx
v | ]/zr—1—> H | ]/M(”)(z)
veZL

a(x) — (a(z) mod MM (2)),ex

dipendono fortemente dalla fattorizzazione di 2" — 1. L’immagine di 1 € R € un
vettore lungo [ costituito dalle unita di ogni campo: (1) = (1, 1,...,1) dato che
1 =1 mod M®(z) comunque scelto v nell’insieme delle etichette .Z. Stessa
cosa non si pud dire per 'immagine di z, che risulta essere z = 1 mod M (z).

Esempio 3.1.1. PerRq 7, conm = 3 e con campo di spezzamento [Fyz abbiamo:

(%) = (1,1,1)

yah) = (1,2,2)
2(a?) = (1,42, 2°)
v(2*) = (1,1 + 2% 1 + 2 + 2°)
vzt = (1,1 + z, 2 + 2?)
y(z®) = (1,1 +z + 22,1 + 2?)
v(2%) = (1,2 + 2%, 1 + 2)

Le immagini degli elementi della base sono quindi vettori di polinomi definiti
dai loro resti per i divisori di x" — 1.

Ricordando che la matrice di trasformazione risulta essere determinata dalle
immagini degli elementi della base come vettori colonna, risulta piu efficace
considerare gli elementi di @ non come vettori di polinomi, ma come vettori di
vettori i cui coeflicienti sono quelli dei polinomi corrispondenti.

Per ottenere questa rappresentazione, senza che sia persa la struttura algebrica
originale abbiamo bisogno di definire una nuova struttura.

Da due vettori circolantiu € Vg . v € Vg di dimensioni differenti sullo stesso
campo Fg, & possibile definire un terzo vettore concatenandoli:

concat(u,v) = (Uo, <e ey Udy—1,00, - - - 7Ud2—1)

L’insieme degli elementi di questo tipo potrebbe coincidere con Vg tdy,q S€ €l
limitassimo a considerarlo con le operazioni di somma e di prodotto per scalari.
Volendo considerare invece anche il prodotto di convoluzione per creare una
nuova struttura di algebra bisogna mantenere separati i prodotti.
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3. Trasformata di Winograd

Definizione 3.1.1. Date due algebre di vettori circolanti Vg, ., Vg, , di dimen-
sioni diverse tali che di + do =1, si definisce algebra dei vettori circolanti
concatenati la struttura

Vf,ffll’dQ) =Vi. q Hngz = {concat(u,v) | u € Vi, oV E ngq}

considerata con la somma ed il prodotto per scalari usuali e con il prodotto di
convoluzione sui singoli vettori. Indicando tale prodotto con x seque che

concat(uy, vy) x concat(uz, va) = concat(uy * ua, vi * va)
. . . . di,ds) s
Risulta immediato verificare che Vy(,,ql 2) & un’algebra.
L’operazione di concatenazione fra due vettori non ¢ commutativa e puo pos-
sedere un elemento neutro dato dal vettore triviale zerodimensionale € € Vj .
Piu interessante notare che ¢ associativa: sianou € Vg ~ve Vg ~we Vg .
allora

concat(concat(u, v),w) = concat(u, concat(v,w)) =: concat(u, v, w)

Questo ci permette di definire I'operazione di concatenazione di piu vettori
circolanti e di costruire un’algebra concatenando piu di due strutture:
Definizione 3.1.2. Date m algebre di vettori circolanti Vg ..., Vg . . di

; —15
dimensioni diverse la cui somma sia r, si definisce algebra dei vettori cir-
colanti concatenati la struttura

m—1
VT(.SI’“"mfl) = H Vi,.q = {u = concat(uo, ..., um-1) | u; € Vg,  }
j=0

considerata con la somma ed il prodotto scalare elemento per elemento e con il
prodotto di convoluzione sui singoli vettori che ne costituiscono gli elementi per
concatenazione. Il vettore u; € Vg, 4 che appartiene ad u = concat(ug, ..., Um—_1)
¢ detto j-esimo sottovettore di u.

Per induzione si verifica facilmente che anche Vr(?d""m_l) ¢ un’algebral.

E di particolare interesse 1’algebra V,‘ffl costituita dalla concatenazione delle
sottoalgebre ﬁz(u),q' Nel prossimo teorema verificheremo che questa algebra e
proprio quello che ci serve per poter ridefinire « ed 17 come trasformazioni lineari

fra vettori e quindi ricavarne le matrici corrispondenti.

Teorema 3.1.1. Siano r e q fissati, £, 4 insieme delle etichette determinato
dalla fattorizzazione di x" — 1, allora

ISempre per induzione & possibile costruire V;f}q per A (insieme di indici delle dimensioni
delle algebre di vettori circolanti concatenati) di cardinalitd numerabile. Ad esempio si pud
considerare una variante dell’operatore della teoria dei linguaggi formali chiamato stella di
Kleene applicata a questo contesto:

Vi = Vi H Vig HVZC,q H = H Via
j=0

insieme dei vettori infinito-dimensionali ottenuti concatenando in successione i vettori circo-
lanti di tutte le dimensioni possibili. A meno di un riordinamento di indici ogni algebra del
tipo V:}q ¢ un sottoinsieme della stella di Kleene [12].
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8. Trasformata di Winograd

EZS ’ .
1. V7, e un’algebra isomorfa a Qy 4.
2. VZ ¢ un’algebra isomorfa a P,
: T,q g 79

Dimostrazione. Per il primo punto la chiave della dimostrazione ¢ la definizione

di 1,[)52
s : H IFq[x]/M(”)(J:) - H Vin().q
veZL veZL
(a(:c) mod M(v) (J?))ve_-g) — ((av)Oa (av)la s (a)m(v)fl)vej’

dove (ay); & il coefficiente di 27 del polinomio a(x) mod M®)(x).
Per la restrizione ai sottocampi 15 € un isomorfismo di algebre

é’u) . anv) — VC

\q m(v),q

e dato che il prodotto fra vettori circolanti concatenati ¢ definito sui singoli
elementi delle sottoalgebre, abbiamo che I’isomorfismo si mantiene anche per il
prodotto:

IT 2% =TI Vi

ve? veEZL

Per il secondo punto potremmo ricorrere all’isomorfismo p fra 9, , e P, 4, ma
dato che vogliamo esplicitare I'isomorfismo fra V;i e P4 evitiamo questa scor-
ciatoia.

Definiamo g come

1/)6 : H ]Fq(gv) — H an(v),q
veZ veZL
(a(m) mod M) (x))vef — ((av)Oa (av)la s (a)m(v)—l)vef
dove (ay); ¢ il coefficiente di €7V dell’elemento a(£?).

Come prima g € un isomorfismo di algebre, dato che ¢ un isomorfismo per
ciascuna delle sue componenti:

Pl = ye

m(v),q

e quindi abbiamo anche la tesi del secondo punto

[T 7% = 11 Vi

veZL veEZL
O
Corollario 3.1.1. Per ogni v etichetta di 2.4 Vy, ) , € un campo.
Dimostrazione. Dal teorema precedente
e = )
e ng,)q) & un campo per lirriducibilita di M®) (z). O
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3. Trasformata di Winograd

Nel teorema precedente abbiamo determinato gli isomorfismi 15 e g che

agiscono entrambi fra prodotti di campi. Costituiscono semplicemente un cam-
biamento di notazione dove gli stessi coefficienti vengono scritti non come ele-
menti dell’estensione di un campo ma come elementi di un vettore di vettori. Lo
stesso accadeva per gli isomorfismi v;,j = 1,...,4 che riposizionavano i coeffi-
cienti in strutture diverse, senza cambiare il loro valore.
Gli isomorfismi 7 ed 1 sono di natura diversa. Con loro passiamo da un’algebra
di polinomi ad un prodotto di campi. Li riformuliamo come trasformazioni dal-
'algebra dei vettori circolanti Vi, all’algebra dei vettori circolanti concatenati
ViZ.-

Corollario 3.1.2. Il prodotto di campi V;i e un’algebra isomorfa a Vy .

Dimostrazione. Affrontiamo la dimostrazione in due modi diversi con lo scopo
di definire isomorfismi ¢ e p analoghi di 7 ed 7.

1. Definiamo § come composizione di 3 isomorfismi di algebre:

v

Rr,q Qr,q
Po Vs
C 6 lo
Via V;{;

Quindi § =5 0v01)y L& un isomorfismo perché composizione di isomor-
fismi.

2. Definiamo p come composizione di 3 isomorfismi di algebre:

Ry il Pra
P2 Ve
c p
Via V;%f]

Quindi p =Yg onoy L& un isomorfismo perché composizione di isomor-
fismi.

O

Abbiamo due classi di algebre: la classe delle algebre scomposte in campi? il

cui rappresentante privilegiato per questo capitolo V;f’; e la classe delle algebre

non scomposte in campi® il cui rappresentante privilegiato & V¢ g
:

2Alla quale appartengono V;ffl, Pr.q> Qr,q-
3 Alla quale appartengono V¢, M¢ FqCr, R q.

7,99 7,99
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8. Trasformata di Winograd

Per concentrare 'attenzione solo sugli isomorfismi v ed 1 e per rendere la nota-
zione meno pesante ometteremo gli altri v; per j =1,...,6.
Ad esempio per a(z) = 1+ 22% € R3 5 * scriveremo

(1,0,2) = cire((1,0,2)) = 1 4 2¢* = 1 + 222
e per v(a(x)) = (3,4 4 2x) elemento di Qg 5 scriveremo
(3:4,2) = (3,44 2¢) = (3,4 + 22)

Abbiamo tutti gli ingredienti per definire formalmente la trasformata di
Winograd:

Definizione 3.1.3. La matrice della trasformazione 0 fra le algebre R, 4 e
Q¢ nelle rispettive rappresentazioni vetloriali Vy , e V;E_Z e detta matrice di
Winograd ed ¢ indicata con T'.

Mentre la matrice della trasformazione p fra le algebre R, 4 e Py 4 nelle rispettive
rappresentazioni vettoriali V;. , e V;%Z e indicata con H.

Esempio 3.1.2. Tornando all’esempio 3.1.1, con la nuova struttura det vettori
circolanti concatenati possiamo costruire la matrice di trasformazione. Abbia-
mo:

(%) = (1,1,1) = (1,1,0,0,1,0,0)

y(z') = (1,2,2) = (1,0,1,0,0,1,0)

y(z?) = (1,2% 2?) = (1,0,0,1,0,0,1)

y(@*) = (1,1 +2% 14+ 2z +2%) = (1,1,0,1,1,1,1)
vzt = (1,1 + 2,2 +2%) = (1,1,1,0,0,1,1)
y(z®) = (1,1 +z+2%1+2%) =(1,1,1,1,1,0,1)
(%) = (1,z + 2% 14+2) = (1,0,1,1,1,1,0)

da cui seque che la matrice I' é definita come:

1111111
r© 1001110
01 00111

r=|r™ |=]10011011
10010 1 1

r® 01 01101
0011110

nella quale abbiamo mantenuto la suddivisione in blocchi ereditata dalla struttura
Q. Possiamo inoltre osservare che ¢ una matrice circolante a blocchi.
La sua inversa, @ cui dettagli saranno visti nei prossimi paragrafi, ¢ data da

111 1 1|1 0 O
110 1 1|1 1 0
110 0 1|1 1 1
A=| 1|1 0 0j0 1 1
110 1 0|1 0 1
111 0 1|0 1 O
111 1 0|0 0 1

423 — 1= (x+1)(2% + 42+ 1) in F5.
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3. Trasformata di Winograd

Osserviamo che la dimensione dei blocchi TD ¢ data dai gradi dei divisori
M® (z) cosa che si accorda con il fatto che che la somma dei gradi é uguale ad
.

Esempio 3.1.3. Sia a(z) = 2° + 2 +1 = (1,0,0,1,0,1,0) elemento di Ra .
La sua immagine mediante la trasformata di Winograd é data da v(a(z)) =
T(a(x))t per (a(x))t trasposto del vettore a(x):

1111111 1
1 001 110]|[o0
0100111 0
7(1,0,0,1,0,1,0)=| 0 0 1 1 0 1 1 1 | =(1,1,1,0,1,1,0)
1 001011][] o0
0101101 1
0011110 0

Quindi y(a(x)) = (1,1,1,0,1,1,0).

3.2 Scomposizione di v e di 7

La suddivisione in blocchi della matrice v suggerisce una naturale suddivisione
dell’isomorfismo ~ in [ epimorfismi, che puo fornire un modo per calcolare i
singoli blocchi separatamente:
'Y(U) i Rig — Q7(":}q)
a(z) — a(z) mod MW (z)

o considerando la rappresentazione sulle algebre dei vettori circolanti e circolanti
concatenati

(S(U) N Vf,q — an('u),q

(agy .- ap_1) —> w5(’y(w2_1(a0, ey Q1))

La matrice T(*) & la matrice (m(v) — 1) x 7 dell’epimorfismo ~(*) come matrice

di trasformazione fra R, , con base canonica {1,z,z2,...,2" "'} ed QS?,; con
base canonica {1,z,z2,...,2z™®~1}. Le colonne di I'™) sono le immagini degli
elementi della base di R, 4 tramite .

Allo stesso modo suddividiamo in ! epimorfismi 7:

77(“) ‘Ryq — le,)q) =F(¢")
a(z) — a(£")
xl — &Y

e quindi abbiamo la rappresentazione sulle algebre dei vettori circolanti e circo-
lanti concatenati

C
m(v),q

(a07 . ,ar,l) — wﬁ(n(¢51(a07 . ,ar,l)))

P Vig —
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8. Trasformata di Winograd

La matrice H®) ¢ la matrice (m(v) — 1) x 7 dell’epimorfismo 7(*) come matrice

di trasformazione fra R, , con base canonica {1,z,2%, ...,2" 1} ed Q,(f,)q) con
base canonica {1, z, 22, ... ,:Em(”)_l}. Le colonne di H) sono le immagini degli

elementi della base di R, , tramite 7.
Gli epimorfismi commutano il diagramma seguente dove y a dominio e codomi-
nio opportunamente ristretti ¢ un isomorfismo:

) )

F(gv) n(v) F[x]/(lj _ 1)

Conseguenza diretta della definizione di I ed H sono le seguenti proprietas:

Proprieta 3.2.1. Sia 0 < k <r —1 allora il polinomio
m(v)—1
() j
L’
j=0

¢ il resto della divisione di 2% per M) (x) in F,,.
Dimostrazione. 1 coefficienti del polinomio in questione si trovano sulla colonna
k-esima di T'(*), blocco di T, le cui colonne sono le immagini degli elementi della

base di R, . Alla k-esima colonna del blocco I'™) troviamo z* mod M®)(z).
O

Proprieta 3.2.2. Sia v trasformata di Winograd fra R, ed Q, 4 e sia e, il
v-esimo idempotente minimale di O, 4, allora

L. ker(y")) = (M™)(x))
2. 77 H((en)) = (M) (x))
Dimostrazione. 1l primo punto & una conseguenza immediata della definizione:
ker(Y") = {a(z) | a(z) =0 mod M (z)} = (M) ()

Dimostriamo il secondo punto:

7~ 1((ey)) & ancora un ideale in R, , dato che & controimmagine di un ideale
tramite isomorfismo. La controimmagine del generatore, che genera l'ideale
controimmagine, €

7~ 40,...,0[1,0,...,00,...,0) =?(x)

dove ?(z) & quel polinomio di R,., il cui resto modulo M ) (x) d& come risultato
1 e modulo M () (x) da come risultato 0 per ogni u diverso da v. Pertanto
?(z) = MW(2). O

5Proprieta 2.3 pag. 23 e variante della 1.13 pag. 15 [8].
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3. Trasformata di Winograd

Dimostriamo finalmente che H coincide con I':

Teorema 3.2.1. Sia v elemento dell’insieme delle etichette £, 4, I' ed H de-
finite come sopra, allora per ogni i = 0,...,m(v) —1 e j = 0,...,7, seque
che

Dimostrazione. Ricordiamo inizialmente che per definizione abbiamo
7(a(x)) = a(z) mod M (x)
1 (a(x)) = a(€")

quindi le immagini degli elementi della base, che nella corrispondente rappre-
sentazione dei vettori circolanti determinano le colonne delle matrici di trasfor-
mazione I' e H sono date da

A (k) = 2* mod (M) (x))
n(v)(xk) — gvk
Dall’isomorfismo fra le strutture Pﬁfﬂl) e ng,)q) presentato nel lemma 1.1.1 abbiamo
Va(z) € Reg  9s(v(a(x))) = vo(n" (a()))

dal fatto che i coefficienti di 4(*) (a(z)) coincidono con i coefficienti di (") (a(x))
sulle basi delle rispettive strutture.
In altre parole, dal diagramma seguente

(v)

.9

pv) )

(v) “~—
Pl R

siamo passati alle algebre di vettori circolanti concatenati isomorfe:

m(v)a

Id 5

T.q
Dato che u(®) nel passaggio alla nuova rappresentazione risulta essere 1'i-

dentita, le trasformazioni v¥ ed 7" coincidono e quindi anche le rispettive
trasformazioni lineari H() e T'®) coincidono. O
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8. Trasformata di Winograd

Possiamo riassumere il teorema precedente con un diagramma che contiene
tutti gli isomorfismi che abbiamo utilizzato:

Qr,q
1 v
U
P, R,
sq 7] )q\'lf)Q

C p <

Via ;fz

Ve
g 1d,

A

vZ

Il diagramma degli epimorfismi corrispondenti per v € & risulta essere:

(v)

(v)
5

(v)

7.4
pt) c
m(v),q
Idm(v)
Una conseguenza del teorema precedente e il fatto che
At =Y T k) = Y He k=0,...,m(v) -1
j=0 j=0
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3. Trasformata di Winograd

e quindi (a meno di isomorfismi), dato che H e I' coincidono
SRS i
§=0 §=0

3.3 Proprieta strutturali di I

In questo paragrafo esaminiamo alcune proprieta di I'.

Lemma 3.3.1. Sia

m(v)

(v)( Z a(v) m(v)—

il v-esimo polinomio minimo nella fattorizzazione di ™ — 1 per v appartenente
all’insieme delle etichette. Allora i suoi coefficienti soddisfano I’equazione

@) _ )
;" =L )= m(w)

Dimostrazione. Dalla proprieta 3.2.1 abbiamo che

m(v)—1

m(v) _ (v)

x Z Fj’m(v)xj
§=0

quindi
m(v)—1
™) = Z I‘gq;)n(v) 7 mod MW (z)
j=0

che con una sostituzione opportuna degli indici ci da

m(v)—1
™) = i Ffszv)fj,m(v)xm(”)*j mod M) (x)
§=0
e quindi
m(v)—1
M®)(z) Z Fm(v) i v)xm(v)*a

O

Teorema 3.3.1. Sia v appartenente all’insieme delle etichette .2, 4, allora per
ogni i € {0,1,...,m(v) — 1} seque che

=46, jef{0,1,....,m@) -1} (3.1)

) = Z a)T") . Vnel (3.2)
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8. Trasformata di Winograd

Dimostrazione. Sia & radice primitiva r-esima dell’unita, allora &V & radice di
M®)(z) e soddisfa quindi la relazione di ricorrenza

go(ntl) = (Weon 4 o Wevtn=1) 4 4 () eo(n-m@)H) oy e

m(v)
Considerando I'isomorfismo 7 ed il conseguente epimorfismo 7(*) analogo di 4(*),

si ottiene per j € {0,1,...,r}

n(v) . F[:E]/xr i F(¢v)
m(v)

i=1

Quindi appoggiandoci a questa rappresentazione

m(v)
,r](v)(xn) _ €1m — Z agcv)gv(j—k)
k=1
e dato che (y(")(z")); = Evg e tramite 7 al coefficiente dell’elemento (£20~F)),
della base corrisponde FE,UJL & segue la tesi. O

Corollario 3.3.1. Con le condizioni precedenti

m(v)—1

(v) _ (V) (v)

ap " = Z A Fm(’u)—h,m(v)—k (3-3)
k=0

Dimostrazione. Dal lemma segue che

(v) _ ()

ap " = Fm(v)—h,m(u)

che sostituita nella seconda equazione della tesi del teorema 3.3.1 determina la
tesi cercata. O

11 teorema precedente® mette a disposizione un sistema per definire la matrice
T" per ricorrenza. Possiamo quindi calcolare la matrice senza effettuare divisioni
ma semplicemente applicando le equazioni 3.1 e possiamo osservare che il primo
blocco di dimensione m(v) x m(v) (con righe e colonne sempre numerate par-

tendo da zero) di I' & sempre la matrice identita da Fg? = 0;,; e che il blocco

: S ; () _ 5m(v)  (v)(v)
successivo al primo ¢ un blocco circolante da I'; =372 )7 ay, | P
Terminiamo il paragrafo con un lemma che, oltre a servire nelle dimostrazio-
ni del prossimo paragrafo, avra una interessante conseguenza’ presentata nel

capitolo sulle applicazioni:

Lemma 3.3.2. Sia m(z) polinomio di R,q e sia v € Z, allora m(z) €
(M®™)(z)) se e solo se T mt = 0.

Dimostrazione. Ricordando che

618] pag. 25.
7[8] pag. 33 e successive.
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3. Trasformata di Winograd

1 W (a9) = €9 = Zi";%’)*l I‘z(,})j)fiv per j € Z,.
2. Per H®) matrice dell’epimorfismo n(*) si ha n(”)m(x) = H®m?,
3. H =T per H e I' matrici di trasformazione di n e ~.

allora vale la catena di biimplicazioni:
m(z) € (M®™(z)) se e solo se (M) (z)) divide m(z) se e solo se m(£¥) = 0 se
e solo se n"m(x) = H®m! = 0 se e solo se I®'m? = 0. O

3.4 Matrice inversa A

Indichiamo con A la matrice inversa della matrice di Winograd I'. Possiamo
suddividere A in componenti verticali A®) in modo analogo a quanto fatto per
I

(V)7 Q) — Ry
a(z) mod MW (x) —s b(x)

dove b(x) ¢ il risultato del sistema di congruenze b(z) = a(z) mod M) (z)
ricavato con il teorema cinese dei resti polinomiale.

La matrice di trasformazione corrispondente A(*) & una matrice r x m(v); indi-
(v) v)

~.J ~

cheremo la sua colonna j-esima con A ’. e la sua riga i-esima con AZ(.

;
Presentiamo alcune proprieta che avranno delle applicazioni nella teoria dei
codici correttori:

Proprieta 3.4.1. Sia v € £, ; elemento dell’insieme delle etichette. La prima
colonna di ogni blocco A®W) di A ¢ Uidempotente miminale e, che genera Uideale
minimale

() = (§7m07)

nell’algebra isomorfa R, 4.

Dimostrazione. A & la matrice dell’isomorfismo fra le due strutture isomorfe V;ﬁ
e V; ,, quindi manda idempotenti minimali in idempotenti minimali: I'immagine
tramite A della rappresentazione vettoriale dell’idempotente minimale e, (x) €
(M@ (z)) & un idempotente minimale.

Dobbiamo dimostrare che ad e, corrisponde proprio l'idempotente dell’ideale
(M@ (z)) e non di qualche altro ideale.

Osserviamo che

e, =(0,0,...,0,1,0,...,0) = concat(0,...,0,(1,0,...,0),0,...,0)

che corrisponde al vettore circolante (1,0,...,0) € V;(v) o concatenato in un

vettore di V;"%z alla posizione contrassegnata dall’etichetta v, nel quale tutti gli
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8. Trasformata di Winograd

altri vettori sono nulli. Quindi a meno di isomorfismi sulle algebre V;?; e Rpgq:

0
0

0

—_ r—1

Ael = A (1) %ZAEOx’:a(x)

0 i=0

0
0

per a(z) € R, q polinomio i cui elementi sono definiti dalla prima colonna del
blocco T'(*). Dato che T ¢ la matrice inversa di A, a(x) = a soddisfa la seguente
condizione:

t

t_
l'a" =e,

e considerandone i blocchi, per ogni u € ., u # v, si ottiene

r@at =0

Pertanto dal lemma 3.3.2 segue che a(z) € (M®)(z)) ed essendo un idempotente
primitivo, & proprio quello che genera (M®)(x)) O

Proprieta 3.4.2. L’insieme {A(NU’)O}UE‘;; delle prime colonne di tutti i blocchi
di A costituisce l'insieme di tutti gli idempotenti minimali che generano tutti gli
ideali minimali dell’algebra V;i isomorfa a Ry 4.

Dimostrazione. E una generalizzazione della proprieta precedente: ogni prima

colonna dei blocchi di A & un idempotente minimale in V;,Z;, e dal corollario

2.3.1 segue che ogni idempotente genera un ideale minimale. O

La seguente proprieta fornisce un metodo per costruire in modo ricorrente i

blocchi di A.
Proprieta 3.4.3. Siave £ eje {0,1...,m(v)—1} . La j-esima colonna

del v-esimo blocco di A, indicata con Ag)j e uno shift circolare verso il basso di
j posti di A(NU?O :
(v) \¢ c W)\t _ j (v) \t
(AL)) € Vi (AZ)) =1(0,1,0,...,0)7 x (AT%)
Dimostrazione. Consideriamo la rappresentazione polinomiale di V;%; e I'idem-
potente minimale e, in questa rappresentazione:
d(x) = vy ((AL)))  d(@) € Ry
U (AL

ey ()
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3. Trasformata di Winograd

L’immagine del v-esimo epimorfismo 7¥ di z7e,(z) cioe del j-esimo shift dell’i-
dempotente minimale e, (x) risulta essere

1 (@ e, (x)) =0 (@) (e, () = £7e,(€) € Pry

che rappresenta e, () shiftato di j posti.

La sua immagine tramite wév) nello spazio dei vettori circolanti an(v q ¢ co-
stituita dal vettore che ha 1 al j-esimo posto e tutti gli altri nulli. Anche
considerando la sua immagine al codominio esteso V;%; si ottiene un vettore che
ha 1 al j-esimo posto del blocco v-esimo e zero in tutti gli altri, infatti per
u € £ diverso da v segue che

n(z7e,(z)) =0 Vi=0,...,m(u)—1

Quindi la proprieta vale per tutti gli idempotenti minimali, e dato che ogni
idempotente ¢ somma di idempotenti, per la linearita degli isomorfismi utilizzati,
vale in generale. O

In VP, , ogni shift dellidempotente minimale e, (x) = (1,0,...,0) determi-
na ’elemento successivo della base canonica come spazio vettoriale. A meno di
isomorfismi z7e,(z) = (0,...0,1,0,...,0) dove 'l si trova al j-esimo posto. Le
)

colonne A(Nv ¢
;

per j =0,...,m(v)—1 determinano una base di Vﬁl(v) o Abbiamo
quindi

m(v)—1

Proprieta 3.4.4. L’insieme dei vettori colonna {A(:,)j}j:o determina una

base dell’ideale (M) (z)).

Dimostrazione. La tesi segue da quanto osservato: le colonne A(Nv)j per j =

0,...,m(v) — 1 definiscono una base di Viw)a ed inoltre dalla proﬁ)rieté 34.1

ogni colonna & uno shift dell’idempotente che genera I'ideale minimale (M () (z)).
O

Concludiamo il capitolo proponendo, senza dimostrazione, una formula® che
lega la matrice I' alla sua inversa A:

m(v)—1
1 v
Aij = - Z FEC,])'fiJrk
k=1

Dalle proprieta di questo capitolo abbiamo visto che i blocchi di I" determi-
nano gli ideali e che le prime colonne di A determinano gli idempotenti minimali
di R, 4; questo fatto sara una delle basi delle applicazioni della trasformata di
Winograd alla teoria dei codici correttori proposte nell’ultimo capitolo.

8[8] pag. 28 e successive, oppure usando i risultati del . capitolo 6 di questa tesi ed il
teorema 6.23 di pag 145 di [2].
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Capitolo 4

Codici lineari

La teoria dei codici correttori si basa sulla necessita di trasmettere dei vettori
di informazione attraverso un canale che per motivi tecnici puo alterare parte
del messaggio. In ogni sistema di comunicazione infatti la ricezione puo esse-
re disturbata da segnali di interferenza chiamati genericamente “rumore” che si
sommano all’informazione originariamente trasmessa. Riconoscere che un er-
rore € entrato nel messaggio ricevuto ed eventualmente correggerlo e possibile
utilizzando determinati strumenti algebrici.

In questo capitolo riportiamo le definizioni e i risultati fondamentali della teoria

dei codici lineari utilizzando le notazioni orientate allo sviluppo della terza parte
1

4.1 Codici rivelatori e codici correttori

I messaggi inviati attraverso un sistema di comunicazione sono generalmente
vettori di lunghezza k appartenenti ad uno spazio metrico. Si vedra nel corso
del paragrafo che & conveniente aggiungere a tale spazio la struttura di spazio
vettoriale.

Definizione 4.1.1. Sia F = F, campo finito di ordine p e di cardinalita ¢ = p™.
Linsieme delle r-uple ordinate ad elementi in F definito come

F, = {x= (z0,21,...,7r-1) | z; € F}
e considerato congiuntamente con l’operazione binaria
p:F"xF — R
(x,y) — p(x,y) = {i | 2; # y;}|

e detto spazio delle parole di lunghezza r e soddisfa gli assiomi di spazio
metrico. I suoi elementi sono detti parole ed F, é detto alfabeto dello spazio.
Un qualsiasi sottoinsieme C di F™ ¢é detto codice, mentre i sottospazi vettoriali
sono detti codici lineari.

1 risultati citati compaiono in [2], [18], [4] e [24].
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4.Codici lineari

Definizione 4.1.2. Si definisce distanza minima la piu piccola distanza fra
due parole del codice:

d(C) :== min{p(x,y) | x,y € C}

Il vantaggio principale nel considerare i codici C' come sottospazi vettoriali dello
spazio delle parole, consiste nel poter definire una norma e nel poter esprimere
i codici in modo compatto tramite matrici.

Definizione 4.1.3. Si definisce peso di Hamming di una parola x, la sua
distanza dall’origine, cioé il numero delle sue componenti non nulle.

w(x) = {j [ z; # 0} = p(x,0)

Si verifica che w soddisfa la definizione di norma dello spazio vettoriale F" e dei
suot sottospazi.

1l piu piccolo peso delle parole di un codice é detto peso minimo ed equivale
alla distanza minima.

Si introduce la definizione di rumore, di funzione rivelatore e la pseudo-funzione
correttore.

Definizione 4.1.4. Si definisce rumore un qualsiasi vettore r di F" che viene
sommato alla parola inviata durante la trasmissione. Il livello di rumore ¢ dato
dal suo peso di Hamming e si dice rumore minimo se il suo peso di Hamming
e pari ad 1. Dato un codice C con distanza minima d si definisce rumore
massimo riconoscibile il vettore r di F” tale che suo peso di Haomming equivale
a vd/2., cioé alla parte intera di d/2.

Mentre per ¢ parola di C' si definisce rumore critico di c il vettore r di F” tale
che c+r appartenga a C\ {c}.

Definizione 4.1.5. Dato il codice C' con distanza minima d, la funzione che
associa ad ogni parola dello spazio F" il simbolo 0 se la parola non appartiene
al codice ed il simbolo 1 se la parola vi appartiene & detta funzione rivelatore

r:F"— {0,1}
v—0 if vé¢cC
vi— 1 if vel

Definizione 4.1.6. Dato il codice C' con distanza minima d, la pseudofunzione
che associa ad ogni parola dello spazio F" la parola (o le parole) del codice ad
essa piu vicina € detta funzione correttore

c:F"—C

X+r——X
dove x ¢ una parola del codice ed r é il rumore.

La funzione c & una pseudofunzione se esiste un vettore di F" avente distanza pari
a 1Ld/21 da due parole distinte del codice C'. Sulle definizioni appena enunciate
si basano le prossime di codice rivelatore e codice correttore:
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Definizione 4.1.7. Un codice C con distanza minima d si dice e-rivelatore
se e € il peso massimo del rumore che puo essere sommato ad una parola del
codice, senza che l’immagine del correttore di tale somma risulti essere 1 (cioé
senza che il rumore la trasformi in un’altra parola del codice). In questo caso
e+ 1 é il piu piccolo peso dei rumori critici delle parole del codice.

Definizione 4.1.8. Un codice C con distanza minima d si dice e-correttore
se la funzione c e ben definita per la restrizione del dominio ai vettori di F" del
tipo v = x + r dove x & un vettore di C ed r ha peso di Hamming minore o
uguale ad e.

Presentiamo tre proprieta che mettono in relazione le caratteristiche di un codice
come sottospazio vettoriale alle sue capacita di correggere e rivelare gli errori.

Proprieta 4.1.1. Sia C codice di lunghezza r. C ¢é e-rivelatore se e solo se
d(C)=e+1.

Dimostrazione. Dimostriamo separatamente le due inclusioni.

=) Se per assurdo d(C) < e + 1 allora esistono due vettori del codice x,y, la
cui distanza € minore di e. Quindi C' non puo essere e-rivelatore.

<) Viceversa, siano x € C, r € F” tale che w(r) <e. Allora
p(x,x+71)<e<dC)
=x+r¢C
Se invece w(r) > e + 1 allora
p(x,x+r)>e+1>d(C)
quindi il vettore x 4+ r puo eventualmente appartenere al codice.
O

Proprieta 4.1.2. Sia C codice di lunghezza r. C ¢é e-correttore se e solo se
d(C) =2e+1.

Dimostrazione. Dimostriamo separatamente le due inclusioni.

=) Se C & e-correttore, allora per ogni coppia di parole distinte del codice
x,y e comunque scelti r; ed ro rumori di peso massimo e, x+r; #Zy +rs
cioe la funzione correttore ¢ ancora ben definita, quindi p(x,y) = 2e + 1.

<) Viceversa se d(C') = 2e+ 1 allora comunque scelti x,y € C parole distinte
del codice p(x,y) > 2e + 1. Sia r rumore di peso w(r) < e allora p(x +
r,y) > e+ 1, quindi la funzione correttore ¢ ben definita per il dominio
ristretto a tutti gli elementi del tipo x 4 r.

O
Proprieta 4.1.3. Sia C codice di lunghezza r. C é (d — 1)/24-correttore.
Dimostrazione. Segue dalla proprieta 4.1.2, infatti se d = 2e + 1 allora e =
(d—-1)/2.. O

Se nei casi in cui la funzione rivelatore € ben definita allora la codifica del codice
¢ detta completa. Abbiamo una codifica incompleta quando c¢’¢ una parola
che non appartiene al codice e che puo essere decodificata indifferentemente con
due parole distinte del codice.

65



4.Codici lineari

4.1.1 Codici correttori perfetti e limitazione di Hamming

La metrica nello spazio delle parole F" induce una topologia i cui chiusi sono
definiti da sfere indicate con

Si(x) :={y € F" | p(x,y) < t}

la cui frontiera € una superficie sferica definita da

fr(Si(x)) = oi(x) :={y € F" | p(x,y) =t}

Ciascuna sfera e unione di superfici sferiche concentriche di raggio compreso fra
0 ed il raggio della sfera:

Se(x) = | J 0s(x)
s=0

da cui la cardinalita di una sfera e pari alla somma delle cardinalita delle superfici
sferiche concentriche che lo definiscono, essendo queste fra loro disgiunte

S| = | los ()]
s=0

60 = () ta - 1

15,(3)| = Z ()@

Proprieta 4.1.4. Sia C' codice di lunghezza r. C ¢é e-correttore se e solo se
per ogni coppia di parole distinte del codice x,y, lintersezione fra le due sfere
Se(x),S:(y) é vuota.

Si verifica inoltre che

quindi

Dimostrazione. Dalla proprieta 4.1.2 C' & e correttore se e solo se d(C) = 2e+1,
allora segue

d(C)=2e+1 <= Vx,yeC,x#y px,y)>2e+1
= S (x)NS.(x)=10

O

Sono stati appena visti alcuni vincoli per una scelta della distanza minima d
ottimale, che possono essere formalizzati nella seguente

Proprieta 4.1.5. Sia C codice con distanza minima d pari, allora C é un codice
(d/2 — 1)-correttore ed ¢ un codice d/2-rivelatore

Dimostrazione. Sia r € F" tale che w(r) = d/2, allora per ogni x parola del
codice si ha che x+r € Sg/2(x), ma contemporaneamente puo esistere y € C tale
che x +r € Sg/2(y) senza contraddizioni dato che p(x,y) > d/2+d/2=d. O
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Considerando lo spazio delle parole, se esiste un raggio ed un insieme di centri
tali che le sfere siano disgiunte e che non ci siano parole che non appartengano
ad alcuna di queste sfere, allora i centri costituiscono un codice nello spazio delle
parole di tipo particolare.

Definizione 4.1.9. Dato un codice C' e-correttore, si definisce insieme dei
punti di difetto

set(6c) =F"\ [ J Se(x)

xeC

e st definisce difetto il numero

sc = [F"| - | | S.(0)]

xeC
= ‘{y S | y ¢ UXECSS(X)H

Definizione 4.1.10. Un codice C' e-correttore si dice perfetto se la famiglia
di sfere {S.(x)}xec costituisce una partizione di F", cioé se il suo difetto é pari
a zero.

Dalle considerazioni sulla cardinalita delle sfere segue la dimostrazione del pros-
simo teorema, detto teorema di limitazione di Hamming

Teorema 4.1.1. Sia C codice e-correttore di lunghezza r definito sull’alfabeto
F =T, allora

|Cl]Se(x)] < [F"]

per x generico elemento di C'.
Se il codice C' ¢ perfetto vale allora

|ClISe(x)] = [F"|

La tesi puo essere riformulata come:

mé (a-v<a

Tre conseguenze del teorema di limitazione di Hamming sono

Corollario 4.1.1. 1l codice e-correttore C' di lunghezza v € perfetto se
|Se(x)| | |E"|
o equivalentemente

S (a-vrie

s=0

Corollario 4.1.2. 1l codice 1-correttore C' di lunghezza r e perfetto se

(I+rlg-1) ¢

Corollario 4.1.3. Non esistono codici 1-correttori perfetti di lunghezza pari.
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4.1.2 (r,k)-codici e limitazione di Singleton

Presentiamo un ulteriore limite alla progettazione di codici correttori lineari,
detto limitazione di Singleton. Il seguente teorema € un primo passo che conduce
alla definizione di posti di informazione, che sara cruciale nei prossimi capitoli.

Teorema 4.1.2. Sia C' codice di lunghezza r e distanza minima d, allora
] < g7+
Dimostrazione. Segue da
Clg*~t < |F7|
O

Dal teorema precedente ¢ possibile assegnare k < r — d + 1 posti di ogni parola
del codice che la determinano univocamente.

Definizione 4.1.11. Sia C codice di lunghezza r e distanza minima d. Fissati
k < r—d+1 interi positivi compresi fra 1 ed r ed indicati con ji,...Jk, Si
dicono posti di informazione se comunque scelta una k-upla (y1,...,yx) ad
elementi in F, esiste una ed una sola parola di C tale che nel posto j; compaia
y; per ogni i compreso fra 1 e k. I posti che non sono di informazione sono
detti di ridondanza.

Nel processo di codifica quindi ogni messaggio, inteso come sequenza di lettere,
viene suddiviso in vettori di lunghezza k e ad ogni vettore vengono aggiunti r —k
simboli di ridondanza. Il rapporto r/k viene chiamato tasso di informazione.

Definizione 4.1.12. Un codice C' di lunghezza v avente k posti di informazione
st dice (r,k)-codice. Se é necessario specificare anche la distanza minima d, il
codice C sara detto (r, k,d)-codice.

La tesi del seguente teorema e nota come limitazione di Singleton:
Teorema 4.1.3. Sia C un (r, k,d)-codice, allora d <r —k+1

Dimostrazione. Per la corrispondenza fra le parole del codice e i vettori di lun-
ghezza k definita per gli (r, k)-codici segue che |C| = ¢¥, mentre dal teorema
segue che |C] = ¢" 4+ O

Definizione 4.1.13. Un (r,k)-codice C ¢é detto a massima distanza sepa-

rabile (o MDS) se comunque scelti k posti di un qualsiasi vettore del codice,
questi sono di informazione.

4.2 Matrice generatrice e matrice di controllo
Utilizzando il fatto che i codici lineari sono in particolare dei sottospazi vetto-
riali, possiamo scrivere gli elementi di un codice dalla matrice di passaggio dallo

spazio F" al sottospazio C.
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Sia {b;}I_; base di F" e sia {e;}¥_; base di C, allora & noto che ogni vettore b,
puo essere scritto come combinazione lineare dei e;:

r
bi: E aijej
J=1

A tale sistema corrisponde la matrice di caratteristica k, indicata con G e detta
matrice generatrice del codice C

aip -0 Qg ot Qlp

a21 .. a2k DR a’27‘
G =

akl DR a‘k}k DR akT

In questo caso il codice C & detto generato da G. Utilizzando i risultati del-
I'algebra lineare 2 & possibile scrivere la matrice G in modo tale che le prime k
colonne coincidano con le prime k colonne della matrice identita k x k:

G=(|E)

In questa forma G & detta in forma standard. Risulta immediato il rapporto
fra gli (r, k)-codici sopra definiti ed i codici lineari:

Teorema 4.2.1. Ogni matrice kxr di caratteristica k definisce un (r, k)-codice.

Dimostrazione. Ad ogni matrice corrisponde infatti un sottospazio di dimensio-
ne k dello spazio delle parole rispetto a delle basi fissate. Tutte le combinazioni
lineari degli elementi della base del sottospazio sono vettori di un sottospazio
k-dimensionale che ¢ quindi un (r, k)-codice. O

Dato che esistono matrici generatrici diverse che definiscono lo stesso sottospazio
vettoriale, non c¢’¢ una corrispondenza biunivoca fra le matrici k& x r di caratte-
ristica k ed i codici lineari. I codici lineari equivalenti saranno approfonditi nei
prossimi paragrafi.

Fra i vantaggi della rappresentazione matriciale si annovera un modo rapido per
capire (e per costruire) codici a massima distanza separabile.

Teorema 4.2.2. 3 Un codice lineare C k-dimensionale é un MDS se e solo se
ogni minore di ordine k di una matrice generatrice del codice é non nullo.

Dimostrazione. Dimostriamo il risultato per doppia inclusione:

=) C & MDS se k posti qualsiasi sono di informazione. Se per assurdo la
matrice generatrice di C' avesse un minore di ordine k£ nullo, i vettori di
tale matrice non sarebbero linearmente indipendenti e due parole diverse
di lunghezza k private dei simboli di ridondanza coinciderebbero.

<) Per contrapposizione: sia C' codice avente G matrice generatrice che pos-
siede un minore nullo di ordine k. Allora esistono almeno due parole di-
verse che private dei simboli di ridondanza risultano essere uguali. Quindi
C non ¢ un codice MDS.

2Ad esempio con una generalizzazione di pag. 99 [28].
3]2] pag. 131, teorema 6.9.
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O

Si pone ora il problema di cercare un modo computazionalmente efficiente
per determinare se una parola dello spazio F" appartiene ad un dato codice
lineare C'. Per tale scopo € necessario introdurre i codici duali definiti sull’usuale
prodotto scalare fra vettori:

Definizione 4.2.1. Sia un codice lineare C di F" si definisce spazio ortogo-
nale linsieme

Ct:={x|x-c=0 YceC}

che & a sua volta un sottospazio vettoriale di F" detto codice ortogonale (o
codice duale).

Dato che sui campi finiti possono esserci vettori isotropi, C' e C+ possono avere
in comune vettori diversi dal vettore nullo. Nel caso in cui C = C+ allora C
¢ detto codice autoduale; gli unici codici autoduali possibili sono quelli in cui
k = n/2. 1l fatto che il codice ortogonale sia un sottospazio vettoriale di F",
porta alla seguente

Definizione 4.2.2. Sia C (n, k)-codice lineare, allora la matrice generatrice del
codice ortogonale ¢ detta matrice di controllo ed ¢ indicata con H.

I prossimi teoremi stabiliscono un modo per determinare I'appartenenza di una
parola ad un codice tramite la matrice di controllo.

Teorema 4.2.3. Sia C (n, k)-codice lineare generato dalla matrice G.
Allora

x€Ct = Gx' =0
Dimostrazione. Dimosrtiamo per doppia inclusione:

=) Sia x € C* allora x ¢ ortogonale ad ogni parola di C, quinde a maggior
ragione e ortogonale alle parole di ogni base di C, anche della base i cui
vettori costituiscono la matrice G: Gx! = 0.

<) Viceversa se Gx! = 0f, allora x & ortogonale a una scelta di vettori
{eo,...,e,—1} base di C. Dato che ogni parola del codice ¢ definita come
combinazione lineare ¢ = \peg + -+ + Ar._1€,_1 allora

X-C=X- ()\oe0+-~-+)\r_1eT_1)
=Xo(x-€)+ -+ A\_1(x-e_1)
=0

Da cui segue che x & ortogonale ad ogni parola di C' ed appartiene quindi
al codice duale.

O

Corollario 4.2.1. Se C (n,k)-codice lineare allora C+ & un (r,r — k)-codice
lineare e la sua matrice generatrice é di dimensione (r — k) X r.
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Dimostrazione. Dal teorema precedente i vettori x = (x1,...,2,) di C* sono
vettori di IE‘; ortogonali ai vettori di una base di C. Sia {eg...e} tale base,
allora x appartiene a C* se le sue componenti soddisfano il sistema

(ei)jszo V’L:l,7k Vj:].,...77’

Tale sistema possiede esattamente n — k soluzioni linearmente indipendenti, che
costituiscono una base per C*. O

Teorema 4.2.4. Sia C (n, k)-codice lineare generato dalla matrice G ed avente
H come matrice di controllo.
Allora

xe(C < Hx!'=0'

Dimostrazione. x € C se ¢ solo se x - ¢+ = 0 Vet € C+. Ma questo accade
in particolare per tutti i vettori della base che costituiscono le righe di H, e
viceversa se accade per tuttii vettori della base accade per ogni altro vettore. [J

Risulta quindi essere di importanza cruciale il valore di Hx! che prende il nome
di sindrome del vettore x € F". E possibile ricavare la matrice di controllo H
costruendola a partire dalla matrice generatrice GG, utilizzando il seguente

Teorema 4.2.5 (di correlazione fra G ed H). Sia C (r,k)-codice lineare di
matrice generatrice G scritta in forma standard come G = (I, | E), allora la
matrice di controllo risulta essere H = (—E' | I,,_y).

Dimostrazione. Se G, rispetto alla base standard di Fj, e alla base {eg...e di
C, e data da

10 0] eikr1 -+ €1 k41

0 1 0] erkr1 -+ €1 k41
G =

0 0 - 1|ehyr -+ €11

allora un vettore x & una parola del codice C se e solo se

I 0
10 O|erksr -+ €1kt : :
0 1 Ofeéerkrr -+ e€1ks1 Tk 0
: : : : Thy1 0
O O PPN 1 el,k-’rl PN 61,k+1 :

T, 0

che ha esattamente n — k soluzioni linearmente indipendenti. Queste possono
essere costuite assegnando ai vetttori (r—k)-dimensionali delle incognite i vettori
della base standard di F;"*k per ottenere una matrice generatrice dello spazio
duale della forma H = (7 | I,—k).

Tali soluzioni sono date da

(—617k+1, —627k+1, ceey —€k7k+1, 1, O, cey 0)
(_el,k+2a —€2,k+25- -5 TCkk+2, 07 1) CER) 0)
(_61,7“7 _62,7"; ceey _ek,rv 07 07 ceey ]-)

71



4.Codici lineari

e consentono di ricavare i vettori che occupano lo spazio che avevamo indicato
con 7:

—€1k+1 —€2k+1 .- —€k,k+1 1 0 ... 0
—€1k+2 —€2k4+2 .- —€k,k+2 0o 1 ... 0
H= . .
—€lktr —€2k4r --- —Chk+r |0 0 ... 1
da cui risulta la tesi. O

4.2.1 Codici lineari equivalenti

Come gia accennato due sottospazi vettoriali isomorfi possono essere generati da
basi diverse, quindi serve un criterio per distinguere i codici isomorfi da quelli
non isomorfi.

Definizione 4.2.3. Due codici lineari si dicono equivalenti se é possibile otte-
nere tutte le parole di uno a partire dall’altro, applicando una successione delle

sequenti operazioni

1. Permutare la posizione di due elementi delle parole.

2. Moltiplicare le lettere di una posizione all’interno di ogni parola per una
lettera non nulla.

Essendo possibile applicare alla matrice G delle trasformazioni elementari che
modificano gli elementi delle righe e delle colonne della matrice senza cambiare
il sottospazio da essa generato, a meno di permutazioni sugli elementi di ogni
vettore che vi appartiene, segue la dimostrazione della
Proprieta 4.2.1. Due codici lineari C e C' sono detti equivalenti, se & possibile
ottenere la matrice generatrice G di C dalla matrice generatrice G'di C tramite
una sequenza di trasformazioni elementari dei sequenti tipi:

1. Scambiare due Tighe.

2. Moltiplicare gli elementi di una riga per un elemento non nullo in F.

3. Scambiare due colonne.

4. Moltiplicare gli elementi di una colonna per un elemento non nullo in F.

4.3 Codifica e decodifica nei codici lineari

Esistono dei procedimenti standard per la codifica e la decodifica dei codici
lineari che possono essere “raffinati”per codici particolari. In questa sezione
sono presentati un metodo di codifica ed un metodo di decodifica validi per
qualsiasi codice lineare.
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4.3.1 Codifica tramite matrice generatrice

Codificare un messaggio di un (r, k)-codice significa associare tramite un algo-
ritmo ad ogni parola di F* una parola di F". La matrice generatrice G del codice
determina un modo computazionalmente efficiente per effettuare la codifica: sia
m € F¥ messaggio da codificare, allora m viene codificato nella parola del codice
¢ mediante il prodotto:

all PRI alk .« .. alr

a21 PR a2k PR a2’,‘
c =mG = (mqy,ma, ... myg)

a/kl PRI akk P ak;'r'

E quindi la parola del codice ¢ generata dal messaggio m risulta avere compo-
nenti:

C1 = mie11 +maeo1 + - + Mgep
Co = Mae12 + Maeog + -+ + Mpeg2

Ccr = miei, +moeor + -+ + mrep,

Il procedimento descritto associa ad ogni messaggio una ed una sola parola,
infatti per definizione di G messaggi diversi diventano parole diverse tramite il
prodotto per G.

Se la matrice generatrice ¢ in forma standard allora il messaggio m =
(m1,ma,...my) viene trasformato tramite prodotto con G = (I}, | E) nel vet-
tore m = (my, ... Mg, Ckt1, .- .,¢r) dove le lettere cg41,..., ¢, sono i simboli di
controllo.

4.3.2 Decodifica con la sindrome

Per la decodifica ¢ utile considerare un (r, k)-codice lineare C' come un sotto-
gruppo abeliano di ordine ¢¥ di F" oltre che come sottospazio vettoriale; in
questo modo il sottogruppo C' determina la partizione del gruppo F" in late-
rali Cj. Se viene trasmessa la parola codificata x e viene ricevuta la parola
y = X + e, allora I'errore ¢ un elemento dello stesso laterale a cui appartiene il
vettore ricevuto:

Teorema 4.3.1. Sia C un (r,k)-codice, sia x € C parola codificata ed inviata
ed y = x + e parola ricevuta con l’errore e, allora 'y appartiene al laterale C;
che ¢é lo stesso laterale al quale appartiene anche e.

Dimostrazione. Dato che i laterali formano una partizione, esiste sempre un
laterale C; al quale la parola trasmessa y appartiene. Cio¢ y = aj + ¢ dove aj
¢ il leader di C}, cio¢ I’elemento del laterale di peso minimo e ¢ ¢ una parola
del codice C, allora

e=y—-x=a+c—x=aj+c

dove ¢’ € C, da cui segue che e € Cj. O
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Basandosi su questa idea ed assumendo che ’errore sia di peso minore del rumore
di peso massimo riconoscibile il decodificatore che riceve y individua come errore
il leader del laterale di y: e = aj. Determina quindi la parola corretta come
Yy — aj, che ¢ la parola del codice pil vicina alla parola trasmessa:

Teorema 4.3.2. Sia C un (r, k)-codice, sia y € C; laterale di C' avente leader
a;. Allora

p(y,y —a;) <p(y,c) VeeCl

Dimostrazione. Utilizzando la notazione y = a; + ¢’ dove a; ¢ il leader di C; e
¢’ & una parola del codice C segue che

p(y.c) = plaj +¢',c) = w(a; + ¢’ — ') = w(a)

Cioé p(y,c’) = w(aj).
Inoltre per ogni parola ¢ appartenente al codice C

p(y,c) = p(aj + C/a c) = w(aj +c - c)

Cioé w(aj +c’ —c) = p(y, c).
La tesi segue allora dal fatto che

w(a;) < w(a; + ¢ —c)

che & una conseguenza della definizione di leader e dal fatto che aj + ¢’ —c €
C;. O

Il metodo che abbiamo appena esposto per la decodifica di un codice lineare
non sfrutta la struttura matriciale del codice. Esiste infatti una procedura piu
efficiente, conseguenza del fatto che 'appartenenza di un vettore x € F” ad un
laterale di C' & determinato univocamente dalla sua sindrome Hx"' (dove H & la
matrice di controllo).

Teorema 4.3.3. Sia C codice lineare di lunghezza v generato dalla matrice G
e di matrice di controllo H. Due vettori x,y € F" appartengono allo stesso
laterale di C se e solo se hanno la stessa sindrome.

Dimostrazione. 1 vettori x ed y hanno la stessa sindrome se e solo se Hx! =
Hy?, ciot se e solo se H(x —y)! = 0. Dal teorema 4.2.4 H(x —y)* = 0 se e solo
se x —y € C quindi se e solo se x ed y appartengono ad uno stesso laterale di
C. O

Dal momento che la sindrome di un vettore appartenente al laterale C; equivale
alla sindrome del leader a; di tale laterale, si ha una corrispondenza biunivoca
fra i leader dei laterali e la loro sindrome. Si delinea quindi un algoritmo di
decodifica suddiviso in 3 passi da applicare al vettore y ricevuto nota H:

1. Si calcola la sindrome s = Hy?, che & uguale a quella del leader del laterale
al quale y appartiene.

2. Si determina il leader a; avente sindrome s.

3. Si decodifica y con la parola x =y — a;.
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4.4 Limitazione di Gilbert-Varshamov per i co-
dici lineari binari

Dai limiti di Hamming e di Singleton sono determinate delle caratteristiche sui
parametri del codice, ma non & garantita l’esistenza di un codice avente tali pa-
rametri. Il problema generale dell’esistenza non & affrontato in questa tesi e per
una soluzione generale si rimanda alla bibliografia. Pero se il codice ¢ lineare e
binario (cioe definito sull’alfabeto GF(2)) allora un modo per risolvere la que-
stione e quella di fornire una condizione di esistenza della matrice di controllo,
la quale determina (non univocamente) il codice.

Il teorema che presentiamo, la cui tesi ¢ nota come limitazione di Gilbert-
Varshamov, procede in tale direzione.

Teorema 4.4.1. Un (r, k)-codice lineare binario C con distanza minima d esiste
se ¢ verificata la disuguaglianza

d

()

0

<

Dimostrazione. Dimostriamo una tesi equivalente: esiste una matrice di con-
trollo H di dimensione (r — k) x r tale che d — 1 sue colonne siano linearmente
indipendenti.

Come prima colonna possiamo considerare una qualsiasi non nulla, come se-
conda possiamo considerare un’altra colonna non nulla ed indipendente dalla
prima, fino ad arrivare ad avere ;7 < r — 1 colonne tali che siano linearmente
indipendenti da qualsiasi d — 2 colonne scelte precedentemente. Possiamo ag-
giungere una (j + 1)-esima colonna linearmente indipendente con d — 2 qualsiasi

delle precedenti se
j ] o .7 r—k _
(D) () ++ (0 y) <z

infatti la possibilita di scegliere un vettore linearmente indipendente da un in-
siseme di d — 2 puo essere sempre fatta se la somma delle scelte possibili dei
vettori precedente € inferiore al numero dei possibili vettori non nulli (r — k)-
dimensionali. Procedendo su j fino alla (r —1)-esima si ha che d—1 delle colonne
di H sono linearmente indipendenti se vale la tesi. O]

Esempio 4.4.1. Esiste un (9,2)-codice avente distanza minima 5, ma non
esiste a distanza minima 6. Infatti

3
8
> ( > =93 <27
i=0 M
mentre
4
8
> ( > =163 > 27
=0
Il teorema precedente puo essere generalizzato al caso in cui il codice non

sia binario, ma sia definito sull’alfabeto IFy.
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Corollario 4.4.1. Un (7, k)-codice lineare C' definito suF, con distanza minima
d esiste se ¢ verificata la disuguaglianza

dZQm -1y (T B 1) <qF

=0 J

Dimostrazione. Segue dal teorema precedente e dal fatto che & possibile scegliere
un insieme di d — 2 colonne linearmente indipendenti da un insieme di j colonne
ad un alfabeto di ordine ¢ se

(q—l)@+(q—1)2@+---+<q—1>d‘2<dj2) <¢ Tt -1
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Capitolo 5
Codici ciclici

I codici ciclici costituiscono una importante sottoclasse dei codici lineari, con
una codifica ed una decodifica particolarmente efficienti. L’idea alla base &
quella di poter utilizzare la teoria dei campi finiti sullo spazio delle parole del
codice, che in tal modo diventa oltre che spazio vettoriale, anche campo dotato di
rappresentazione polinomiale, ed in particolare anello i cui ideali ed idempotenti
che abbiamo gia introdotto giocano un ruolo essenziale.

5.1 Introduzione

Sia " spazio vettoriale r-dimensionale sul campo finito F di ordine ¢ = p™ per
p primo ed (r,q) = 1, affinché nella decomposizione di " — 1 tutti i polinomi
irriducibili abbiamo molteplicita 1.

Definizione 5.1.1. Un codice lineare C' di lunghezza r (cioé sottospazio vetto-
riale di ") si dice ciclico se é chiuso rispetto alla permutazione ciclica dei suoi
elementt verso destra:

c=(co,c1,...,61) € C = (cro1,C0,...,cr—2) €C

I codici ciclici possono essere rappresentati utilizzando le algebre viste nel primo
capitolo; potremmo considerare C' come sottospazio vettoriale di F” i cui vettori
sono chiusi rispetto allo shifter nel prodotto di convoluzione (¢ & una parola del
codice allora anche (0,1,0,...,0) ¥ ¢ & una parola del codice). Ma possiamo
anche considerarli come sottospazi vettoriali di R, 4 chiusi rispetto al prodotto
per z (se f(z) ¢ una parola del codice allora anche zf(x) ¢ una parola del
codice).

Una caratterizzazione algebrica che permette di sfruttare quanto visto sulla
struttura R, , e data dal seguente teorema:

Teorema 5.1.1. Un codice lineare C' di lunghezza v sull’alfabeto Fy ¢é ciclico se
e solo se ¢ un ideale di R, 4.

Dimostrazione. =) Sia C codice ciclico di R, 4: se c¢(z) € una parola di C
allora anche z¥c(z) & una parola di C' comunque scelto k. Per linearita
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tutte le combinazioni lineari di #¥c(z) sono elementi del codice:
oc(z) + Mzte(@) + -+ N2 Le(z) =
=Moo+ Mzt -+ N _12" He(x) e C
Quindi ogni polinomio della forma f(x)c(z) € un elemento di C.

<) Sia C ideale di R, 4. Se c¢(z) & una parola di C segue che f(z)c(x) € C
comunque scelto f(z) € R, 4. Quindi a fortiori

ze(z) € C

Pertanto C' & un codice lineare.
O

Abbiamo stabilito che i codici ciclici sono ideali di R, 4; li indicheremo con
a,b,c,...

5.2 Polinomi generatori

Correndo il rischio di essere ripetitivi riformuliamo alcuni teoremi del capitolo
1 nella teoria dei codici correttori.

Teorema 5.2.1. Sia a codice ciclico di lunghezza r, allora ogni elemento f(x)
di tale codice puo essere scritto come f(x) = g(x)a(x) per qualche g(x) e per
a(x) polinomio monico di grado minimo fissato in a.

Dimostrazione. Sia per assurdo f(z) € a ed f(z) non multiplo di a(z). Segue
che

f(x) = q()a(z) + r(z)

dove il grado di r(z) ¢ positivo e minore del grado di a ed r(z) = f(x) —
q(z)a(z) € a. Ma questo ¢ in contraddizione con il fatto che a(zx) ha grado
minimo, pertanto a = (a(z)). O

Abbiamo quindi ritrovato una conferma del fatto che R, , € un anello a ideali
principali, cioe ogni ideale e quindi ogni codice lineare puo essere identificato
semplicemente dal polinomio che lo genera. Per descrivere un codice ciclico
quindi non ¢ necessario fornire la matrice generatrice come nel caso dei codici
lineari, ma e sufficiente indicare un determinato polinomio.

Definizione 5.2.1. Dato a codice ciclico, un polinomio monico e di grado mini-
mo in a ¢ detto polinomio generatore. Fsso genera a come ideale nell’anello
Rrq-

Ripetiamo tre proprieta che definiscono i polinomi generatori di un codice ciclico,
formulate e dimostrate nei teoremi 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3.

Teorema 5.2.2. Sia a ideale di R, = F[x]/xr 1 cioé codice ciclico di

dimensione r. Allora

1. Se a(x) é polinomio generatore di a allora é un divisore di " — 1.
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2. Se a(x) é un divisore monico di " — 1 allora genera il codice ciclico a,
cioé

C={f(@)c(z) | f(z) € Rrq}

8. Esiste quindi una corrispondenza biunivoca fra i codici ciclici ed i divisori
di x" — 1.

Possiamo individuare tutti i codici ciclici presenti nella struttura R, ; valutando
la fattorizzazione di 2" — 1. Ogni fattore irriducibile di 2" — 1 genera quindi
un codice ciclico, ma anche ogni prodotto di una scelta di tali fattori genera un
codice ciclico essendo ancora un fattore di " — 1. La seguente definizione ha lo
scopo di sottolineare tale distinzione:

Definizione 5.2.2. [ codici ciclici di R, 4 generali dai fattori irriducibili di
z" —1 sono detti codici primitivi, mentre quelli generati dal prodotto di almeno
due dei fattori irriducibili non triviali sono detti codici composti.

Dal corollario 2.2.2 segue che

Corollario 5.2.1. Sia h il numero dei fattori irriducibili di x™ — 1, allora i
codici ciclici in R, 4 sono oh.

Se si vogliono escludere i codici generati dai divisori banali 1 ed " — 1, che
sono inutili nella pratica essendo rispettivamente i sottospazi impropri R, 4 € 0,
allora R, , possiede 2" —2 codici ciclici non banali. Fin ora abbiamo dimostrato
che ogni codice ciclico di lunghezza r ¢ un ideale di R, 4 univocamente determi-
nato da un polinomio particolare, detto polinomio generatore, costruito come
prodotto dei divisori irriducibili di " — 1. Rimane da dimostrare che anche
ogni parola di un codice ciclico ¢ univocamente determinata come prodotto di
un polinomio per il polinomio generatore.

Teorema 5.2.3. Sia a codice ciclico di lunghezza r generato dal polinomio
monico a(x) di grado r — k, allora ogni parola di a puo essere rappresentata in
modo unico come il prodotto f(x)a(z), per f(z) € Ry 4 di grado minore o uguale
ak—1.

Dimostrazione. Per definizione di codice ciclico ogni parola ¢ un elemento del-
lideale a quindi ¢ in particolare della forma f(z)a(x). La dimostrazione &
suddivisa in due parti:

e Se deg(f(x)) < k —1 e la parola del codice ¢(x) pud essere rappresentata
con due scritture equivalenti

t(x) = f(z)a(z) = g(x)a(z)

allora f(z)a(z) ha grado minore ad r ed (f(x) — g(x))a(z) = 0 modulo
2" — 1. Quindi f(z) = g(x).

e Se deg(f(xz)) > k allora il caso & meno immediato del precedente conside-
rando la struttura di R. Sia t(z) = f(z)a(z) polinomio che quozientato
per " —1 rappresenta una parola del codice a. Dato che deg(f(x)a(z)) > r
si considera divisione di ¢(z) per z" — 1

q(z) (2" = 1) +r(z)

=
8
~—
I
=
8
S~—"
2
8
~—"
I



5.Codici ciclici

dove 7(z) & nullo oppure ha grado minore o uguale ad » — 1. Ma a(x) &
un divisore di " — 1 quindi dall’equazione precedente a(z) divide r(z):
r(z) = s(z)a(z)

dove il grado di s(z) € minore o uguale a k — 1. Si puo dunque scrivere

t(z) = f(x)a(z) = q(z)(@" — 1) + s(z)a(z)

che in R diventa t(z) = s(x)a(z) e dal caso precedente s(x) & unicamente
determinato, avendo grado minore o uguale a k — 1.

O

5.3 Matrice generatrice di un codice ciclico

I codici ciclici sono in particolare codici lineari, quindi si possono applicare i
metodi di codifica e di decodifica presentati nel capitolo precedente. Per poter
applicare tali metodi e pero necessario risalire alla matrice generatrice dal poli-
nomio generatore del codice. In questo paragrafo, continuando a seguire [2], si
presentano due metodi per determinare la matrice cercata.

Il primo metodo ¢ conseguenza del corollario 2.2.4:

Teorema 5.3.1. Sia a codice ciclico di lunghezza T, generato dal polinomio
monico a(x) di grado r — k

a(z) = ap + arzt + g qa” FT gk

Allora una possibile matrice generatrice del codice a é data da

ag ai Ay —f—1 1 0 0

0 ap al e Ap_f—1 1 e 0
G =

0 0 ag al Ay _f—1 1

Oltre a fornire la matrice generatrice e quindi a consentire I’applicazione dei
metodi di codifica e di decodifica, il teorema precedente afferma che i codici
ciclici generati da un polinomio di grado r — k sono (r, k)-codici.

Il secondo metodo per determinare la matrice generatrice di un codice ciclico
a partire dal polinomio generatore a(x) utilizza i resti delle divisioni dei polinomi
27 per a(x). Se il grado del polinomio generatore & uguale ad r — k allora dalle
divisioni

2l = g;(v)a(z) +rj(z) j=r—k,...,r—1

si ottengono k resti nulli o di grado minore di r — k

r—k

1 2 :
ri(x) =roj+rix Frort 4 reg j=r—k,...,r—1

. . . . ; r—1 . . . .
Considerando i polinomi {2’ — r;(z)};Z,_; come le righe dei una matrice G, si

ottiene

—To,r—k —Tlr—k e —Tr—k—1,r—k 1 0 e 0
—Tor—k+1 ~—Tlr—k+l --- ~—Tr—k—1r-k+1 O 1 ... 0

G = . .
—T0,r—1 —T1,r—1 [N —Tr—k—1,r—1 0 ... 0 1
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Rimane da dimostrare che G ¢ effettivamente una matrice generatrice del codice
a:

Teorema 5.3.2. La matrice G precedentemente definita ¢ una matrice genera-
trice del codice a.

Dimostrazione. Le righe sono parole del codice e la matrice G ha caratteristica k,
dato che contiene la matrice identita, quindi i vettori corrispondenti ai polinomi
{z7 —rj(x) ;;i_  sono linearmente indipendenti e sono generatori del codice

a. O

5.4 Polinomi e matrici di controllo

Oltre al polinomio ed alla matrice generatrice, si puo associare ad un codice
ciclico un polinomio ed una matrice di controllo. Per questo scopo si utilizzera
la proprieta che il polinomio generatore a(z) ¢ un divisore di " — 1.

Definizione 5.4.1. Sia a codice ciclico di dimensione r generato dal polinomio
a(z) di grado r — k. Il polinomio monico h(x) di grado k tale che a(x)h(z) =
z" — 1 ¢ detto polinomio di controllo del codice a.

11 polinomio di controllo, gia introdotto precedentemente con la notazione a(z),
stabilisce un criterio di appartenenza di una parola ad un codice in modo analogo
alla sindrome nei codici lineari:

Teorema 5.4.1. Sia a codice ciclico di dimensione r generato dal polinomio
a(z) ed avente polinomio di controllo h(x). Allora la parola t(x) appartiene al
codice a se e solo se t(x)h(x) =0 in R

Dimostrazione. =) Se t(z) & una parola di a allora pud essere scritto come
t(z) = f(x)a(x) per qualche f(z) € R. Moltiplicando ambo i membri per
il polinomio di controllo si ottiene la tesi:

t(z)h(z) = t(x)a(z)h(z) =0 € R

<) Se t(x)h(z) = 0 allora in F[x]
t(x)h(z) = q(z)(’ = 1) = g(z)a(z)h(z) € Flz]

Dividendo primo ed ultimo membro per h(x) si ottiene la tesi.
O

11 polinomio di controllo A(x) di un codice a non & in generale un generatore
del codice duale a*, dal fatto che se a(z)h(x) = 0 allora non necessariamente i
vettori associati ai polinomi a(x) ed h(z) sono ortogonali. Pero i coefficienti di
h(z) ed il polinomio che genera a' non sono del tutto scorrelati:

Teorema 5.4.2. Sia a un (r,r — k)-codice ciclico generato da (z), ed avente
come polinomio di controllo

h(z) = ho + hiz' + - 4 hp_q2® "t 4+ 2P
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Allora la matrice

1 hi_1 h1 ho 0 0

0 1 hi_1 h1 ho 0
H =

0 0 1 hp_1 hi  ho

e una matrice di controllo per a.
Inoltre il polinomio reciproco di h(x), dato da

h(ﬂc)L =1+ hp_12" + -+ "' + hoz”
genera il codice duale a™.

Dimostrazione. Dal teorema 5.4.1 una parola a(z) € in a = (h(x)) se e solo
se a(x)h(z) =0 mod 2" — 1 cioe se e solo se tutti i coefficienti del polinomio
prodotto sono nulli. Questo accade se e solo se, per 1 = hy, valgono le equazioni

k
Z ajhk,j =0
j=0
k
D ajrihi—; =0
j=0

k
E CLjJrQhk,j =0
7=0

k
> ajsr—i—thy—j; =0

=0

che equivale al prodotto

Quindi le righe di H sono ortogonali a a e sono quindi parole del duale di a.

La seconda parte del teorema segue dal fatto che, per 2.1.6 h(z)* & un divisore
di 2" —1 e che dal teorema 5.3.1 H & una matrice generatrice del codice (h(z)")
quindi & di controllo di a e generatrice di a'. O

)

5.5 Codifica e decodifica dei codici ciclici

Dal fatto che i codici ciclici sono particolari codici lineari, la codifica e la deco-
difica possono avvenire tramite i sistemi introdotti nel capitolo precedente. Ha
senso chiedersi pero se ci sono dei metodi di codifica e decodifica che permettano
di sfruttare la struttura algebrica di cui i codici ciclici sono dotati.
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Sia a <R, 4 un (r, k)-codice ciclico generato dal polinomio a(z). Allora una co-
difica standard del messaggio m nella rappresentazione polinomiale m(x), pud
essere data direttamente dalla moltiplicazione per a(z), infatti a(z)m(x) equi-
vale al prodotto Gm?® per G matrice generatrice del codice. La decodifica invece
puo variare a seconda della tipologia di codice ciclico in questione (BCH, Reed-
Solomon...). Nel prossimo paragrafo presentiamo i codici BCH con la decodifica
Peterson-Gorenstein-Zierler.

5.6 Codici BCH

Durante la ricerca di un codice lineare che avesse una codifica ed una decodifica
ottimizzate rispetto ai codici ciclici generici, si € arrivati alla creazione di diversi
tipi di codici che generalmente portano i nomi dei loro scopritori. I codici BCH
sono stati scoperti da Hocquenghem nel 1959, ed indipendentemente da Bose
e Chaudhuri nel 1960. La possibilita di implementare facilmente un decodifi-
catore e il fatto che la lunghezza delle parole dei BCH possa essere scelta fra
un range abbastanza ampio li ha resi ottimali per la correzione degli errori di
lettura dei CD, dei DVD, delle memorie Flash!, dei codici a barra e in passato
per la comunicazione satellitare?.

Dopo una presentazione della definizione, giustificata da alcuni importanti ri-
sultati teorici e dopo alcuni esempi, proponiamo due sistemi di decodifica. Ac-
cenniamo infine ai codici di Reed-Solomon scoperti nel 1960 ed individuati come
sottoclasse dei BCH codici nel 1961 (Gorenstein e Zierler)3

L’idea di fondo & quella di costruire il generatore di un codice ciclico, facendo in
modo che la distanza minima sia maggiore di un intero § prefissato. Per fare cio
si sceglie una radice primitiva r-esima dell’unita £ e si considera il piu piccolo
divisore di 2" — 1 che ha come radice J potenze consecutive di €.

Questo procedimento ¢ giustificato dal seguente teorema*

Teorema 5.6.1. Sia a(x) polinomio generatore di un (r,k)-codice ciclico a
ideale di R, q, € stano {&1,. .., & —k} radict di a(x) nel suo campo di spezzamento
Fym per m periodo di q in Zt. Un polinomio c(z) in Fy[z] é una parola di a se
e solo se ¢(&) =0 per ogni j =1,...,r — k.

Dimostrazione. =) Sia c¢(z) € a, allora & sufficiente osservare che c(z) =
q(z)a(z) per qualche ¢(x) in Fy[z].

<) Siano M;(z) polinomi minimi di §; per ogni j = 1,...,r — k. Segue che
ogni M;(z) divide ¢(z), e quindi a(z) & un divisore di ¢(z):

da cui segue che c¢(z) € a.
O

lad esempio la SSD SandForce SF-2600.

2Nell’articolo [9] sono riportati i dati dell’utilizzo dei codici BCH in previsione di una
missione su Phobos, luna di Marte, proposta nel 1988 dall’unione sovietica e mai realizzata.

3Per la bibliogafia dettagliata, con i riferimenti agli articoli originali si rimanda a [4].

4Da [2] pag. 217.

83



5.Codici ciclici

Il teorema appena dimostrato possiede una formulazione matriciale, nella quale
le parole sono rappresentate da vettori invece che da polinomi:

Teorema 5.6.2. Sia a(x) polinomio generatore di un (r,k)-codice ciclico a
ideale di Ry q, € siano {&1, ..., &—k} radici di a(x) nel suo campo di spezzamento
Fym per m periodo di q in Z}. Sia K matrice (r — k) x r ad elementi in Fgm
definita come

1 & gg {—1

1 & [ e
K= = g

1 &y &, ... &7

Un polinomio c(x) avente vettore associato ¢ = c(x) € una parola del codice a
se e solo se

Kct=0

Dimostrazione. E sufficiente osservare che

c(&1)
Kot — C(?)
(Ert)
dal fatto che c(z) = Y7_g ¢;a7. O

Osserviamo che le righe della matrice K sono vettori in Fym ortogonali ad ogni
parola del codice a la cui definizione & sconseguenza diretta della rappresenta-
zione polinomiale del codice. Inoltre ha un comportamento simile a quello della
matrice di controllo H ma & fondamentalmente differente.

Nei teoremi precedenti siamo sempre partiti da a(x) e poi abbiamo considerato
le sue radici. Partiamo questa volta con il definire a(x) direttamente dalle sue
radici. Questa idea fornisce direttamente un limite alla distanza del codice e
costituisce la base per la definizione di codice BCH®.

Teorema 5.6.3. Sia ¢ radice primitiva r-esima e siano {&,€2,... 671} § —1
potenze consecutive di & distinte. Sia a(z) il pit piccolo polinomio in Fylz] ad
avere {£,€2,...,657 1} come radici. Allora il codice generato da a(x) ha come
distanza minima al piu §.

Dimostrazione. Osserviamo che 'enunciato del teorema & sensato dato che a(z),
per avere & fra le sue radici, dovra avere MU )(a:) fra i suoi fattori, quindi e
costituito dal minimo comune multiplo di una scelta di polinomi minimi e quindi
¢ un divisore di " — 1. Essendo un divisore genera un ideale ed ¢ pertanto un
codice ciclico.

Sia allora (a(z)) = a. Sfruttando il teorema precedente, possiamo definire la
matrice K, detta matrice estesa di controllo sull'insieme {¢,£2,... &1}

5Teorema 8, pag. 201 [24], Teorema 10.5 pag 220 [2].
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che diventa

1 ¢ e L gr1

1 52 54 o 52(r—1)
K=| . . . .

i 56;1 52(6.71) L g(rfl.)(éfl)

che in una forma piu compatta puo essere scritta come

ik\6—1,r—1
K= (¢ )jzl,;c:()

Sia per assurdo ¢ parola di a con distanza minima strettamente inferiore a
d: w(c) = w < . Segue che esistono w elementi di ¢ diversi da zero:

Cj7é0 VjE{il,...,iw}g{0,1,...,7“—1}

Dato che Kct = 0 implica che:

§fl fi? e 5?“ Ciy 0
5221 5212 . 62111, Ciy 0
g(w;l)il §(w;1)12 o g(w_.l)i“, Cz‘.w 0
Quindi il determinante della matrice ricavata considerando solo le colonne di
pedici i1,...,4, in K risulta avere determinante uguale a zero. Quindi
fil giz . giw
o §2i1 521’2 . €2iw
e ) . . =
g(w;l)il g(w;l)ig L f(w;l)iw
1 1 e 1

241 219 2%
€i1+i2+-~+iwdet ¢ ) $ . T § . -0

f(w;l)il €(w;1)z’2 o f(w—.l)iw

che ¢ una contraddizione, dato che il determinante di una matrice di Vander-
monde non pud essere uguale a zero®. O

La dimostrazione appena presentata equivale a dimostrare che & sempre possibile
scegliere un insieme di ¢ o0 meno colonne linearmente indipendenti nella matrice
K.

Avremmo potuto enunciare il teorema precedente scegliendo anziché £, gia una
potenza fissata di €. Puo quindi essere riformulato come:

Corollario 5.6.1. Sia & radice primitiva r-esima e sia b intero positivo. Siano
{&b,gbF1 0721 § — 1 potenze consecutive di & distinte. Sia a(z) il pit
piccolo polinomio in Fy[z] ad avere {€°, €41 ... £249=2) come radici. Allora il
codice generato da a(x) ha come distanza minima al pit 6.

6Ad esempio lemma 17 pag 116 [24].
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Dimostrazione. Segue dal teorema 5.6.3 considerando la matrice K definita
sull'insieme {¢b,€0+1 . ¢b+o-21.

1 gb £2b L g(rfl)b

1 fb+1 52(1)-&-1) L é-(r—l)(b-‘rl)
K =

i £b+.572 52(b4672) L f(rfl)('b+672)

La dimostrazione prosegue in modo analogo a quella del teorema 5.6.3 gia valida
per b= 1. O

5.6.1 Definizione dei codici BCH ed esempi

Con i risultati fin qui introdotti & possiamo definire i codici BCH.

Definizione 5.6.1. Dato un intero positivo § ed & radice primitiva T-esima
dell’unita, un codice ciclico di lunghezza r sull’alfabeto F, é detto BCH codice
se il suo polinomio generatore € il minimo comune multiplo dei polinomi minimi
di {€b,€0FL . €PHO=2Y per b intero positivo.

Come predetto inizialmente, il numero § scelto per definire il codice BCH a
¢ la piu piccola distanza minima che il codice puo avere, quindi dalla scelta
dellinsieme {¢b, €0+ ... €P+9=2) i avranno codici differenti nei quali un limite
alla distanza minima puo essere dato a priori.

Quindi il parametro § puo essere chiamato distanza minima garantita del
codice BCH. Rimangono da determinare i parametri del codice

Teorema 5.6.4. Un BCH codice a in R, 4 con distanza minima garantita 0 ha
dimensione pari almeno a r —m(é — 1), per m periodo di q in Z}.

Dimostrazione. Come sottospazio vettoriale, la dimensione di a puo essere data
da r meno il numero di righe linearmente indipendenti della matrice di controllo
H. E possibile ricavare la matrice di controllo direttamente da K, sostituendo
ogni suo elemento, che appartiene al campo F,m, con la m-upla corrispondente.
In questo modo H ha dimensione m(§ — 1) x r ed ha quindi m(é — 1) righe non
necessariamente linearmente indipendenti. O

Dato che il codice ¢ ciclico si puo utilizzare il metodo generico per la codifica
dei codici ciclici. Per la decodifica rimane sempre valido il metodo generico ma
abbiamo a disposizione alcuni strumenti che la rendono piu efficiente. Prima di
presentarli, proponiamo alcuni esempi.

Esempio 5.6.1. Consideriamo l’algebra Ry5 2. 1l periodo di 2 in Zj5 €4, quindi
& radice primitiva r-esima dell’unita ¢ un generatore di Foa. Il sottogruppo di
775 isomorfo al gruppo Gal(Fy(§),F2), come insieme & dato da G = {1,2,4,8}
e definisce le classi ciclotomiche come orbite dell’azione di G su Z, date da:

Co = {0}
Cy=1{1,2,4,8}
Cs3 =1{3,6,9,12}
Cs = {5,10}

Cy = {7,11,13,14}
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L’insieme delle etichette ¢ dato quindi da ¥ = {0,1,3,5,7} edl = 5. I polinomi
mianimi di % per b € £ sono dati quindi da

MO (z)=(2-€)=2+1

MV (@)= (z - )z - )z - e - =2+ +1
MO (z) = (2 =)z - )z - ) e -®) =2 +2° +2° +1
MO(z) = (z - &)z - ") =2’ + o +1

MO (z)=(z— &)z -z -z - ="+ +1

che costituiscono la fattorizzazione di " + 1 e il prodotto degli elementi di cia-
scuno dei loro 2! sottoinsiemi determina il generatore di un ideale.

Scegliendo 6 = 5 come distanza minima garantita ed {£,£2,€3, ¢4} insieme di
radici consecutive, si ottiene a(x) = MM (x)M©®)(x) come generatore del BCH
codice. Dato che a(z) = 2%+ 27+ 2%+ 2* + 1 ha grado 8 e peso di Hamming 5,
allora (a(x)) & un (15,7)-codice con distanza minima pari a 5 coincidente con

J.

Esempio 5.6.2. Se nell’esempio precedente scegliamo § =7 come distanza mi-
nima garantita ed {£°,&10, &M €12 €13 ¢14Y come insieme di radici consecutive
su cui costruire il BCH codice, allora

a(x) = M@ (x)M(5)(x)M(7)(:1:) =210 b 8 T S P a2 1

quindi (a(x)) é un (15,5)-codice con distanza minima paria a7 coincidente con

J.

Esempio 5.6.3. Consideriamo Rg 3. Il periodo di 3 in ZF é 2, quindi £ radice
primitiva r-esima dell’unita é un generatore di Fs2. Il sottogruppo di Z3 iso-
morfo al gruppo Gal(F3(€),F3), come insieme & dato da G = {1,3} e definisce
le classi ciclotomiche come orbite dell’azione di G su Zg date da:

Co = {0}
¢, ={1,3}
Cy ={2,6}
Cy = {4}
Cs ={5,7}

L’insieme delle etichette é dato quindi da £ = {0,1,2,4,5} ed !l = 5. I polinomi
minimi di €% per b € £ sono

MO (z) = (x - £°)
MW(z) = (z - ") (z - &)
MP(z) = (z — &) (z - &°)
MW (z) = (x - &)
MO (z) = (z - &) (z - )

Scegliendo § = 4 come distanza minima garantita ed {£°,£5, €7} come insieme

di radici consecutive su cui costruire il BCH codice, allora si ottiene a(x) =
M (2) MO (z).
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5.6.2 Decodifica Peterson-Gorenstein-Zierler

Siaa < R, codice BCH con § distanza minima garantita e {¢°, ¢4 ... ¢b+9-2}
insieme delle radici primitive r-esime che lo definiscono. Sia ¢(z) € a messaggio
inviato e v(z) parola ricevuta che durante la trasmissione & stata sommata ad
un errore:

v(z) = ¢(x) + e(x) e(x) = Z ejz’

JELy

Consideriamo i tutti i coefficienti di e(z) nulli tranne un numero minore o uguale
a t, dove t & un intero positivo fissato, minore di r

A0 << <j, 0<w<t

cioe
w
x) = Z e,
k=1

Lo scopo di un decodificatore ¢ individuare e(z) e risalire alla parola inviata
sottraendo e(x) alla parola ricevuta.
L’informazione di partenza per raggiungere questo scopo € data dal fatto che

v(E") = c(€") + e(€") = e(¢")
Da cui segue la definizione di sindrome.
Definizione 5.6.2. L’elemento di Fym dato da
Spiji=e(E™)  j=b+1,b+2,...,b+05—2
¢ detta sindrome k-esima del polinomio v(z).

Abbiamo quindi

w

Sp=e(€) = ej &

k=1

Spi1 = e(€8T) Z e, £k

Spia = e(£"1?) Z e, £k

Sb+§72 _ 6 £b+§ 2 Ze é—(b-i-ts 2)jk

La scelta del nome sindrome non & casuale, infatti per v(xz) = v e per K matrice
estesa di controllo di a abbiamo che

Kvt=K(c+e) = Kc'+ Ke' =
= Ke' = (e(£"),e(€"),...,e(e"72) =
= (Sb, Sps1, - -+ » Sops—2)
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Dato che vogliamo concentrare la nostra attenzione solo sugli elementi non nulli
del polinomio e(z), effettuiamo una modifica nella notazione che portera a con-
siderare la ricerca dell’errore come la ricerca dei valori di un insieme di coppie
della forma (X, Yy) € Fgm X Fyper k=1,...,w.

Indichiamo

X, = &Ik k=1,...,w

ed

cosl da avere

Sy =e(€) = e =Y WX}
k=1 k=1
w
Sp1 = ZY X,Z;'H
k=1
Sp2 = ZYkXbH
k=1

w
_ bto—2
Shys—2 = E Y, X,
k=1

Le X} forniscono la posizione dell’errore all’interno del polinomio e sono dette
locatori dell’errore mentre le Y}, forniscono il valore dell’errore nella posizione
Ji-eisma e sono dette magnitudini dell’errore.

Possiamo osservare che lerrore ¢ univocamente determinato dalle coppie (X, Yx)
ed in generale ogni metodo che permette di risolvere il sistema di equazioni non
lineari

Sprr =Y YV XIF k=01,...,b+5-2 (5.1)
j=1

fornisce una decodifica per i codici BCH. In questo paragrafo presentiamo la
decodifica Peterson-Gorenstein-Zierler” che prevede di trovare le informazioni
necessarie per determinare w e le X mediante la definizione di un polinomio
intermedio.

Definizione 5.6.3. Si definisce polinomio locatore degli errori il polinomio

Ma) =[] = Xpz) =D Ao
k=1 Jj=1

dove A\g =1 e le cui radici sono x = 1/ X}.

"Per i titoli originali degli articoli nei quali & stata presentata per la prima volta si rimanda
a [4] nota di pag. 206 e referenze di pag. 468.
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Le radici del polinomio locatore degli errori sono i reciproci dei locatori degli
errori e i cui coefficienti sono noti grazie al prossimo teorema.

Teorema 5.6.5. Sia a I R, 4 codice BCH con § distanza minima garantita e
{€b, g0t €T9=2) dnsieme delle radici primitive r-esime che lo definiscono.
Indicando con { X1, Xa, ..., X} i locatori dell’errore incogniti, allora é possibile
ricavare i coefficienti del polinomio locatore degli errori

=

AMz) =110 - Xpx) = Z Nzl

k=1

Prima di procedere alla dimostrazione anticipiamo un risultato® centrale
nell’algoritmo di decodifica in quanto utilizzato per determinare il grado di A(x)
(cio¢ il numero di errori che entrano nella parola ¢(x) durante la trasmissione)
che non € noto a priori.

Lemma 5.6.1. La matrice delle sindromi definita da

Sp Sp41 Svr2 o0 Sppu—1

Sp+1 Seyz Spez oo Sbyu
M = So+2 Sbts Spb+a o Sbrut
SbJrufl SbJru SbJrqul o Sb+2u71

é non-singolare se w = w numero degli errori effettivamente sommati al mes-
saggio durante la trasmissione, mentre la matrice é singolare se u > w.

Dimostrazione. (del lemma 5.6.1) Dato che Sj, = e(¢F) = > i1 Y;XF si puo
verificare che M e diagonalizzata dalla matrice A nel seguente modo:

M = ADA!
dove la matrice A ¢ data da
1 1 1 1
X1 Xo X ... X,
A= X3 X2 Xz .. X2
xptoxetoxet o Xyt
e la matrice D ¢ data da
iXt 0 0 ... 0
0 Y2Xb 0 0
b
p=| O 0 WXy ... 0 = (Y;X70i;)i
0 0 0 ... Y,xt

8Da [4] teorema 7.2.2 pag. 170.
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5.Codici ciclici

Infatti

u u
(ADAY;; =D X ' (D XRYiouX] )

k=1 =1

=> X X!
=1

_ Z YkX]l:Fi‘ijl
=1

= (M)

Per il teorema di Binet det(M) = det(A)det(D)det(A); il determinante di D &
non nullo se le coppie (Y%, Xx) sono tutte composte da elementi non nulli, cosa
vera per u = w.

A & una matrice di Vandermonde che ha determinante nullo se e solo se le sue
colonne sono differenti fra loro e non nulle, cosa che accade se u = w, mentre
non accade per u > w. O

Dimostrazione. (del teorema 5.6.5) Proponiamo una strada per ricavare i coef-
ficienti del polinomio locatore; dimostriamo cioe che Aq,..., A, soddisfano il
sistema

Sj+w+Sj+w71>\1+"'+Sj>\w:0 b<j<b+w-1 (52)

In conseguenza di cio dato che 5.2 € un sistema con w equazioni e w incognite, il
cui determinante associato € non nullo dal lemma precedente, allora risolvendolo
con qualche metodo possiamo ricavare i coefficienti del polinomio locatore e
dimostrare il teorema.

Per ogni k = 1,...,w poniamo z = 1/X} in A(x) = 0 e moltiplichiamo ambo i
membri per YkX,jC'HU perogni j b<j<b4+w-—-1:

Vi X £ MY X T L Y XTI TR ALY X =0
Esplicitando per k = 1,...,w si ottiene

ViXTT 4 MVIXTT T 4 M YiXT T A YX] =0
VX3 4+ MYX)T T 4 MY X3 A, Y XY =0
YSX§+w + /\1Y3X§+“"1 + )\2Y3X§+w_2 o AW Y3XE =0

Vi X7+ 4 A Yo X301 4 NV, X902 4o 4 A, Y X =0
dal quale otteniamo per somma
YlX{er + YQX;JF,U} 4ot Yng)-‘rw_i_
FAMYIXTTU T Y X Y, Xy 4
+ )\2(Y1X{+w72 + Y2X5-+w72 R Yin+w72)+

+F AV X] + Yo X + - + Y, X)) =0
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5.Codici ciclici

Cioe
Z YkX{f“’ + N Z Ylez+w—1 + X Z YkX;erw_Q NS ¥ Z YkX,z =0
K=1 K=1 K=1 K=1

Da cui ricordando che

Sh=Y_ YiX}
k=1

segue la tesi. O

Sostituendo nel sistema lineare 5.1 le X}, trovate risolvendo 1’equazione po-
linomiale A(xz) = 0 i cui coefficienti sono noti grazie al teorema precedente, si
possono ricavare le Yy risolvendolo e quindi ottenere il vettore e(x) e quindi la
parola del codice originariamente trasmessa mediante sottrazione:

c(z) =v(x) —e(x)
Rivediamo la successione dei vari passaggi da effettuare dopo aver ricevuto v(x):

e Per prima cosa ¢ necessario trovare il valore w, che corrisponde alla quan-
tita di errori entrati durante la trasmissione del messaggio, cioe al peso di
e(x). Usiamo il lemma 5.6.1: poniamo come valore iniziale w = [6/2] e
calcoliamo det(M). Se det(M) = 0 allora si diminuisce w di 1 e si ricalcola
il determinante, finché non si trova det(M) # 0.

e Calcoliamo la matrice M ed i coefficienti del polinomio locatore risolvendo:

M(1,01, A9, -+, M)’ = (0,0,0,...,0)"

e Risolviamo l’equazione polinomiale A(x) = 0 alle cui soluzioni corrispon-
dono Xq,..., Xyw.

e Risolviamo il sistema di equazioni non lineari 5.1 ottenendo cosi le coppie
{(Yk, Xx)}¥_, che forniscono magnitudine e locazione di ciascun errore.

Il procedimento appena descritto non & computazionalmente efficiente, dato che
bisogna risolvere un sistema di equazioni lineari per trovare i coefficienti del
polinomio locatore e di equazioni non lineari per trovare Y7, ...,Y,,. Esiste una
alternativa che implica 1'uso dell’algoritmo di Berklmap-Massey e dell’algoritmo
di Forney®.

9Un approfondimento di questo tema si trova ad esempio in [4] pag.183.
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Capitolo 6

La trasformata di Winograd
nella teoria dei codici
correttori

In questo capitolo presentiamo due applicazioni della trasformata di Winograd
alla teoria dei codici correttori proposte nell’articolo [8] da pagina 43 a pagina
46.

6.1 Matrice I' come generatrice dei codici ciclici

La prima applicazione ha origine con la seguente domanda:

quali informazioni possiamo ricavare dalla matrice I' sui codici ciclici di R, 47
Vedremo che la trasformata di Winograd e matrice generatrice e di controllo di
determinati codici ciclici.

6.1.1 Matrice I'¥ come matrice di controllo

Sia a(z) = a divisore di " — 1 in R, 4, a ideale generato da a(x), quindi codice
ciclico e sia ¢(z) = ¢ una sua parola. Consideriamo in parallelo la tesi del
teorema 4.2.4 (indicata con (1)) e la tesi del lemma 3.3.2 (indicata con (2))
adattate a questo contesto:

c€a < Hc' =0 (1)
c(x) e (MW (z)) <= TWct = 0! (2)
Se il divisore a(z) & irriducibile e quindi coincidente con M) (z), allora il v-

esimo blocco della trasformata di Winograd soddisfa le caratteristiche di una
matrice di controllo del codice:

Teorema 6.1.1. Sia v € £, allora il codice ciclico massimale a = (M®)(x))
in Ryq ha come matrice di controllo '™, v-esimo blocco della trasformata di
Winograd.
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6.La trasformata di Winograd nella teoria dei codici correttori

Dimostrazione. Sia c(x) parola del codice, allora dal lemma 3.3.2 segue che
't = 0f. Viceversa se vale la precedente equazione allora c(z) € a. Dal
teorema 4.2.4 allora T'(*) & matrice di controllo per il codice (M ™) (x)) O

6.1.2 T come matrice di generatrice

Invece di considerare il teorema 4.2.4 sulla matrice di controllo consideriamo il
teorema sulla matrice generatrice 4.2.3 (indicato con (1’)):

ccat < Gc'=0' (1)

c(z) € (MW (z)) = TVt =0 (2)

Segue allora ' che I'®) & matrice generatrice di un codice generato da un divisore
particolare.

Teorema 6.1.2. Siav € 2, allora il codice ciclico minimale (M=) (x)) in R,
ha come matrice generatrice ") v-esimo blocco della trasformata di Winograd.

Dimostrazione. Sia a = (M®)(z)) (differente dal codice ciclico dell’ipotesi per
il segno). Conseguenza del teorema 5.4.2 il polinomio generatore del codice a*
ortogonale ad a ¢ dato da z?M () (z), quindi dalla (2) vale la biimplicazione

clz) e (MW (z)t = (M (2)) = TVt =0
Cambiando i segni abbiamo che
c(z) e (MY (2))t «— It =0
Dalla (1') quindi T'®) & matrice generatrice di (M) (z)). O

Quindi il v-esimo blocco di I" non é solo matrice di controllo del codice ciclico
massimale (M (") (z)), ma & anche matrice generatrice del codice ciclico minimale
(M (=%)(z)), cio¢ del polinomio di controllo con i segni opposti. Possiamo evitare
di preoccuparci della variazione dei segni se le orbite sono autoconiugate, cioe

se —1 € O(1).

Corollario 6.1.1. Se le orbite dell’azione di G = Gal(F4(§),F,), G I Z} suZ,
sono autoconiugate allora il codice massimale (M) (z)) ed il codice minimale
(M@ (x)) sono legate dalla matrice T") che genera il primo ed ¢ matrice di
controllo per il secondo.

Dimostrazione. E conseguenza del teorema precedente e del fatto che se le orbite
sono autoconiugate allora M) (z) = M) (z). O

Esempio 6.1.1. In Rg 2, ricordando che G = Z§ e che £ = {0,1,3} abbiamo
la fattorizzazione

2 —1 =M )M (2)M® ()
=)+ + D)@+ +1)

IRicrodando che (a(z))t = (a(z)1)
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6.La trasformata di Winograd nella teoria dei codici correttori

C'i sono 6 possibili codici non banali, 3 minimali e 3 massimali. La trasformata
di Winograd é data da:

111111111
1 0000O0T1TO0O0

r© 01 00O0UO0OGO0T10
001 000UO0TO0°1

r=| 1™ |=1000100100
00001U0O0T10

r® 000 0O0OT1TUO0TO0]1
101010101

01 0101011

Consideriamo la parola c(z) del (9,3)-codice (MM (x)) definita da
c(z) = (a* + MW (x)
=1+22+2>+ 25+ 25 +28
=(1,0,1,1,0,1,1,0,1)
Possiamo wverificare che
et = ot
dal fatto che TM & matrice di controllo di (M(l)@)). Inoltre dato che le orbite
sono autoconiugate T'Y) & matrice generatrice di (MW (z)) = (M (2) M @) (x)).
Fino a qui abbiamo esaminato i codici massimali e minimali. Cosa dire dei
codici generati da un divisore a(z) di " — 1 generico?
6.1.3 Composizioni dei blocchi '™

Sia a(z) = a divisore di " —1 in R, , composto dal prodotto di divisori irriduci-
bili definiti da un sottoinsiseme dell’insiseme delle etichette A = {vy,..., v} C

Z.

In questo caso per costruire la matrice di controllo si dovra prendere la matrice
determinata dai blocchi ordinati? I'(*s). Inoltre, sempre generalizzando i risul-
tati dei paragrafi precedenti la matrice costituita dai k& blocchi I'(¥s) & matrice
generatrice del codice generato dal polinomio 13(1‘) per

ba)= [ MT(2)

vEZL\A

Abbimo quindi

2La questione dell’ordine sembra superflua di fronte alla commutativitd del prodotto dei
generatori. Pero nel passare dal polinomio in R, 4 al vettore circolante concatenato corri-
spondente & necessario mantenere un ordine nei generatori che definiscono ogni sottovettore
ci(rco)late. Questo ordine si dovra rispecchiare nel comporre la matrice di controllo dai blocchi
v,
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6.La trasformata di Winograd nella teoria dei codici correttori

Corollario 6.1.2. Sia k < I, allora per ogni scelta di k etichette ordinate

v1,...,0 che costituiscono il sottoinsieme A di £, la matrice costruita dai
blocchi
r(v1)
T (v2)
@ —
T (k)

e matrice di controllo del codice

ed é matrice generatrice del codice generato dal polinomio 5(3:) per
b(a) = (MT(z) - M) (2)

Dimostrazione. 1l polinomio m(x) ¢ isomorfo al vettore (m) € V;sfl

dai sottovettori circolanti corrispondenti all’immagine di m(z) mod M) (z)
tramite 1o nella posizione v-esima.

composto

m, = Yy(m(z) mod MW (z)) e Ve

m(v),q
m = concat(mg, my, ..., My,q;(2))

Ora, '™ m? ¢ il vettore nullo se e solo se per ogni j il blocco I'*s) annulla il
vettore

concat(0,...,0,m,,,0,...,0)

Ma questa € una conseguenza del teorema precedente.
In modo analogo si dimostra che I'4) & una matrice generatrice. O

Prima di passare alla seconda applicazione esaminiamo un esempio:

Esempio 6.1.2. In R7a abbiamo G < Z%, G = {1,2,4}, £ = {0,1,3} e la
sequente fattorizzazione:

2" —1=MO @) MD ()M (z)
=(xz-1)@*+2z+1)(2®+22+1)

Consideriamo il (7,3)-codice a generato da M©) (z)M ™) (z): la sua matrice di
controllo ¢ la composizione delle matrici T(©) ¢ T

17(0)

T

O O =
O = Ol
= O Ol
— O |
O~
— = |
— = O =



6.La trasformata di Winograd nella teoria dei codici correttori

La stessa composizione ¢ matrice generatrice del (7,4)-codice (M(=3)(z)) =
(MM () (in questo caso le orbite non sono autoconiugate).

Sia m(z) = 1+ + 2® = (1,1,0,1) messaggio che vogliamo inviare usando il
codice (MM (x)), allora la sua codifica é:

r©
c=(1,1,0,1)
T

e quindi c(x) = x + x° + 25.

Se invece riceviamo la parola ¢(x) = 1+ z + 2% + 2° = (1,1,1,0,0,1,0) e vo-
gliamo verificare la sua appartenenza al codice (M) (x)M ™) (z)) ne calcoliamo
il prodotto per la sua matrice di controllo:

O O ==
O = O
— o o~
— O |~
O~ |
e R
— = O
O = OO = ==
I
S oo oo oo

Dato che il risultato ¢ nullo seque che c(z) € (MO (z)M® (z)).

6.2 Matrice A nella decodifica

In che modo possiamo usare A per decodificare un messaggio?
Sia a codice ciclico in R, 4. Il suo polinomio generatore a(x) puo essere rappre-
sentato su algebre isomorfe in diversi modi equivalenti:

L. y(a()) = (a(z) mod M®)(z))yez € Qrg
2. n(a(x)) = (a(€"))vez € Pry

3. Pa(a(x)) =be Vs,

4. ¢s(y(a(2))) =a € VZ,

5. s (na(x))) =a e VZ

dove osserviamo che ¥5(n(a(x))) = ¥s(y(a(x))) & il vettore circolante concate-
nato diverso dal vettore circolante b. Dato che a(z) & un divisore, allora nella
rappresentazione in V;f’: ¢ il vettore circolante concatenato nel quale i blocchi
corrispondenti alle posizioni dei generatori di a sono sottovettori nulli. Possiamo
quindi ridurre il numero di spazio occupato da un messaggio inviato.

6.2.1 Sottovettori privi di informazione

Sia a(x) generatore di un codice ciclico definito dal prodotto di k divisori di
Rrqg:

a(z) = MW () ... MW ()
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6.La trasformata di Winograd nella teoria dei codici correttori

allora per c(z) parola del codice, il vettore ¢s(v(c(z))) = c ha nel vj-esimo
posto un sottovettore nullo di dimensione m(v):

a(e(x)) = (cos 1y vy Crat)
Y(e(x) = (c(x) mod MW (x))vey
Ye(v(c(z))) = (ha(c(x) mod MY (z)))yer

Quindi g (y(c(x)))y, =0 € Vii(v),q PET 0gni j compreso fra 1 e k.

Il messaggio ¢(x) pud essere quindi scritto ed inviato omettendo i sottovettori
nulli e scrivendo solo gli I — k vettori circolanti non nulli; restringendo cioe il
suo dominio di appartenenza ai soli campi determinati da polinomi che non
compaiono fra i fattori di a(z).

< c
C &€ V’r‘,q = C H V’m(’u),q
ve2\{u;}

Definiamo sottovettori privi di informazione i sottovettori nulli omessi in
questo procedimento. Diamo all’algebra dei vettori concatenati di dimensione
D v {v;} m(v) senza blocchi privi di informazione

H 7Cn(v)7q

veL\{v;}
il nome di spazio dei sottovettori di informazione.

Esempio 6.2.1. Proseguiamo l’esempio 6.1.2. Vogliamo inviare la parola gia
codificata c(x) = 1+ x + 2? + 2° = (1,1,1,0,0,1,0) appartenente al codice
(MO (z) MM (x)), allora la scomponiamo tramite vy nel vettore di polinomi:

Y(e(@)) = (0,0,2%)

che tramite 5 diventa il vettore circolante a blocchi

%(7(0(33))) = (0|0’ 0, 0|07 0, 1)

quindi possiamo inviare solo (0,0,1) per comunicare la parola. Il rcevente
aggiungera i sottovettori privi di informazione, applicherd la trasformata di
Winograd inversa A e procedera alla decodifica.

Nel precedente esempio la matrice A ha avuto un ruolo essenziale nella
decodifica; vediamo alcuni dettagli nel prossimo paragrafo.

6.2.2 Codifica con A, decodifica con I

Vogliamo utilizzare 1’idea dei sottovettori privi di informazione come punto di
partenza per codificare e decodificare una parola di un codice in R, 4. Per
fare cio partiamo dalla struttura V;?;. Per quanto detto, una volta scelto il
polinomio generatore, che determina un sottoinsieme dell’insieme delle etichette
A = {vy,...,v} possiamo scrivere il messaggio da inviare nei I — k blocchi di
V;i che non sono sottovettori privi di informazione. Applicando la matrice A
trasportiamo questo vettore nello spazio Vy , al quale corrisponde tramite 9z il
polinomio ¢(x) che & la parola di R, 4 che vogliamo inviare.

Riassumendo

98



1. Scegliamo a(x) divisore di " — 1 che determina univocamente 'insieme
A ={v1,...v;} sottoinsieme dell’insieme delle etichette corrispondenti ai
polinomi M(*)(z) che compaiono nella fattorizzazione di a(z).

2. Scriviamo negli I — k blocchi di dimensione complessiva L\{v;} m(v)

il messaggio da inviare. Questo ¢ un elemento di [, A\ {v,} Vﬁl(v) 4 Che
indichiamo con c.

3. Aggiungiamo ad ¢ i k blocchi privi di informazione, ottenendo m € V;i.

4. Calcoliamo Act € V5. , al qual corrisponde il polinomio c(z) € R, , tramite

Va.

A questo punto la matrice I' pud essere usata per decodificare il messaggio ¢(x),
infatti I'c? fornisce le sindromi dei codici massimali che contengono il codice
(a(x)). Queste sindromi devono essere blocchi nulli nelle posizioni v; del vettore
decodificato.
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Capitolo 7

Appendice

7.1 Ricerca dei polinomi minimi sui campi finiti

Nella pratica, per trovare i polinomi minimi sui campi finiti, esiste un proce-
dimento che non implica la ricerca del gruppo H isomorfo al gruppo di Galois
Gal(F(¢),F) presentato nel capitolo 1, e che risulta essere quindi pitt maneggevo-
le per le implementazioni!. Si riconduce alla seguente definizione che riformula
la definizione di elementi coniugati, classi ciclotomiche e polinomio minimo.

Definizione 7.1.1. Sia £ € Fgm non nullo e sia t il pit piccolo intero positivo
tale che fpt =¢&. Allora l'insieme

1

C(e) = {&,e, 67, ...}

e detto classe ciclotomica e due elementi di tale insieme sono detti coniugati.
Si definisce polinomio minimo di £ il piu piccolo polinomio in F, che ammette
& come radice.

Con questa definizione si dimostra? che il polinomio minimo di un elemento di
F, non nullo ¢ il piti piccolo polinomio che contiene tutti gli elementi di una
stessa classe ciclotomica:

Teorema 7.1.1. Se & é un elemento non nullo di F, allora il suo polinomio
minimo Me(x) é un polinomio irriducibile in Fy[z] ed é definito come

Me(z)= ][] (=z-5)

BeC(§)

Dimostrazione. Se per assurdo M (z) polinomio minimo di § non & un po-
linomio irriducibile allora puo essere scritto come prodotto di due polinomi
in Fylz] Me(xz) = fi(z)fa(x) con 0 < deg(f;(x)) < deg(Me(z)). Dato che
Me (&) = f1(€) f2(§) = 0 e dato che F, & un campo, allora uno dei due polinomi
della fattorizzazione di M¢(x) ammette £ come radice in contraddizione con la
minimalita di Me(z).

LCome proposto ad esempio in [6] pag.83.
2Da [6], teoremi 4.36 e 4.38.
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Rimane da dimostrare che il polinomio minimo ¢ proprio determinato dal pro-
dotto [[scce (@ — B).

. t ; . . . o . . N
Sia M¢(x) = > ;_om;z’ definito come polinomio minimo di §. Dato che se § ¢
una sua radice, lo deve necessariamente essere anche £P:

Me(€P) =) m;(€) = Zmﬁ»’(&”)j (7.1)

=0

t
= Z mjfj ijfj (7.2)
3=0

= (M (§))" =0 (7.3)
inoltre per la sua minimalitda M¢(x) non ammette altre radici. Quindi
Me(x)= ] -8
pEC(E)

La 7.1 ¢ valida solo se si puo affermare che mﬁ = m; cosa che accade solo
dimostrando che m; € F;. Questo completa la dimostrazione:
da un lato segue che

BeC(8) BeC(&)
= H (xP — B) = (Me(2P)) Zm]m“’
BeC(€)

e d’altra parte
¢
- Sony =St
7=0 7=0
Pertanto m” = m; ed m; € F,. O

7.2 Ricorrenze lineari

Accenniamo al rapporto fra ’algebra R, , e le ricorrenze lineari cominciando
con un esempio:

Esempio 7.2.1. Dato il polinomio s(z) = z*+x+1 nell’algebra Ry 2, indichia-
mo con Fyy un vettore di lunghezza infinita verso destra costruito ripetendo
Ya(s(x)) senza alterazioni:

Zs2) = (1,1,0,0,1,0,0[1,1,0,0,1,0,0[1,1,0,0,1,0,0[1,1,0,...)

Indicando con F)(j), per j intero non negativo, il suo j-esimo elemento,
allora F 4, ¢ caratterizzato dall’equazione
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Variando s(z) in Rz.2, Uinsieme costituito da tutti i vettori di lunghezza infinita
Fs(z) € uno spazio vettoriale isomorfo a FI ed ¢ un’algebra isomorfa a Ry se
dotata del prodotto di convoluzione in modo naturale.

Da un altro punto di vista, il vettore a(s(x)) definisce una funzione da Zr in
Fy che associa ad ogni j in Zz il j-esimo elemento del vettore 1o(s(x)), indicato
con s;j. Tale funzione puo essere considerata anche da Z in Fa; in questo caso a
Jj € 7Z ¢ associato il j-esimo elemento di una stringa infinita anche verso sinistra
costruita ripetendo il vettore o (s(x)).

Se indichiamo tale stringa con F) ed il suo j-esimo elemento con Fg(4)(j)
allora abbiamo

Is(z) = (...0,0[1,1,0,0,1,0,0/1,1,0,0,1,0,0[1,1,0,...)

J '—>fs(x)(]) =8 mod7

Come prima, considerando l'insieme costituito da tutte le funzioni sulla stringa
infinita S,y al variare di s(x) otteniamo uno spazio vettoriale isomorfo a F? ed
isomorfa a R7o come algebra se considerato con il prodotto di convoluzione sui
vettori che generano le stringhe infinite. Infatti ogni funzione é univocamente
determinata dal vettore 1o(s(x)) che ne definisce il dominio.

Giocando su vettori e stringhe, nel precedente esempio abbiamo costruito
due algebre

F ={Fs) | s(x) € Rept ={f : Zr = Fa2 | f(j) = Fsx) (1)}
le quali, oltre ad essere due ulteriori varianti di R7 2, sono un caso particolare di

successioni lineari ricorrenti 7-periodiche e di funzioni lineari 7-periodiche, che
introdurremo in questo paragrafo®.

Definizione 7.2.1. Siano s = (so, $1,...,8r—1) vettore dei valori iniziali ed
a = (ap,a1,...,a.-1) vettore dei coefficienti, elementi di Vi g allora una

successione F; = Fy,(a,s) che soddisfa la relazione di ricorrenza

{Fj(a,s)_sj OSJST’fl
Fj(a,s) = Y r_t axFj_rii(a,s) n>r

¢ detta sequenza lineare ricorrente di ordine r.

Ad ogni sequenza lineare ricorrente si pud associare un polinomio ed una
matrice caratteristica che permettono di avere a disposizione degli strumenti in
piu per il loro studio.

Definizione 7.2.2. Sia F(a,s) sequenza lineare ricorrente, allora il polinomio
c(z) € Fylz] definito come

cx)=a"—ap_ 12" —a,_ 02" — . —a12 — ag

3Per una esposizione completa delle successioni lineari ricorrenti sui campi finiti: [17] pagine
190 e seguenti.
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¢ detto polinomio caratteristico di Fj.
Mentre la matrice definita sul vettore a da

00 0 0 ao
100 0 a
01 0 0 as

A=10 0 1 0 a3
000 - 1 a,

¢ detta matrice caratteristica o matrice compagna.

Osserviamo che per ag # 0 la matrice A & invertibile ed appartiene al gruppo
lineare. La matrice caratteristica di una ricorrenza lineare genera la ricorrenza
lineare, infatti definendo vy = wvi(a,s) = (Fg, Fxt1, ..., Frtr—1) il vettore co-
stituito da una successione di r elementi della sequenza lineare ricorrente I} a
partire dall’elemento k-esimo si verifica che

V = ’U()Ak

dove per definizione vy coincide con il vettore dei valori iniziali.

Grazie alla definizione di matrice compagna si pud dimostrare* che se la sequenza
lineare ricorrente Fj(a,s) & omogenea, allora ¢ periodica, cioé esiste un intero
positivo f tale che Fj ¢ = F} per ogni j positivo.

Il piu piccolo f che soddisfa I’equazione precedente ¢ detto periodo di F),, e la
sequenza lineare ¢ detta f-periodica.

Definizione 7.2.3. Lo spazio vettoriale costituito dall’insieme delle ricorrenze
lineari aventi c(x) come polinomio caratteristico é indicato con Rec(c(x)):

Rec(c(z)) = {F}(¢a2(c(z)),s) | s € Vi }

Come presentato nell’esempio introduttivo, ogni polinomio a(z) di R, 4 il
cui vettore circolante associato ¢ dato da s(a(x)) = (ag, a1, ..., a,—1) definisce
una funzione da Z, in F:

F|

z " Z, — I,

Jjr—>aj

il cui dominio puo essere esteso ai numeri interi, considerando la composizione
con la proiezione w da Z in Z,:

Z (;).Zr
F
FZT
Fq

4Per brevita rimandiamo i dettagli al gia citato [17].
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F=F|, on:Z—F,
j ? aj mod r
Quindi la funzione F'(j) = F; & r-periodica e puo essere vista come una ricorren-
za, lineare con polinomio caratteristico ™ — 1. Le due strutture si equivalgono.
Nell’esempio 7.2.1 abbiamo considerato la ricorrenza lineare avente come polino-
mio caratteristico 7 — 1. In generale le ricorrenze lineari aventi come polinomio
caratteristico " — 1 danno luogo a sequenze r-periodiche nelle quali il vettore
s(z) si ripete indefinitamente e senza variazioni. La struttura Rec(z” — 1) ¢

uno spazio vettoriale r-dimensionale isomorfo a Fy e considerando il prodotto
di convoluzione fra i vettori dei valori iniziali € un’algebra isomorfa a R, 4:

Teorema 7.2.1. La funzione

Yo : Ry g — Rec(z" — 1)
s(x) — Fj(a(a" — 1),92(s()))
e un isomorfismo di algebre

Dimostrazione. 1 due spazi vettoriali sono entrambi isomorfi a F3, inoltre per
s(x) e t(z) in R, 4 si ha che

Pa(s(2)t(z)) = o (s(2))2(t(z))
per come ¢ stato definito il prodotto su Rec(x” — 1). O

E stato dimostrato ([8] pag. 21) che un ideale generato da a(z) divisore di
z" —1 coincide con lo spazio delle ricorrenze lineari r-periodicheaventi polinomio
caratteristico

ed inoltre I'ideale minimale (M (") (z)) & costituito da tutte le ricorrenze lineari
r-periodiche aventi polinomio caratteristico M(=%)(z).

Una ulteriore indagine potrebbe essere sviluppata per rispondere a questa do-
manda: Cosa accade se anziché considerare Rec(z" —1), consideriamo Rec(a(x))
per a(z) divisore di R?
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