Problemi di Analisi Complessa Matematica proposti dal Dott. Ing. Pasquale Cutolo

Problema n. 2¢

Partendo dalla relazione

J. Md = rlan(nx), |x|<l,
Sznh( ) 2

e derlvando, (2n-1) volte, rispetto ad x, (n=1,2,...), si ottiene:

2n-1 =
U COSMUN) by, — aTan(m]® = 7Y a, [Tan()]*

u
Sinh(% 0
inh(3)

Si chiede di fornire:
1) D’espressione che definisce a, in funzione di n;

n
2) I’espressione che definisce la Za , 1n funzione di n;
h=0

3) D’espressione che definisce il rapporto [z a,]/a, in funzione di n;

h=0
4) D’espressione che definisce a, in funzione di n.

Risoluzione
Punto 1
Derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), la relazione:

J‘deu = nlan(mx) , ricaviamo:
0 Sinh(u/?2)

J-wuz'”Cosh(ux) ’
0 Sinh(u/2)

Dalla (2c.1) ricaviamo:

= [#Tan(m)]*" " = ﬁz"Zah[Tan(m)]zh

[ﬂTan(ﬂx)](z"*l) [ (1_ )](2n H _ ?7[ [z (—l)k e727zix(l+k)](2n—1) _

k>0

(2¢)

(2¢c.1)

—7[2(—1)"[—2721(1 + i) e ™ i = \J=1; sostituendo k a (1+k), abbiamo:

k=0

[aTan()] 2" = 2% 22 (=1)" D (=1 k2 e
k=1

Ponendo, nella (2c.1) e (2¢.2), x = 0, troviamo:
" u2n—l
dl/l — ﬂ_Zna — 22117Z_2n _1 n _1 kan—l
jo Sinh(u/2) ‘ D ,;( )
Osserviamo che:

Z(_l)k k2 Z(zk)Zn—l _Z(zk_l)zn—l _

k=1 k=1 k=1

z (2k)2nfl _ [z (2k _ 1)2n71 + Z (2k)2nfl _ Z (2k)2nfl ] —

k>1 k>1 k>1 k>1

=D K) =DM Y (2T =27 =G (1-2n);
k=1 k=1 k=1

ricordando che {(1-2n) = -

(2¢.2)

(2¢.3)

(2c.4)
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. B
troviamo che: Y (=)' k> = (2 - 1)(—2—2”) (2c.5)

k=1 n
essendo B,, il numero di Bernoulli di indice 2n, mentre §(s) ¢ la funzione

Zeta di Riemann, definita da: {'(s) = Z%, Re(s) > 1.
k=1
Sostituendo il risultato della (2c.5) nella (2¢.3), otteniamo:

B
ﬂ_ZnaO — 22nﬂ_2n (_l)n—l (22n —l)i
2n

Ricordando che (-1)""'B,, :|an , abbiamo:

B B
a, = 2> (-1)"' (2> —1)2—21 = 2> (2% —1)—| 2;” (2¢.6)

che rappresenta il termine noto, in funzione di n, del polinomio in Tan(xx),
di grado 2n.
Osserviamo che, per n intero positivo, a, risulta sempre intero positivo;

poiché |an ¢ dato dal rapporto di due numeri interi, indicando con p e q
B 2n

intero del numero intero q e di 2n.
L’espressione di a, possiamo ricavarla anche utilizzando la relazione (2c¢.3), cioe:

detti numeri interi, ( = p/q), 'espressione (2¢.6) indica che a, ¢ un multiplo

2n-1

0 0 - !
j —'u du = 7’"a, = ZI uZ""le_”/ZZe_”kdu = 22—(271 D! =
0 Sinh(u/2) 0 =0 =0 (l+k)2"
2
1
=2"1n-ny —;
( ) kzz(‘;(1+2k)2"

1 1 1 | 1 |
Z 2n = 2n +Z 2n - 2n o 2n - 2n o
im0 (1+2Kk) im0 (1+2k) = (2k) = (2k) = (k) = (2k)
=(1-27")¢(2n);

2n-1 __2n
ricordando che: $(2n) = 2—ﬂ|32n , (2¢.7)
(2n)!
otteniamo:
22 (2n — 1)!Z;=22"+l Qn-DI(1-27") ww =7""a,, da cui:
& (1+2k)™ @n)! °
B

ao — 2211 (22?1 _l)i
2n
La relazione (2c¢.6) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Punto 2
Utilizzando le relazioni (2¢.1) e (2¢.2), e ponendo, x = V4, troviamo:

ﬂ_ZnZah _ 22n7z_2n (_l)nZ(_l)k an—le—Zm'k/4 — 22n7z_2n (_l)nZ(_l)k an—l (_l)k , CiOé:
h=0 k>1 k>1

Y a, = 21 YO K = 27 )Y DR Y () k=)

k1 k=1 k>1
uguagliando le parti reali, troviamo:
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>, = 2 X D 20

k=1
utilizzando la (2¢.4), abbiamo:

n B
Zah — 22n22n—l (_l)n (22n —1)((1—271 ) — 24n—l (_l)n—l (22n _1)2_21/: —

h=0
B
=212 — 1)—| = (2¢.8)
2n
La relazione (2c¢.8) ¢ stata verificata con un programma di matematica.
Punto 3
Dividendo il risultato della (2¢.8) con quello della (2¢.6), otteniamo:
O ay)a, =2"" (2¢.9)
h=0
Punto 4

Derivando successivamente, (2n-1) volte, rispetto ad x, la funzione Tan(x),
constatiamo facilmente che il coefficiente a, del termine di grado 2n, del

polinomio Y a,[Tan(x)]*", & uguale a (2n-1)!

h=0



