Problemi di Analisi Complessa Matematica proposti dal Dott. Ing. Pasquale Cutolo

Problema n. 3¢

Partendo dalla relazione:

J. Md = rlan(nx), |x|<%,

Slnh( )
e derlvando, (2n) volte, rispetto ad x, (n =1,2,3,...), si ottiene:
2n Q. n
u Slnh(uX) I = [ﬂ_Tan(ﬂx)](Zn) — 7Z_Zn+l th [Tan(ﬂx)]ZhH , (30)
Sinh(%) =0

Si chiede di fornire :
1) D’espressione che definisce b, in funzione di n;

n

2) I’espressione che definisce la th in funzione di n;
h=0

3) ID’espressione che definisce b, in funzione di n.

Risoluzione

Punto 1
Derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), la relazione:

J‘:Mdu = nTan(7x) , otteniamo:

Sinh(u/2)

2n Q- n
J‘ u Slnh(ux) u = 7Z'[Tan(7zx)]2"=7Z'2"+12bh[Tan(7zx)]2hH —
0 Sinh(u/2) —

_272’- =2 mix(1+ n n n _—2mx(l+

=R (-t et en = 222 Z( D) (<27)>" (1 + k)" e 2040 =

I k0 k20

2n+l r 1\n ]
= (272-) ‘ ( 1) Z(_l)k k2ne—27uxk , |x| <%’
l k>l

Ponendo nella precedente (3c.1), x = %4, abbiamo:

[P Sinhu ), zmzb = QO Syt dacu:
0 Sinh(u/2) ' i =

n 22n+l
2.bi=

quindis 3°1, - 22"“( D IS o+ 3 (0% 2k -1y 1

k>1 k>1
Dalla precedente uguaghando le parti reali, ricaviamo:

k>1 k=1 k=1 k=1

zb 22'1*1( 1) Z(Z)Zk 1(2k 1)2n_ 22n+1( l)n IZ( 1) (2k 1)2n ma:
Z(—l)k(2k—1)2" = > (=D -2k = Z( D’ Z( ](—Zk)hz

k=1 h>1 k=1

Y 1y +z[ ]<—z>hz<—1>kkh;

(3c.1)

2B Y 0w ma R0 0" = XD RS0 k-1



Problemi di Analisi Complessa Matematica proposti dal Dott. Ing. Pasquale Cutolo

poiché D (D =—= (3c.2)

k>1
e ricordando che: ¢{(—2r) =0, otteniamo:

2 (D 2k-D* = ——+Z£2h 1]( =2)" (=D

k>1 h>1 k>1

Ricordando che : Z:(—l)kkz"_l =¥ -1)EA-2h) = 2% - 1)(- %), abbiamo:

k=1

B2
_lk 2k_1 211:___ _2 2h-1 22h_1 ;
kg,( ) ( ) ;(2}1 ]( )7 ( ) 7
) 2n 1 1 2n+1
osserviamo che: — = ; pertanto:
2h—1)2h  2n+1\2h
1 1 2n+1
-DFQk-D*" = -—=— -2 (2*" _1DB,, , e quindi,
kg,( ) ( ) 5 2n+1;(2h ]( ) ( )B,,,equ
essendo: th—22”+1( D™ 1Z:( 1)*(2k -1)*" , abbiamo:
k>1
Zb = 2" (- 1)’”[ Z 2n+1 2 (2*" -1B,, —1] (3¢.3)
2n+14\ 2h 2 '

La relazione (3c.3) ¢ stata Verlﬁcata con un programma di matematica.

Punto 2
Ponendo, nella (3¢c.1), Tan(mx) =t¢, da cui x = ArcTan(t), abbiamo:

u > Sinh[u 1 ArcTan(t)]

T 2n+1 - 2h+1
du= 1 b, [t 3c4
L Sinh(u/2) hZ; 7] (3c.4)
Derivando la precedente, rispetto a (t), e ponendo dopo, t = 0, troviamo:
" Qs 1
lim . u’" Sinh[u ~ ArcTan(t)] | e g2 - .
Dt_[ . du= — | ———du= 7"""b,, da cui:
t—>0 % Sinh(u/?2) ¥ Sinh(u/2)

_I ot a2 _“kduzzz (2n+1)! :22"+3(2n+1)zz 1

k>0 7 k=0 (1 + k)2n+2 T = (1+ 2k)2n+2 >
1

ricordando che: > — = [1-2"®"?17(2n + 2), otteniamo:

; (1207 L 16(2n+2)

2n+3 '
w2, = 2D ey 4 gy = 2B D g (a4
7 Ve
22n+l 2n+2
ma: ((2n+2)= W| »pia|» € quindi:
by = (@ - 12"[B,, | (3¢.5)
n+1

La relazione (3c¢.5) ¢ stata verificata con un programma di matematica.
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Punto 3
Derivando successivamente, (2n) volte, rispetto ad x, la funzione 7Tan(x),

constatiamo facilmente che il coefficiente b, del termine di grado 2n+1, del

polinomio th [Tan(x)]*""', & uguale a (2n)!

h=0



