Problemi di Analisi Complessa Matematica proposti dal Dott. Ing. Pasquale Cutolo

Problema n. 7¢

Partendo dalla relazione:

n 1
[2Tan(m)]*" ™" = 2" Z a,[Tan(m)]™", |x| < 5
h=0

fornire I’espressione che definisce a,, (h=0,1,2,3,...,n), in funzione din, (n =1,2,3,...).

Risoluzione

Riprendiamo la formula indicata in (2¢.2)

[Tan()] ™= 7Y a,[Tan(m)]” = 2 77 (<1)" Y (~D* k> e > |

h=0 k=1

. . 1 1 't‘
e poniamo Tan(mx)=t,dacui: mx = ArcTan(t)= ?ln 1 + l-t ,
i —1i
che sostituita nella (7c.1) fornisce:

1+it

zahch — 2211(_1)n Z(_l)kan—le ki 1-it — 22n( l)nz( 1) k2n 1( t)k,
~ +1

1
k>1 k>1
derivando la (7¢.2), (2h) volte, rispetto a t, ¢ ponendo dopo, t = 0, abbiamo:

n n n— 1—it h
a,2h)! = [2*"(=1)" D (-D"k’ l(m)k]fi’o);

ora, [(1— )" (1+ir) 120 = tli_r)nojz_h(;ﬁhj[(l—il‘)k]uh_”[(l+it)_k](”:

:i 20 Tk +)(=i)" Tk + j)(=i)’ _ 2’1 2h 1t — L (k+))
P )Tk +1-2h+j)  T(k)

j=0\J

2h (D
_Z( . }k(—l)h(k+j—l)(k+j—2)...(k+j—2h+1);
=0\.J

ricordiamo che nello sviluppo delle derivate abbiamo utilizzate le formule seguenti:

b (a+ by D (a+ by =B (i

D" (a+bx)* = —F(a 1)
IN'a+1-n) L'(p)

inoltre, ricordiamo la ben nota relazione:

x(x-1)(x-2)...(x-n+1) = Zn:s(n,k)xk ,

k=0
dove s(n,k) rappresentano i numeri di Stirling di prima specie.

Pertanto: Z( }«( D'k+ =D+ j=2)(k+ j—2h+1)=

u=0

C(k+1-2h+j)

(7¢.1)

(7¢.2)

:iﬁ }{(_this(zh_l’“)(k”‘1)" M( }f( 'S s(2h - Lu) (";}k”(j—l)”‘”;

quindi: @, (2h)! = 2% (=1)" Y (-D)" k> i( ] is(ﬂz 1,u) Z( }p(j—l)"‘p=
J p

k> j=0 u=0 >0

2h 2h 2h
=2°"(=1)"(~1)" Z( JZ 2h—1u)Z(j;](j—1)"“”2(—1)"!(2”*‘”;

] u=0 20 k=1

sappiamo che {(-2n—-2p)=0, (n + p intero > 0), e quindi:
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JACE!
a,(2h)! = 22'1( D" (-1 Z(] ]Z 2h lu)Z(Zp_J(j_l)u2p+lz(_1)kk2n+2p1;

u=0 p=1 k>1
sappiamo che:
B
Z( 1) k2n+2p 1 _ (22n+2p l)é’(l 20— 2p) _ (22n+2p 1)( 2n+2p ),
| 2n+2p
quindi: a,(2h)! =

2h

h BZn+2p
=2 (-1 -1) Z( ]Z 2h—1u)Z(Zp_J(j—l)“p“(z“w—1)m; (7e3)

p=1
osserviamo che nello sviluppo della relazione precedente (7¢.3), al variare di j, u, p,
si presentano valori indeterminati (0°) . Per evitare detti inconvenienti calcoliamo
I’espressione precedente per j =0, perj=1,eperj> 1.
Cosi operando, troviamo:

‘ 20 (D)
1) perj=0, Z[ ) ]k(—l)h(k—kj—l)(k+j—2)...(k+j—2h+l)=
j=0\.J
=(—l)hk(k—l)(k—2)...(k—2h+1)=(—l)his(2h,u)k” ;

[, 2], =2""(=1)" 2 (=D k" (=)’ ZS(% uk” =

k=1

:22n(_1)n(_1)h Zs(zh u)z( ) kg 2nut

= k=1

=27 (=1)"(-1)" Zh:s(Zh,2u)z (=Df k> =

u= k>1

=2 (=" (=D’ Z sQ2h2u)(2¥ —1)¢(1-2n—2u) =

u=0

B
_22n 1 n—1 1 s 2h 2u 22n+2u _1 2n+2u
D" (=D’ Z ( ) )—2n+2u

2) perj=1, Z( ' }((—1)’1(k+j—1)(k+j—2)...(k+j—2h+1)=

2h-1

=2hk(=1)" (k)(k =1)...(k —=2h +2) = 2hk(- 1)’12s(2h Lu)k";

:

2h-1

a, (2, = 2 (=D)" D D K 2hk(=1)" D s(2h - 1Lu)k" =

k=1 u=0

=22 (=1)" h(-1)" Zs(Zh—l u)Y (=) k=

k>1

:22n+1 (_l)n h(—l)h ZS(zh _ 1,21/[ _ l)z (_l)kk2’1+2”71 ; pertantOZ

u=1 k=1

h B
a 2h ' — 22n _1 n—1 _1 h g 2]’[,274 22n+2u _1 2n+2u +
o D uZ:; ( X )2n +2u

h
+22n+l (_l)n h(—l)hZS(Zh _ 1,21/[ _ l)z (_l)kk2n+2u—l 4
u=l k=1
2h-1

2n n-1 h u . u=2p+l (42n+2p BZn+2p
+22 (=)™ (=D)" Z(} ]Z (2n - 1u)z(2p_J(J—1) 2 1)—2n+2p.

u=0 p=1
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In definitiva, ricaviamo:

2% B
_ 1 n—1 1 s 2h 21/{ 2211+2u _ 2n+2u +
a, (2h)'( )" (=1 [Z ( X )—2n+2u
B
+20Y s(2h —1,2u — )22 )22y
; ( X )2n+2u

D3 ) SRS 3 (=1 2 <) e (Te.4)

Ky —Lu - —)—]. C.

=2\J )i = \2p-1 / 2n+2p

Per h = 0, ritroviamo la formula: a,= 2*"(2*" - l)|2i
n
Per h = n, ricaviamo:
2

B
— [Zs(zn 2u)(22n+2u _ ) 2n+2u +

a,
( ml iz 2n+2u
B
+2n Ky 2n_1,21/l—1 22;1+2u -1 Doy
z ( X )2n+2u
+z anl 2n—1 u)[f] u (j_l)u—2p+l (22n+2p _I)M] :(Zn_l)V (70 5)
u=0 p=l 2p—1 2n+2p . .

Le rela210n1 (7c.4) e (7c.5) sono state verificate con un programma di matematica.
La verifica della (7¢.5) conferma quanto asserito nella soluzione del problema

n. 2c, Punto 4.



