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Data una curva quartica della forma
yiy=ax*+bx’+cx*+dx+e cona#0, (1)

vogliamo trovare delle condizioni sotto le quali esiste la retta bitangente alla curva (1), ovvero la
retta che risulta tangente alla quartica in due punti distinti A e B, e scriverne I’equazione cartesiana.

Ad esempio, assegnata la curva y = = x* + 10x° + 73x* + 231 x + 270, vogliamo determinare

I’equazione della retta tratteggiata (si faccia riferimento alla figura seguente).

Per risolvere questo problema esistono vari metodi, tra cui segnaliamo un interessante lavoro di
Carlo Sintini (st veda [2]). Nel presente articolo sono esaminati altri quattro metodi, dei quali tre
si basano su una particolare applicazione delle affinita.

Primo metodo. In analogia con I’articolo [1], cerchiamo P’aflinita ¢ della forma

X =x+h
(P:{y’:)\x+yy+k @
che trasforma la curva (1) in una quartica della forma
Yy = @)+ wi)? (3)
simmetrica rispetto all’asse delle ordinate e tangente nell’origine all’asse delle ascisse.
Sostituendo le espressioni di x” e i’ nell’equazione della curva (3) si ottiene

Ax+uy+k=(x+h)?*+wx+h)?
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e risolvendo rispetto a y si trova

1 , 4h 5 6K +w , 2wh+4k*—-A W +wh®—k
y=—x'+—x+ x>+ X+ ;
TR u u u

uguagliando termine a termine con la (1) si ottengono “a cascata” e nel seguente ordine i coeflicienti

u, h, w, A, k:

7

1_, 1
T “Ta
4h
v 4a
6h? +w 8ac—31?
=cC = 4
H R 8 a2 (4)
2wh+4h0 - A 4abc - b* —8a%d
:d /\:
K 8a3
W+ wh? -k . ‘o 16ab’c — 5b* — 256 a%¢
Z - 256 a* '
Le equazioni dell’affinita ¢, pertanto, sono le seguenti:
X :X+E
v ,_4abc—b3—8a2dx 1 +16ab2c—5b4—256a3e
v = 83 a’ 2564

La curva (3) ha due minimi se e solo se risulta w < 0 e, studiando la derivata prima, si trova
che le loro coordinate sono

, w W ) w W
o5 5) (VR S)
w?

la bitangente " alla curva, essendo la retta passante per A’ e B’, ha equazione ' : v/ = ——.

Osservazione 1. Un’affinitd manda rette tangenti in rette tangenti (e rette bitangenti in rette
bitangenti), quindi la curva (1) ammette una bitangente se e solo se 'ammette la curva (3), e cio
accade se e solo se risulta w < 0; dal momento che 842 > 0 (si ricordi che a # 0), la condizione
w < 0 equivale a 8ac—3b* < 0.

Lequazione della retta bitangente # alla curva (1), sotto la condizione 8ac—3b* < 0, si trova
semplicemente applicando P'affinita ¢! alla retta #'; si ottiene

t.4abc—b3—8a2d 1 16ab’c —5b* — 256 4% 1(8ac—3b2)2

82 X+oye 256 4° “1\7 82

che possiamo scrivere nella pit comoda forma esplicita:

bc b c? &_ b
40 8a2 644

t:y:(d—ﬂﬁ'g XxX+e——+
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: 1 :
Nel caso specifico, la curva y = 5 x*+10x% + 73 x2 + 231 x + 270 viene trasformata nella curva

¥ = (¥')* —4(x')* mediante P’affinita

X =x+5
v y=-2x+2y-15

. . 11 .
e la retta bitangente ha equazione y = x + > - Si veda la figura.

Osservazione 2. I punti di minimo della curva v/ = (x')* =4 (x')* sono A’(~ V2, —4) e B'(V2, —4)
e coincidono con le immagini, mediante P'affinita ¢, dei punti di tangenza A e B. Applicando
quindi 'inversa di ¢ ai punti A’ e B’ si ottengono le coordinate dei punti di tangenza:

A(—S—\/—,%—\@) , B(—5+\/§,%+\/§).

Alternativamente, per determinare le coordinate dei punti A e B ¢ possibile risolvere il sistema

1 1 2
y:§x4+10x3+73x2+231x+270 §x4+10x3+73x2+230x+¥=0
N ;
y=x+? y:x+?

tenendo conto che si devono ottenere due soluzioni contate entrambe due volte, determiniamo

. . . .1 529 .
6 e T in modo che il polinomio Ex‘* +10x% + 73x% + 230 x + — Ppossa essere scritto nella

forma 5 (x2 + 5x +17)°. Svolgendo il quadrato del trinomio e uguagliando i due polinomi si trova

’equazione

2 > 2
(10—5)x3+(73—%—T)x2+(230—61)x+¥—%:0;
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sfruttando il principio di identita dei polinomi si ottiene 6 = 10 e T = 23, da cui x1, = -5 %
V2. Le rispettive ordinate possono essere ottenute semplicemente sostituendo i valori delle ascisse
nell’equazione della retta bitangente.

Secondo metodo. Si supponga 8ac —3b* < 0. Si osserva che l'origine ¢ I'unico punto della
curva (3) diverso da A’ e B’ in cui la tangente ¢ parallela alla bitangente, quindi la retta tangente
alla curva (1) nel suo punto C = ¢7}(O) ¢ parallela alla bitangente (si veda la figura).

e y
e
,/
O X
A' B'
) b ) )
Dal momento che I’ascissa del punto C ¢ xc = ——, per determinare la retta bitangente pos-
P 20 P gente p
a

siamo procedere come segue:

b

1) si calcola la pendenza m della retta tangente alla curva (1) nel suo punto di ascissa xc = ——;

2) si trovano le ascisse dei punti A e B (distinti da C) nei quali la retta tangente alla curva (1) ha pen-
denza m; non ¢ difficile dimostrare che tali ascisse sono reali e distinte se e solo se 8ac—3b> < 0;
3) si determina I’equazione della retta che passa per i punti A e B, ottenendo cosi la bitangente.

Nel nostro caso particolare I’ascissa del punto C ¢ xc = =5 e la tangente corrispondente ha
pendenza 1; per cercare 1 punti della curva in cui la tangente ha pendenza 1 basta imporre che la
derivata prima sia uguale ad 1, arrivando cosi all’equazione

23 +30x%+146x+231=1 = 2x°+30x%+146x+230=0 = *+15x°+73x+115=0;

sappiamo che una soluzione ¢ x = —5, quindi mediante la divisione polinomiale possiamo riscrivere
il polinomio di terzo grado a primo membro nella forma (x + 5)(x* + 10 x + 23) . Le radici x5 =

—5 + V2 del polinomio di secondo grado sono le ascisse dei punti A e B; la bitangente & la retta

1 1 . 11
passante per A(—S— V2, 5 —\/E) e B(—5+\/§, 5t \/E) ed ha equazione y = x + > -

Osservazione 3. Lascissa del punto C ¢ I'unica radice della derivata terza.

Terzo metodo. Si tratta di una variante del secondo metodo: una volta calcolata la penden-
za m della bitangente (di equazione y = mx + k), per determinare k si impone che sia nullo il
discriminante (si veda [3]) del polinomio ax* + bx® + cx*> + dx + e — (m x + k), arrivando cosi ad
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un’equazione di terzo grado in k. La soluzione con molteplicita uguale a 2 ¢ quella che corrisponde
alla retta bitangente.

Vediamo un’applicazione di questo metodo al nostro caso numerico: la pendenza e m = 1
mentre il discriminante del polinomio

1
§x4+1Ox3+73x2+231x+270—(x+k)

¢ uguale a =32k + 592 k? — 3608 k + 7260 (si veda [3]).

. ) 15 . . :
Dal momento che la retta tangente in C (—5, E) alla (1) ha equazione y = x + > dividendo il

discriminante per il binomio (2 k — 15) si arriva alla scomposizione

=321 + 592K — 3608 k + 7260 = (2k — 15) - (~16K* + 176k — 484) = (15— 2k) - (4k — 22)° ;

. .. 11 . . . .
la radice con molteplicita uguale a2 ¢ k = > ed in corrispondenza di questo valore si ottiene

. . 11
’equazione della bitangente y = x + > -

Quarto metodo. Facendo riferimento all’Osservazione 2, cerchiamo m, k, 6, T in modo che il
. . 2
polinomio ax* + bx® + cx?> + dx + e — (mx + k) possa essere scritto nella forma a (x*> + 6 x + 7)

con 6* — 41 > 0. Si ottiene b
0= —
2a
b-2a6=0 _4:61C—b2
c—ad*-2at=0 . T="gn
d-m-2ad1=0 be b
m=d-——+-
e—k—-at>=0 2a  8a
P
7 4a 8a2 644}
: : : b b 2 bt
da cui ’equazione della retta bitangente: y:(d_2_2+@)x+e_i_a+8_ai_64a3'
3b° —8ac

Osservazione 4. La condizione 6*>—4 1 > 0 diventa > 0 ed equivale, essendo 44* > 0

4 a2
(s ricordi che @ # 0), a 3b*> —8ac > 0; si ritrova quindi la condizione scritta nell’Osservazione 1.
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