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222. Francesca e la sua discalculia
un intervento di recupero dalla scuola dellinfanzia alla primaria

Domenico Lenzi ! e Roberta Lenzi 2

Introduzione

Francesca, che ha nove anni e frequenta la quarta classe della scuola primaria, ¢ una bambina a suo
tempo diagnosticata come discalculica grave e dislessica.

Quando abbiamo avuto i primi contatti con lei, la piccola non era in grado nemmeno di riconoscere il
numero di dita che le venivano mostrate, che ogni volta doveva contare; il che le aveva impedito di
acquisire 'automatizzazione delle tabelline dell'addizione e della sottrazione.

Questa ¢ la traccia di un possibile intervento didattico nell'ambito dei primi apprendimenti aritmetici,
elaborato sulla base dell'attivita effettuata con Francesca, circa due volte a settimana, a partire dal
novembre 2014 alla meta di aprile del 2015. La bimba ha reagito bene al trattamento che le viene
somministrato. Infatti alla fine di marzo abbiamo ricevuto una sua telefonata con cui ci informava di
aver preso nove nella verifica di aritmetica; poi, nel successivo incontro con noi, ci ha comunicato che
quel giorno si era offerta per la prima volta di leggere a scuola ad alta voce, prendendo un altro nove.
La settimana successiva ha guadagnato un “bravissima” e poi un dieci su attivita riguardanti i numeri
decimali, seguito da un nove sulle equivalenze.

Qualche giorno fa — siamo a meta aprile - la maestra di Francesca, durante un colloquio con la mamma,
ha affermato che a suo avviso la bambina non ¢ piu discalculica.

Alcune delle considerazioni teoriche svolte in questo intervento sono ricavate da articoli del primo
autore riportati in Bibliografia.

1. Considerazioni generali

1.1. Premessa

Gli alunni affetti da DSA (Disturbi Specifici dell'Apprendimento quali dislessia, discalculia, disgrafia e
disortografia) — talora sconosciuti, a volte ignorati e lasciati a se stessi — in Italia hanno un'incidenza di
circa un alunno per classe (4-5 %).

Spesso dotati di una notevole intelligenza, hanno la sfortuna di non essere in sintonia con impostazioni
didattiche, a volte vecchie e superate, che insegnanti inadeguati — anche a causa della preparazione
ricevuta, quasi mai attenta ai problemi dell'apprendimento — non riescono a rimpiazzare con attivita piu
efficaci. Eppure in molte situazioni si potrebbero adottare metodi di insegnamento adatti ai DSA, che
siano utili anche agli altri alunni e siano in grado di soddisfare l'ansia di sapere dei bambini. Inoltre per
un DSA puo essere essenziale una didattica di tipo laboratoriale (qui ne vedremo qualche esempio
riferito alla discalculia), purché non scada in un fare approssimativo ed estemporaneo, privo — come a
volte accade — di un supporto didascalico semplice e adeguato.

Dipartimento di matematica e fisica dell'Universita del Salento, Lecce; domenico.lenzi@unisalento.it.
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G. Stella e L. Grandi in [22] sctivono: « [...| i DSA, essendo “evolutivi®, tendono a migliorare spontaneamente.
Purtroppo il momento pin grave del disturbo coincide con le maggiori richieste sul piano della letto/ scrittura (periodo
scolastico) |...] » Come si puo evincere anche da cio che Stella ¢ Grandi dicono in seguito, le loro
considerazioni valgono pure sul piano dell'apprendimento aritmetico. In proposito adeguati esercizi di
conteggio e di riconoscimento dei numeri — che inizialmente saranno rappresentati tramite le dita —
possono rivelarsi molto utili per la conquista degli automatismi tipici di abilita che sono difficili da
attivare da parte di un discalculico, ma anche da parte di tanti altri alunni che sono destinati a un
rapporto conflittuale con la matematica.

Tuttavia, a nostro avviso, nell'apprendimento matematico gli esercizi — pur importanti — non sempre
sono sufficienti a determinare delle soddisfacenti risposte automatizzate, le quali generalmente sono la
conseguenza di stimoli attivati da quegli esercizi. Anche perché stimoli di poco differenti — ma
finalizzati a un risultato diverso — la cui diversita non venga percepita, potrebbero innescare la vecchia
risposta, che non ¢ quella richiesta. Percio esercizi che non siano legati al solo aspetto procedurale, ma
vengano accompagnati — nella fase dell'addestramento — da una giustificazione (per quanto possibile)
degli stessi, potrebbero rivelarsi estremamente utili; anche perché quella giustificazione — pur non
completamente compresa — a volte ¢ in grado di indirizzare verso la risposta giusta, o di evitare risposte
errate.

Per esempio, si pensi agli esercizi sul calcolo del prodotto di due frazioni. Ebbene se uno studente si
rendesse conto del modo di procedere (avendo innanzitutto capito cosa significhi moltiplicare due
frazioni, cosa di cui quasi mai ci si preoccupa), difficilmente lo trasferirebbe — come spesso avviene’ -
all'addizione di frazioni, le cui ragioni sono del tutto diverse.

Sull'argomento segnaliamo che D. Lucangeli nella Prefazione di [20] afferma: «... insegnare procedure
di calcolo a memoria non garantisce dall'errore. »

Tra l'altro, un attaccamento eccessivo a una procedura talora puo determinare una sorta di irrefrenabile
riflesso condizionato, causando vari inconvenienti; come quello recentemente segnalato da G. Stella, il
quale in un seminario ha riferito di una bambina che, posta piu volte di fronte alla sottrazione of70 meno
cingue, si affannava pervicacemente a percorrere all'indietro la filastrocca dei numeri partendo dall'ozz;
anche quando questo numero veniva presentato con tre dita di una mano e le cinque dell'altra. C'¢ poi il
caso di un'altra bambina che — nonostante la sua maestra avesse introdotto da diversi giorni, in tetza, la
procedura di sottrazione in colonna — di fronte a sottrazioni come 25-14 si ostinava ancora nella
filastrocca all'indietro 24, 23, 22, 21 ... Percio il rimanere eccessivamente su di una procedura —
soprattutto se non ¢ quella definitiva — puo essere controproducente.

Qui ci preme anche segnalare atteggiamenti contrari — ma non sufficientemente giustificati — nei
riguardi di alcuni materiali didattici strutturati. A nostro avviso, tutto puo essere nato da un vecchio
articolo didattico di Bruno D'Amore (si veda [4]), da alcuni letto in modo superficiale. Poi il passaparola
ha fatto il resto.

Nell'articolo si denunciava soltanto un uso inapproptriato di quei materiali; e su questo siamo
completamente d'accordo. D'altro canto, i risultati conseguiti da Francesca in ambito aritmetico non
possono non essere stati frutto di un accorto uso dei Blocchi Aritmetici (BAM) decimali e dell'abaco, su
cui ci soffermeremo al momento opportuno, che hanno fatto capire alla bambina il vero senso della
rappresentazione numetrica, anche per quel che riguarda l'uso della virgola in riferimento alle misure di
lunghezza e alle relative equivalenze.

A proposito di BAM, a pag. 14 di [9] N. Galvan e A. Biancardi segnalano un'attivita con i Blocchi
Aritmetici, condotta da J. Hiebert e D. Wearne (cf. [12]), che si ¢ rivelata particolarmente efficace.
Avviandoci al termine di questo paragrafo, segnaliamo il fatto che alcuni insegnanti lamentano che i
loro alunni non comprendano la proprieta commutativa dell'addizione. Ora, a meno che non si tratti di
un problema terminologico (legato all'aggettivo “commutativo’!), cio significa semplicemente che non ¢
stata compresa la genesi della nozione di addizione. Infatti, se inizialmente con 5+3 si intende che
partendo da 5 si va avanti di #e passi nella filastrocca numerica — che ci si aiuti o meno con la linea dei

3 Siamo di fronte a un trasfert negativo, ingiustificato. In psicologia generale il transfert, nell'ambito dei processi

di apprendimento, € il fenomeno di trasferimento di una proprieta da una situazione a una analoga. In genere, esso
facilita nuove conoscenze, che tuttavia vanno verificate. Percid quando questo processo conduce a errori — come nel
caso delle operazioni tra frazioni — & compito dell'insegnante contrastarlo con esempi adeguati.
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numeri — ¢ ovvio che non si riesca a capire perché partendo da 3 e andando avanti di cinque passi si
arrivi a uno stesso risultato.

In realta, nella sua prima accezione, l'addizione ¢ legata al mettere insieme gli oggetti di due
raggruppamenti distinti, che poi vanno contati nel loro complesso. E agli effetti del contare ¢
indifferente quale dei due raggruppamenti sia stato considerato per primo, dal momento che gli oggetti
sono sempre gli stessi; di conseguenza, ¢ indifferente quale dei due numeri che quantificano i
raggruppamenti venga considerato per primo. In proposito si osservi la seguente illustrazione, che non

necessita di ulteriori commenti.
-

T ALY

3 + 3) = 8

1.2. Le dita, uno strumento indispensabile per imparare a contare

L’uso delle dita in chiave aritmetica puo partire in modo sistematico a tre anni, quando 1 piccoli
incominciano a indicare la loro eta con il pollice, I'indice e il medio di una mano.

Pero gia prima sarebbe opportuno intervenire per dare sostanza e sostegno a una naturale tendenza
verso il numero, tipica di ogni bambino che incomincia a prendere coscienza di sé e del mondo che lo
circonda. Si tratta di attivare potenzialita di cui ogni individuo ¢ dotato grazie alla sua memoria di
specie. E non a caso B. Butterworth parla di “cervello matematico” (si veda [1] e [2]).

Allora se le cose stanno cosi, perché — ci si puo chiedere — questo tipo di capacita non si rivela piu o
meno in maniera analoga in ogni essere umano; cosi come compare, per esempio, quella di parlare? Ma
in realta si tratta di capacita che sono frutto di ereditarieta genetiche diverse; e molti studiosi le fanno
rientrare nel vasto bagaglio degli istinti umani (si veda [3] e [8]); tuttavia questi istinti sono tanto piu
cogenti — se cosi si puo dire — quanto piu antico ¢ il percorso filogenetico che li caratterizza. Se, per
esempio, pensiamo all'istinto di sopravvivenza — di gran lunga il piu antico, ovviamente — esso si attiva
immediatamente alla nascita; cosi il neonato riconosce facilmente il seno materno e con la bocca va
immediatamente alla ricerca del capezzolo, fonte di vita.

Ebbene, come Tullio De Mauro richiama in un'intervista del 1995 (cf. [7]), ci sono alcuni studiosi
(Lieberman) secondo cui I""Homo sapiens" avrebbe imparato a parlare solo dopo tre quarti della sua
storia (circa 50 mila di anni fa); mentre secondo altri si deve risalire a circa 300 mila anni fa. Invece, per
quel che riguarda le capacita aritmetiche, bisognerebbe far riferimento alla comparsa del'Homo sapiens
sapiens (circa 40.000 anni fa), con i primi reperti — come incisioni di tacche su ossi lunghi di animali —
che fanno pensare a rudimentali rappresentazioni numeriche. Anche se ci sono studiosi che fanno
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risalire le prime concrete attivita aritmetiche, con significativi risvolti sociali, all'avvento del neolitico
(circa 10 millenni prima di Cristo).

Inoltre, ogni individuo — gia alla sua nascita — ¢ immerso in un universo di parlanti, mentre gli stimoli
che egli riceve in ambito aritmetico sono pressoché nulli.

E pensare che K. Devlin, in [8], ci parla di un esperimento condotto da S. E. Antell e D. Keating,
psicologi statunitensi, che hanno mostrato — e i loro risultati sono stati confermati da altri ricercatori —
che bambini di pochissimi giorni sono in grado di percepire le quantita di insiemi che abbiano al piu tre
oggetti. Il che fa considerare un po' stupidi alcuni giochini che a volte si vedono su certi libri di prima
classe.

E pur vero che — data la maggiore giovinezza dell'Homo mathematicns — le capacita di tipo aritmetico in
molti individui sono piu riposte, onde hanno bisogno di essere opportunamente sollecitate. Ma proprio
pet questo, cio andrebbe fatto ben prima dell'accesso alla scuola primaria.

Tra l'altro, D. Lucangeli in [20] (p. 26) ha segnalato una ricerca di Le Corre e Carey — del 2007, cf. [13] —
che si sono occupati di come a poco a poco 1 bambini prendano coscienza dei primi numeri. Inoltre, la
Lucangeli a pag. 14 di [20] fa una breve sintesi di alcune ricerche condotte sull'argomento.

D'altro canto, bisognerebbe tener presente che quasi tutti gli istinti, se non vengono attivati, finiscono
con l'affievolirsi. Si pensi a quanto sia difficile alfabetizzare degli adulti o quanto sia complicato
apprendere una lingua straniera da grandi. Si provi anche a immaginare cosa sarebbe di un bambino
cresciuto senza stimoli linguistici, per esempio in una foresta.

Recentemente V. Daniele ha elaborato alcuni dati dell'lnvalsi, si veda [6], — coordinandoli con
informazioni Istat — grazie ai quali ha evidenziato che bambini di regioni in cui la presenza degli asili
nido ¢ piu elevata, hanno una migliore riuscita in Italiano e in Matematica.

Pur non essendoci uno stretto rapporto di causa ed effetto tra i due tipi di dati, siamo di fronte a un
indizio da tenere in stretta considerazione, anche per le considerazioni svolte da Daniele.

Si capisce, allora, che gia nella scuola dell'infanzia — che dovrebbe essere resa obbligatoria almeno pet
un anno, tanto per incominciare — bisognerebbe favorire l'attivazione di semplici ma fondamentali
esperienze aritmetiche. E non a caso la Lucangeli — in una conferenza tenuta qualche anno fa
nell'annuale convegno matematico di Castel San Pietro (BO) — ha dichiarato che, per quanto riguarda
l'aritmetica, i nostri bambini prima dell'accesso alla scuola primaria ¢ come se fossero tenuti nella jungla.
Forse ¢ questa la ragione per cui Jean Piaget riscontro, a suo tempo, tante difficolta nei riguardi del
Principio di Conservazione delle quantita discrete * da parte di bambini d'eta inferiore ai sei anni (cf.
[21]). E pensare che, ironia della sorte, in molte nazioni i risultati del Piaget hanno determinato l'inizio
della scuola dell'obbligo a sei anni.

Con ogni probabilita, la verita ¢ che i bambini normalmente sono immersi in un mondo in cui i
confronti di tipo quantitativo sono effettuati in termini spaziali: piz alto, meno lungo, pin grosso, ecc.; nello
stesso tempo, il contare ¢ una cosa talmente semplice che si pensa — a torto — che non valga la pena
soffermarcisi piu di tanto con i nostri bambini. Perd poi molti di questi finiscono con 'avere difficolta
in aritmetica, che potrebbero essere evitate se essi fossero adeguatamente sollecitati.

Significativo ¢ il caso di una mamma che aveva gia avviato ai conteggi sua figlia — poco piu di tre anni
d'eta — e che provo a fare un esperimento di tipo piagettiano. Mise di fronte alla bimba alcuni bicchieri
e glieli fece osservare per alcuni istanti. Poi allontano i bicchieri 'uno dall'altro e domando se la loro
quantita fosse rimasta la stessa. La bambina rispose: «mamma, sembrano di piu, ma se li conto vedo che
SONo ancora cinque. ».

D'altro canto, a ogni livello che non sia quello di un corso di laurea in matematica, l'insegnamento di
questa disciplina spesso ¢ condotto facendo leva su considerazioni di tipo intuitivo, a volte
approssimative e imprecise. Pero, per quel che riguarda i primi approcci all'aritmetica, gli aspetti intuitivi
riescono a far breccia soprattutto su coloro le cui capacita aritmetiche sono a un livello pit superficiale,
riuscendo a raccordarsi con queste.

Ovviamente, il primo momento in cui emerge nel bambino un'idea di tipo numerico ¢ quello in cui egli
prende coscienza della singolarita — che poi sara legata al numero #no — in contrapposizione alla pluralita.
Ma presto sara bene che egli acquisti familiarita col tipo piu semplice di pluralita: la binarieta — portatrice

4 Questo principio afferma che la quantita di un raggruppamento di oggetti non dipende dalla loro dislocazione

nello spazio. Se gli oggetti si avvicinano o si allontanano, la loro quantita resta immutata.
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del numero due — che scaturisce da una singolarita accoppiata a un'altra. Di questo tipo di pluralita egli
ha gia molti esempi legati al suo corpo. Percio gli si fara contare: uno, due occhietti; uno, due piedini;
una, due orecchie; una, due manine; una, due gambe; una, due guance ... ; ma, naturalmente, anche una,
due candeline (nel giorno del suo compleanno); una, due palline; uno, due bicchieri; eccetera. E riuscira
a capire che non importa quale occhio, piede, bicchiere ... si contino per primi: si termina sempre con
due.

Questa ¢ un'attivita che in qualche nido d'infanzia gia si incomincia a fare; ma sarebbe bene che anche
in famiglia ci si sensibilizzasse in tal senso.

Poi il primo vero e imprescindibile intervento sara quello dell’#n-due-tre. E all’alunno si evidenziera che il
contare tre dita, o tre oggetti qualsiasi, ¢ indipendente da come questi siano via via considerati nel
conteggio, come ¢ gia avvenuto nel caso di due oggetti (o cose) °.

Quindi in lui a poco a poco emergera la consapevolezza che, quando siano visibili
contemporaneamente, quelli si percepiscono nella loro #nitarieta, senza la necessita di contarli (si veda
l'illustrazione seguente), come avveniva gia nel caso di due oggetti; onde rimarranno in #e — e li si vedra
come tali — anche se li si allontana 'uno dall’altro, pero facendo in modo che restino percepibili con un
colpo d’occhio.

Cio porta alla presa di coscienza della conservazione della quantita #7, primo passo verso l'acquisizione
del Principio piagettiano di Conservazione delle Quantita discrete.

Osservazione 1. E noto che la percezione della numerosita di un gruppo di oggetti senza contarli
(subitizing) va oltre il tre solo se essi siano collocati in posizioni particolari gia note, o li si faccia
percepire essenzialmente come addizioni del tipo 2+2 (due oggetti e due altri) o 3+1; oppure 3+2,
3+3..

A volte anche la presenza di un elemento superfluo puo essere di aiuto. Per esempio, si vedano i due
seguenti gruppi di palline.

Sono sette palline in entrambi i gruppo. Ma per quello di sinistra non ¢ facile rendersene conto. Invece
nell'altro c¢'¢ una lineetta che ci fa capire subito che le palline sono 3+4 (= 7).

Presto il bimbo dovra conoscere i numeri naturali dall'uno al cingue, e dovra essere in grado di recitarli
nel loro ordine canonico, 'uno dopo l'altro e senza salti.

Pero, al fine di evitare inconvenienti — come ci ¢ capitato anche con bambini di cinque anni, che
dicevano che il pollice e I'indice indicavano il numero “pistola”, dopo che avevano detto che l'indice e il
medio indicavano il due — ¢ essenziale far capire che per rappresentare il due o il #7e non importa quali
dita si scelgano, a parte qualche piccola eccezione — giustificata — che vedremo in seguito. Cio che serve
¢ che esse vengano contate fino a raggiungere il numero che interessa.

In definitiva, dire tre anni e indicarlo con tre dita, non corrisponde soltanto all’'uso di un contrassegno,
come per un giocatore di carte che, volendo mostrare al compagno che ha un #r, si tocca un orecchio o
si gratta il naso; ma quelle dita esprimono una determinata quantita secondo un criterio analitico, in cui
ciascun dito svolge un ruolo essenziale. Lo stesso ruolo che presto sara svolto da cioccolatini, caramelle,
eccetera.

5 Si tratta del Principio di Irrilevanza (o Indifferenza) del modo di scegliere gli oggetti che via via si contano, che

vale per tutti i raggruppamenti. Ovviamente, senza tale principio non avrebbe senso contare. Questo normalmente non
si dice agli alunni, ed & sbagliato; anche se prima o poi essi arrivano a capirlo da soli, onde I'ultimo numero pronunciato
€ una sorta di marchio che esprime la quantita (il numero) degli oggetti contati.
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Generalmente negli individui prevale la tendenza a una percezione di tipo globale, unificante e poco
attenta ai particolari. Questa porta a confrontare cio che si acquisisce tramite 1 sensi con quanto si ha
nel magazzino della propria memoria; da cui scaturita — particolare piu, particolare meno —
l'interpretazione (percezione) di quanto i sensi hanno catturato.

Negli adulti questo comportamento spontaneo ¢ dovuto al fatto che esso consente quasi sempre — a
parte qualche abbaglio, si pensi alle illusioni ottiche — l'acquisizione di informazioni in maniera piu
immediata; invece nei bambini € dovuto al fatto che essi inizialmente non hanno altri strumenti di
indagine, non avendo ancora attivato — seppure mai ci riusciranno in mancanza di una guida °, ma a cio
bisognerebbe tendere — le abilita che favoriscono, in caso di necessita, approcci alla conoscenza di tipo
analitico, nei quali i singoli elementi che costituiscono un'informazione hanno importanza
fondamentale; e ignorarne anche uno solo puo portare a notevoli errori: si pensi a cosa succede quando,
scrivendo un numero in forma decimale , si trascura uno “0” o una qualsiasi altra cifra.

Talora capita di trascurare l'ultima parte di una notizia, poiché quanto si € acquisito ¢ percepito come
sufficiente. Cosicché, per esempio, un'informazione quale Marco ha 3 mele e Giovanni ne ha 2 di pii, viene
troncata dopo il “2”. E allora il rispondere che Marco ha pit mele ¢ un errore che non ¢ imputabile a
un deficit in matematica, ma semplicemente a un difetto di percezione o di attenzione.

Una volta che il bambino sara nel pieno possesso della nozione del #e, sara pronto per il passo
successivo, che consiste nell’aggiungere un oggetto a tre altri. Per poi contare: uno, due, tre, quattro (dita, o
cioccolatini o fiammiferi ...). E si terminera sempre con guattro, dato che qualunque sia 'oggetto che si
toglie, ne rimangono tre; onde quell'oggetto si associa inevitabilmente a guattro.

11 passaggio dal guattro al cingue avverra allo stesso modo. Percio le dita aperte di una mano diverranno
I’emblema della quantita cingue.

Questo discorso ¢ finalizzato alla rappresentazione dei numeri da wno a cngue tramite le dita di una
mano; che ¢ opportuno abbia come fondamento — per una corretta acquisizione dell'attivita del contare
— il principio che nel conteggio, a ogni nuovo numero che viene scandito, si aggiunge un altro dito.
Percio, una volta che si sia rappresentato il #e con pollice, indice e medio, ¢ opportuno — almeno
inizialmente — che il quattro venga rappresentato aggiungendo l'anulare; e non, come spesso si fa,
mostrando le dita che vanno dall'indice al mignolo.

Quella descritta ¢ l'inizio della fase del cingne, che prevede anche che il bimbo prima atrivi ad
automatizzare i calcoli che riguardano addizione e sottrazione che utilizzino le dita di una sola mano,
anche per quel che riguarda i risultati, che percio non supereranno il cnque (intra-cinque). Poi — superata
la precedente fase — si passera all'automatizzazione di calcoli che per i risultati richiedano anche l'uso di
entrambe le mani (#ntra-dieci); percio sara bene che i piccoli abbiano imparato a rappresentare — con le
dita delle due mani — anche i numeri dal se/ al dieci; e con questi dovranno familiarizzare, prendendo
coscienza del fatto che aggiungendo a ciascuno di essi la quantita di dita ripiegate si ottiene dieci. Cio
rappresentera — come vedremo — una base di partenza importante per l'automatizzazione della tabellina
dell'addizione, che pero dovra includere anche i risultati dell'addizione entro il diciotto (9+9).

1.3. Una canzone per contare

Naturalmente, ¢ fondamentale che il bambino conosca al piu presto la filastrocca dei numeri da wno a
cingue, per poi estenderla rapidamente fino al dreci. A questo scopo in [16], per favorirne 'acquisizione
stabile, i primi dieci numeri sono stati inseriti in una canzoncina, il cui testo, riportato qui sotto, ¢ stato
leggermente modificato e abbreviato. Per semplicita, dei nomi numerici (i numerali) ¢ stata usata solo
un'abbreviazione, che pero aiuta a individuarli. Come nel caso della filastrocca geografica ma-con-gran-
pena-le-re-ca-gin, che individua i vari gruppi montuosi in cui si suddividono le Alpi: Marittime, Cozie,
Graie, Pennine.

Per il blocco #n-due-tre-qua-cin si possono usare le prime cinque note musicali (do re wi fa sol); invece per
sei-sett-0-no-dié si possono usare le stesse note, ma al contrario (so/ fa wi re do). Per il resto della canzoncina
ci si puo arrangiare con una delle tante ariette che si propinano agli alunni.

6 Per alcuni bambini di cinque anni, l'indice e il medio di una mano rappresentano il tre, considerando

inessenziale il fatto che il pollice non sia evidenziato; dato che — verosimilmente — l'indice e il medio (col pollice) sono
abituati a vederli nella rappresentazione del ¢re, onde il pollice lo considerano sottinteso.
Salvo diverso avviso, come in questo caso, noi per numeri intenderemo quelli naturali.
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L’espediente musicale favorisce ’acquisizione da parte dei bambini dei numerali da uno a dieci — ma in
seguito parleremo quasi sempre di numeri — che essi dovranno arrivare a recitare senza salti e
trasposizioni. Inoltre, la loro collocazione in due blocchi successivi — per i quali la scala musicale viene
usata una volta “in salita” e una volta “in discesa” — serve a favorire nei piccoli I'acquisizione della
posizione reciproca di quelli nella loro filastrocca, fino a possederla in forma automatica; avendo
percezione immediata del fatto che tre viene prima di cinque, mentre nove viene dopo di sette ...,
senza la necessita di percorrere la filastrocca.

La canzone del contare

un-due-tre-qua-cin  spegni il lumicin
e potrai veder  sei-set-0-no-die

grappoli di stelle che si accendono nel ciel
sembrano fiammelle che risplendono per te

un-due-tre-qua-cin  ser-set-0-no-die

un-due-tre-qua-cin  ser-set-0-no-die
balla conta e canta com'e bello se cantiam
balla conta e canta la canzone del contar

la canzone del contar
la canzone del contar

Osservazione 2. Si tenga presente che generalmente non ¢ facile stabilire automaticamente la posizione
reciproca di due elementi rispetto alla loro collocazione in un ordinamento — pur conoscendolo — senza
percorrerlo via via, magari parzialmente.

Per esempio, chi sa dire immediatamente — se non ¢ pratico di musica — quale delle due note /& o fa
viene prima nella scala musicale? -

1.4. L'appello numerico

L’appello numerico ¢ un espediente che innanzitutto consente di imparare la filastrocca dei numeri che
entrano in gioco nel conteggio dei bambini di una classe. Esso presuppone che ciascun alunno
memorizzi il numero con cui ¢ indicato nel registro di classe (il suo nome numerico). Inoltre, chi abbia un
nome numerico diverso da #no, dovra imparare anche il nome numerico precedente. Quindi, al
momento dell’appello, il primo alunno dira ad alta voce #n0; dopodiché ogni altro bambino pronuncera
il proprio nome numerico non appena avra ascoltato quello precedente; che, qualora ci sia qualche
assente, sara pronunciato dall'insegnante.

Cosi, giorno dopo giorno, gli alunni impareranno nel loro giusto ordine 1 nomi numerici di ognuno di
loro; 'ultimo dei quali, ovviamente, ¢ il numero dei bambini della classe. Poi — a partire da un certo
giorno — ogni bambino, dopo aver pronunciato il suo nome numerico, andra a scriverlo in cifre arabe
sulla lavagna, a beneficio suo e di tutti gli altri alunni.

Trascorso qualche tempo, Pappello sara fatto da un bambino, che chiamera i suoi compagni coi
rispettivi nomi numerici, che pronuncera via via secondo l'ordine naturale. Non importa se le prime
volte commettera degli errori; ci sara sempre qualche compagno, o la stessa maestra, che potranno
intervenire per aiutarlo. E sara interessante accertare quando tutti gli alunni riusciranno a conoscere, nel
giusto ordine, 1 nomi numerici della classe. In seguito l'appello numerico sara effettuato anche a ritroso.
Ovviamente, i bambini si renderanno conto che quell’appello puo effettuarsi allo stesso modo in
qualunque luogo si trovi la classe, che essi siano vicini o lontani tra loro, purché siano a tiro di voce.
Percio, una volta che abbiano acquisito il Principio di Irrilevanza dell'ordine con cui si scelgono le cose,
gli oggetti o gli individui da contare (prima se ne ¢ parlato in nota)®, constateranno la validita del
Principio di Conservazione delle Quantita discrete per quel che riguarda i bambini della classe, sulla
base del fatto che con I'appello numerico ci si atresta sempre sullo stesso alunno/numero, dovunque ci
si trovi. Cio li aiutera ad accettare tale principio in ogni caso.

Salvo diverso avviso, come in questo caso, noi per numeri intenderemo quelli naturali.
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2. Interventi su Francesca
2.1. I primi approcci

Molte delle difficoltd incontrate da alunni che non hanno avuto un contatto iniziale con l'aritmetica
sufficientemente concreto noi le abbiamo potute riscontrare nella nostra Francesca.

Nei riguardi della bimba la sua ASL aveva formulato, il 22/07/2014, la seguente diagnosi: «... presenta
significative difficolta nell'apprendimento delle strumentalita scolastiche di base che sono causate da un
Distutbo Specifico di Apprendimento ...». Successivamente, il 05/12/2014, la psicologa clinica che
seguiva Francesca — dopo averle somministrato i test AC-MT per la matematica — si ¢ espressa cosi: «...
non si individua alcun cambiamento nella qualita delle prestazioni rispetto alle somministrazioni
precedenti” ... L'area che presenta maggiore problematicita ¢ la matematica ... »

Per quel che riguarda l'aritmetica, la bambina non riusciva a riconoscere le classiche somme fatte con le
dita delle mani, che ogni volta doveva contare. Pero cio non le aveva impedito di imparare le procedure
di calcolo in colonna delle varie operazioni, che per lei non presentavano difficolta eccessive, a parte
qualche saltuaria dimenticanza nei 7por#i e qualche esitazione nella divisione con resto. Tuttavia lo
svolgimento dei relativi esercizi la stancavano enormemente, proprio perché le mancavano gli
automatismi riguardanti le varie tabelline, per cui spesso rifiutava di applicarvisi. Ovviamente, non
avendo automatizzato I'uso delle tabelline della moltiplicazione, la bambina aveva bisogno di usare la
tavola pitagorica. Ricordiamo che la mancanza di automatismi senza adeguati strumenti compensativi —
per esempio, la stessa tavola pitagorica per la moltiplicazione o una calcolatrice — tra l'altro puo
costringere il discalculico a impegnarsi su obbiettivi secondari, spesso facendo perdere di vista quello
principale.

Qui sotto riportiamo la tavola pitagorica ridotta inizialmente usata da Francesca. Rispetto a quella
classica — che un tempo si trovava nella copertina interna di tutti i quaderni a quadretti, ed ¢ stato un
grave errore l'averla soppressa — la tavola ridotta ¢ apparentemente da preferire, dato che in essa ci
sono meno risultati da ricordare. Ma cio ¢ dovuto semplicemente al fatto che, dati due fattori distinti,
grazie alla proprieta commutativa ¢ sufficiente riportarne il risultato una sola volta; tuttavia, per
ottenetlo, col fattore piu grande nella tabella si deve entrare da sinistra, mentre col fattore piu piccolo si
deve entrare da sopra. Ovviamente, nella tavola manca il fattore 7, che ¢ inutile, poiché moltiplicare un
numero « per 7 ci da come risultato a.

Numero minore

2 3 4 5 6 7 8 9
4
6 9

Numero 8 12 | 16

maggiore 15 | 20 | 25

12 |18 | 24 | 30 | 36
14 |21 |28 | 35 | 42 | 49
16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64
18 | 27 | 36 |45 | 54 | 63 | 72 | 81

O (0| |V X
—_
S

Tuttavia, la tavola ridotta determina qualche inconveniente. Infatti, dovendo rispondere alla domanda
“quante volte entra ... ', mentre nella tavola classica si pud procedere sia da sinistra che dall’alto,
invece con la tavola ridotta bisogna trovare il modo di procedere adatto. Percio, una volta che l'alunno
si sara appropriato della commutativita della moltiplicazione ' sara piti comodo usare la tavola
pitagorica classica.

Le difficolta di base di Francesca ci hanno costretto a inframmezzare, all'attivita tipica della sua classe,
dei brevi flash dedicati alla digito-aritmetica e alla parziale ricapitolazione di nozioni e di attivita a suo

° Queste erano state effettuate in data 10/03/2014.
Per esempio, “quante volte cingue entra in trentadue?”, tipica della procedura della divisione.
Proprieta ovvia, se la moltiplicazione viene introdotta — come si dovrebbe — attraverso gli schieramenti.
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tempo condotte forse troppo frettolosamente, che richiedono anche l'uso di oggetti diversi e facili da
reperire, affinché la nozione di numero non resti agganciata indissolubilmente alle sole dita delle mani, e
nello stesso tempo non assuma una dimensione formale, priva di significati concreti, come spesso
avviene con bambini che sanno svolgere le operazioni, ma non ne capiscono il perché.

1 5 6
) -

[
% 8
9

19

Tavola A Tavola B

La ricapitolazione ¢ stata effettuata sulla base del principio che la conoscenza avviene per stadi. E il
passaggio a un nuovo stadio puo avvenire solo innestandolo sul precedente, senza salti, quando ormai
quest'ultimo si ¢ pressoché stabilizzato. Cio in qualche modo ricorda il Principio dello Sviluppo
Prossimale dello psicologo Lev Vygotskij — a cui ci si puo riferire parlando di pzcoli passi ragionati — che
ritroviamo nelle evoluzioni stadiali, sia verso l'acquisizione della conservazione delle quantita (Piaget),
sia verso l'acquisizione delle abilita di lettura. In particolare, per un dislessico puo essere prematuro il
cosiddetto trattamento sub-lessicale — che si basa prevalentemente su un'analisi sillabica della parola —

se egli non ha ancora conquistato in maniera conveniente lo stadio alfabetico.
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Anche se le ultime considerazioni possono sembrare fuori tema, ricordiamo che molto spesso i
problemi di discalculia — se sono veramente tali, e non sono problemi nati da un approccio inadeguato
alla matematica — si accompagnano a problemi di dislessia; onde il conseguimento di risultati
apprezzabili in uno dei due ambiti — soprattutto se efficaci sul piano dell'autostima — si riflettono
sull'altro ambito. Cio ¢ avvenuto con Francesca. Alla base della nostra attivita c'¢ stata la strategia del
“learning by doing” teorizzata dal pedagogista John Dewey, secondo il quale quando il bambino agisce e
opera, allora capisce e impara piu facilmente; una strategia che ha ispirato anche la didattica della nostra
Maria Montessori.

Nei nostri primi incontri con Francesca — per abituarla a trattare con le addizioni di piccoli numeri,
quelli presenti sui dadi — a volte ci siamo serviti anche del gioco dell'oca, in cui la bambina era solita
usare un artificio interessante, che le permetteva di non calcolare immediatamente la somma — che
evidentemente non conosceva — dei due numeri sorteggiati; senza pero che cio costituisse una perdita
di tempo agli effetti del gioco. Infatti se — per esempio — uscivano il guattro e il #re, allora la bambina si
muoveva dalla sua casella provvisoria contando #no, due, tre, quattro, a cui faceva seguire cinque, sei e sette;
tra l'altro dando prova di una buona memoria a breve termine, in una situazione in cui acquista
significativita il fatto di identificarla come memoria di lavoro.

All'inizio, per agevolare il ricordo delle cifre numeriche e il loro significato, alla bimba sono state date —
in un'unica tavola — le due Tabelle riportate qui sotto, che sono facilmente comprensibili. Si noti, per il
quattro, che 1 flammiferi ne delineano I'usuale forma corsiva. Questa forma ¢ adoperata (come quelle del
cinque e del sei) anche nelle cifre degli orologi digitali. Inoltre cinque fiammiferi li abbiamo
costantemente colorati in giallo °. In fine, nel sove i quattro fiammiferi bianchi sono collocati come nel
quattro.

Facciamo presente che le due tavole andrebbero consegnate gia nella scuola materna. La prima all'inizio
della fase del cingue, mentre l'altra ¢ da consegnare non appena iniziano i conteggi che riguardano tutti i
numeri della prima decina.

Tra l'altro, la Tavola B dovrebbe aiutare a distinguere e a fissare i significati delle due cifre 6 e 9.
Naturalmente, si dira che lo gero (il niente) si rappresenta come un vassoio vuoto: 0.

2.2. 1 listelli colorati

In un primo momento, per agevolare la percezione numerica, sono stati adoperati anche i primi cinque
listelli riportati qui sotto in Fig. 1, che — dopo averli ingranditi e plastificati — sono stati consegnati alla
bambina, la quale ha provveduto a ritagliarli.

Poi, in una delle tante attivita laboratoriali svolte, i listelli di Fig. 2 — che rappresentano i numeri dal sei
al nove — sono stati realizzati dalla bimba stessa, incollando al listello del cngne quelli di valore minore,
in modo che i due listelli attaccati potessero essere assimilati rispettivamente alle cinque dita della mano
sinistra e — per la parte minore — alle corrispondenti dita della mano destra.

Figura 1 — Listelli numerici coloratidal a5

12 In [16] & usato il colore rosso, ma qui — per evitare confusioni — abbiamo preferito usare i colori in analogia

con i regoli colorati, anche se — come si vedra — noi abbiamo un atteggiamento molto critico nei riguardi di que-sto
materiale.
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Figura 2 — Altri listelli numerici colorati

Nella nostra attivita con Francesca 1 listelli hanno sostituito i regoli colorati (numeri in colore) che
vediamo in Fig. 3. Questi nei primi approcci all'aritmetica sono inutili, se non addirittura dannosi.
Infatti, essendo privi di suddivisioni, costringono gli alunni a inutili complicazioni mnemoniche. In
definitiva, in essi il colore ¢ un mezzo attraverso cui tisalire al valore numetrico, che invece dovrebbe
essere percepito immediatamente.

i |

Figura 3 — I regoli colorati (numeri in colore)

Percio con i regoli colorati si verifica I'inconveniente tipico di quando non conosciamo bene una lingua
straniera. Per esempio, dovendo chiedere del pane in un market inglese, nella nostra mente non si
accende immediatamente la parola bread, ma arriviamo a essa traducendola dall'italiano.

Invece coi nostri listelli i colori svolgono un ruolo accessorio per il riconoscimento numerico, poiché
questo — dopo un po' di pratica — avviene immediatamente, riconoscendo la quantita di quadratini che
compongono un listello. Solo in un secondo momento si automatizzera il riconoscimento anche tramite
1 colori; cosi come, a un certo punto, anche le banconote si riconoscono dal loro colore.

Figura 4 — Un accostamento dei primi listelli

Qui sopra, in Fig. 4, i primi cinque listelli sono stati disposti — avendoli consegnati alla bambina in una
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scheda a parte — in modo che ella percepisse facilmente la complementazione rispetto a cnque, dopo
essersi gia esercitata con le dita di una mano.

Quest'attivita aiuta a ricordare che due ¢ quanto manca a e per ottenere cingue, ma pure che cingue meno
tre fa due; eccetera. Inoltre 1 listelli, in sinergia con le dita, favoriscono l'automatizzazione sia delle
somme entro il cngue, sia — ovviamente — delle somme in cui un addendo ¢ il augue. Pit in la vedremo
come proseguire.

Per facilitare 1'automatizzazione del complemento a diecz, la bimba si ¢ anche esercitata — oltre che con
le dita — piegando in vari modi la striscia di Fig. 5, costituita da dieci quadratini.

Figura 5 — Un ulteriore listello

Il complemento a dieci ¢ utile anche nell'addizione. Ad esempio, per calcolare 7 + 4, generalmente si
procede utilizzando la parte della quantita guattro che manca a seffe per arrivare a dieci (fre); dopodiché,
aggiungendo #no (la parte rimasta dal guattro), si raggiunge undict.

Perd — in attesa che una procedura come quella vista or ora sia automatizzata — quando almeno uno dei
due addendi ¢ inferiore a wnque e la somma supera cnqgue, allora si possono allineare i listelli
corrispondenti, cosi come ¢ mostrato nella parte superiore di Fig. 6.

Figura 6 — Un esempio: 7+4 =11

Quindi il risultato sara di immediata lettura in riferimento all'altro listello, poiché si vede subito di
quanto esso trabocca rispetto al diec/ di quel listello.

Invece quando i due addendi sono entrambi maggiori o uguali a cngue (si veda Fig. 7), poiché i
quadratini gialli danno complessivamente un contributo pari a diecz, la somma si ottiene aggiungendo a
dieci 1l totale dei quadratini residui (il che ¢ riconducibile alla fase zntra-cingue).

Questo criterio, nel paragrafo 2.4, lo trasferiremo a un particolare uso delle dita, in cui il pollice non
esteso da un contributo numerico pari a ¢ngune. Naturalmente, nel caso che 1 listelli - per varie ragioni -
vengano a mancare, l'uso delle dita diventa essenziale.

Figura 7 — Un esempio: 7+6 = 13

2.3. Verso le tabelline di addizione e di sottrazione

Per favorire la memortizzazione di altri risultati riguardanti le tabelline dell'addizione — ma anche della
moltiplicazione, come vedremo — sono molto utili frasi scherzose e modi di dire. La prima frase usata
con Francesca € stata: Due ¢ due quattro, quattro e quattro otto, mamma ha failo i risotto; tre e tre sei, vz'ﬂqﬂe 13
cinque dieci, ma io preferisco pasta e ceci.

Una volta che la frase ¢ stata memorizzata, strategicamente i precedenti calcoli sono stati espressi con le
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due mani . Poi in essi abbiamo aumentato uno degli addendi di #7o (e quindi anche il corrispondente
risultato), dicendo: wn dito in pin su una mano e un dito in pin in tutto. Ottenendo cosi: 3+2 = 5, 4+3 = 7,
5+4 =09.

In tal modo — poiché avevamo gia esaurito il caso in cui un addendo era il cinque — abbiamo pressoché
realizzato la tabellina dell'addizione con addendi entro il cingue. Infatti, prescindendo dall'ovvio addendo
uno, restava da aggiungere il solo calcolo 4+2 = 6.

Comunque, il pézr due — in ogni situazione — si realizza facilmente scorrendo di due passi la filastrocca dei
numeri. E cio sara bene mettetlo in evidenza non appena l'alunno avra capito che una addizionare
equivale a scorrere la linea dei numeri a partire da uno degli addendi.

Ciascuna di queste somme — proprio perché riprodotta anche con le dita — ci ha permesso di far
osservare regolarmente che se al numero di dita che esprimono una somma si sottrae il numero
corrispondente a uno degli addendi, si ricava l'altro addendo. Fatlo vedere con le dita ¢ piu facile che
dirlo. Ed ¢ estremamente importante, in quanto ci permette di realizzare anche le tabelline della
sottrazione; che, come vedremo fra poco, si possono realizzare con le dita delle due mani.

Con Francesca ci siamo serviti anche del gioco della scgpa; pero con una possibilita in piu, che consente,
con una data carta, di prenderne dal tavolo un'altra con la quale abbia come somma dieci. Cid pet
facilitare la percezione del complemento a dieci (quanto manca a dieci); su cui la bimba si stava gia
esercitando con le dita.

Puo essere utile esercitarsi anche con lo scopone, in cui le carte vengono distribuite tutte sin dall'inizio
(magari limitandosi a quelle entro il cinque o il sei), senza metterne alcuna sul tavolo di gioco. Infatti,
onde avere una precisa percezione delle carte che si hanno in mano, queste vanno ordinate dal punto di
vista numerico. Inoltre, si fara capire perché il primo giocatore — per poter evitare una scopa —
inizialmente mettera in tavola una carta di cui abbia altre carte dello stesso valore numerico.

Per semplicita abbiamo usato le carte da ramino senza figure, che sono particolarmente utili poiché
riportano in cifre il numero di oggetti (quadri, cuori ...) raffigurati — salvo il caso di un oggetto, che ¢
indicato con A (Asso) — contribuendo a favorire la memorizzazione delle cifre numeriche. Cosi, a poco
a poco Francesca ha raggiunto una buona abilita nel trattare i numeri entro la decina, il che le ha
consentito di ottenere una sua autonomia con le tabelline dell'addizione e della sottrazione.

In Fig. 8 mostriamo le carte di guadri da 2 a 10. Ovviamente, in esse 1 guadri a cui ci riferlamo sono
quelli grandi e non quelli piccoli, vicini al segno numerico.

Da tali carte si ricavano vari esempi di addizioni con risultati che non superano il dieci, con semplici
somme in cui si percepiscono la proprieta commutativa e quella associativa; come dal nove di guadri, in
cui si vede subito che 9 = 4+14+4 = 4+4+1 = 1+4+4.

Ora, se osserviamo attentamente le carte di Fig. 8, vediamo che — a parte in quelle del due e del #re —
nelle altre i quadri sono situati prevalentemente su due colonne verticali. In alcune abbiamo anche dei
quadri situati in posizione centrale.

Pero nelle catte o#0 e dieci questi sono esattamente due '*; onde sarebbe stato possibile distribuirli uno
nella colonna di sinistra e l'altro nella colonna di destra. In definitiva, in certe catte, i guadri sono o si
sarebbero potuti distribuire in paia (coppie); il che vale anche per il due di guadri, dove abbiamo un paio
di guadri posti in verticale. Questo fa si che numeri che corrispondono a una quantita di oggetti che si
possano distribuire in paia vengano detti mumeri pari . Invece gli altri numeri (naturali) vengono detti
dispari; come 1 numeri che si riferiscono alle carte in cui uno solo dei gwadri ¢ collocato al centro,
risultando percio spaiato.

Ovviamente il primo numero, 1'uno, ¢ dispari; mentre il due ¢ parti, poiché due oggetti costituiscono
sempre una coppia, un paio (un paio di scarpe, un paio di calze, un paio di orecchie ...). Dopodiché, in
successione, avremo costantemente un numero dispari e uno pari ... ; come si puo capire dopo aver
svolto alcuni incolonnamenti. Infatti, se in un incolonnamento gli oggetti sono appaiati (in orizzontale)
— onde sono in quantita pari — l'aggiunzione di un nuovo oggetto spaia la situazione (e avremo un

13
14

Tuttavia, forse & opportuno esprimere con le dita i numeri della frase via via che li si pronuncia.

Con ogni probabilita, in queste carte la disposizione scelta &€ dovuta a come i guadri sono disposte nelle carte di
valore pil piccolo. Cosi nella carta ofto il suo valore si percepisce come 6+2; pero € bene far capire agli alunni che i due
quadr/ centrali si sarebbero potut| distribuire sulle due colonne laterali.

In molti dialetti “paro” (“paru” nel meridione) significa paio.
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numero dispari di oggetti). Pero l'aggiunzione di un ulteriore oggetto ripristina la situazione di parita.

Tutto questo ¢ stato evidenziato a Francesca, che si ¢ divertita a cercare di suddividere in due parti
uguali vari raggruppamenti realizzati con le sue numerose palline o con i suoi gettoni.
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Figura 8 — Alcune carte da ramino
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In definitiva, raggruppamenti formati con un numero pari di oggetti sono suddivisibili in due parti
uguali, la cui quantita chiamiamo weta del numero pari di partenza. Invece se un raggruppamento ha un
numero dispari di oggetti, si possono avere due parti uguali, perd con l'avanzo di un elemento che
risulta spaiato. In tal caso la quantita di oggetti di ciascuna di quelle parti si puo chiamarla ancora weta
del numero dispari di partenza; ma sara bene aggiungere l'aggettivo ridotta. In tal modo si ha — in chiave
vygotskijana — un primissimo approccio alla divisione con resto. Piu in la quella meza (piena o ridotta)
diventera un quoziente della divisione con divisore due.

Le cose dette poco fa hanno aiutato Francesca ad automatizzare la tabellina del ngue, per la quale non
ci sono stati eccessivi problemi. Infatti — come lei ha potuto verificare con la sua tavola pitagorica —
basta prendere un numero di oggetti corrispondente al moltiplicatore e considerarne la meta (intera o
ridotta che sia); dopodiché, se il moltiplicatore ¢ pari, allora alla destra di quella meta si aggiunge 0
(5:2= 10" 54 = 20; 5-6 = 30, 5-8 = 40) invece, se il moltiplicatore ¢ dispari, allora alla destra di quella
meta — per compensarne la riduzione — si aggiunge qualcosa di piu grande di 0; precisamente, si
aggiunge 5 (5-3 =15;5-5=25;5-7 =35;5-9 =43).

2.4. Dita che parlano

A un certo punto abbiamo abituato la bambina a indicare i numeri compresi tra cnqgue € nove con una
sola mano in cui il dito pollice risulta non esteso. In tal modo al pollice chiuso si puo attribuire
convenzionalmente il valore ¢ngue. E 1 numeri da se/ a nove si otterranno aggiungendo a ¢ngue il numero
di dita distese, che saranno presentate andando via via dal mignolo all'indice. Anche per questo
precedentemente abbiamo consigliato di abituare gli alunni a indicare il guattro ripiegando il mignolo.

16 Siccome ci sono alunni che hanno difficolta a distinguere il segno di addizione + dal segno di moltiplicazione x,

tanto vale usare direttamente il puntino come segno di moltiplicazione.
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Figura 9 — Dita che parlano (1): 6+7 = 10+3

In Fig. 9 sono rappresentati il se/ e il sete; e si vede subito che sez piu sette fa tredici, dato che i due pollici
danno come contributo dieci.

Ma ci sono altri modi significativi di rappresentare con le dita alcuni numeri minori di cenfo. Essi
richiedono preliminarmente di distendere le dita di entrambe le mani accostate (si veda Fig.10). Poi se
ne ripiegano una o piu di una, purché siano consecutive.

Quindi basta considerare le dita situate alla sinistra delle dita ripiegate come se rappresentino delle
decine, mentre quelle situate sulla destra delle dita ripiegate sono da considerare come delle unita.
Percio, se si ripiega il solo anulare della mano sinistra, poiché alla sua sinistra ci sono #e dita (per un
valore di #7¢ decine), mentre alla sua destra ci sono se/ dita (seZ unita), allora il numero rappresentato ¢ 36.

Figura 10 — Dita che parlano (2)

Ovviamente, se si ripiegano il pollice e I'indice della mano sinistra'’, il numero rappresentato ¢ 8, dato
che non ci sono decine; mentre se si ripiegano pollice e indice della mano destra, il numero
rappresentato ¢ 80, poiché non ci sono unita.

E chiaro che i numeri rappresentabili in tale modo sono tutti quelli per i quali la cifra delle decine e
quella delle unita hanno come somma un numero piu piccolo di dieci. Per esempio, se 1 numeri sono 35,
42,16 e 7, allora le loro rappresentazioni sono quelle situate in Fig.11; dove i segni | rappresentano le
dita distese, mentre i segni O rappresentano le dita chiuse.

Il segno | ¢ usato per facilitare 1 conteggi, separando i due gruppi costituiti dai cinque segni che
rappresentano le dita di ciascuna mano.

oool | |

Figura 11 — Dita che parlano (3)

2.5. Ancora su addizione e sottrazione

In questo paragrafo vogliamo approfondire vari aspetti riguardanti I'addizione e la sottrazione.
Facciamo presente che, in un primo approccio ¢ fondamentale vedere 1'addizione in termini insiemistici;
al di la di tanti surrogati che, se si trascura la genesi insiemistica, a volte possono risultare anche
dannosi. In vero, I'essenza di quest'operazione sta nel mettere insieme due o piu aggregati disgiunti.
Anche se poi nella terminologia i due numeri che entrano in gioco sono chiamati addends; il che vuol

1 Owvviamente, il discorso riguarda individui che non abbiano un difetto di lateralizzazione: la difficolta nel

distinguere le due parti destra e sinistra.
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dire che, di fatto, si aggiungono l'uno all'altro. Anzi, alcuni studiosi distinguono tra i due numeri in
questione, chiamando il primo augendo (da accrescere) e chiamando addendo il secondo, che si va ad
aggiungere all'altro.

L'approccio insiemistico ¢ stato necessario ripropotlo alla nostra Francesca, anche al fine di ritornare
successivamente su alcune proprieta significative della sottrazione e della moltiplicazione. Per esempio,
anche se il termine “sottrazione” ¢ legato all'azione del togliere — come inizialmente avevamo fatto
vedere operando su gettoni e palline, che la bimba possedeva in abbondanza — ¢ pur vero che cio che
resta esprime quanto si deve aggiungere (quanto manca) a cio che si ¢ tolto (il sotfraendo) per riottenere la
quantita di partenza (il minuendo). Cio giustifica etimologicamente il termine “differenza”, usato per
indicare il risultato della sottrazione. E proprio su questa duplice veste si basa la prova di tale operazione.
Infatti, risulta 8-3 = 5 cosi come 3+5 = 8 (la proval).

Pero, in un secondo momento, il permanere sulla fase del “mettere insieme” puo costituire un freno
per l'evoluzione del concetto di addizione, se questa non ¢ ben guidata; inducendo l'alunno a ricontare,
nel loro complesso, tutte le dita o le palline (o altri oggetti) che esprimano gli addendi. Ragion per cui —
per esempio — a volte la maestra, dovendo calcolare 4+3, dice all'alunno: 1/ guattro in testa, poi vai avanti di
tre numeri. Quello esegue — come faceva Francesca nel gioco dell'oca — ma spesso non capisce perché
debba fare cosi (invece la bambina aveva capito).

A clo sl pud ovviare attraverso /a linea dei numeri — di cui in Fig. 12 diamo un esempio — dove si puo
notare che i numeri posti al di sotto delle palline blu servono a dare loro un nome, ma consentono
anche di contatle a partire dalla prima pallina blu di sinistra. Infatti, per esempio, dalla pallina 1 alla
pallina 5 si contano cngue palline.

Percio, per calcolare 5+3, basta partire dal 5 — che sulla linea corrisponde ad aver fissato cngue palline
blu — e prenderne altre #r¢, contandole dopo la pallina del 5. Allora il fatto che si arrivi a § ci dice subito
che abbiamo preso in tutto offo palline; quindi § si ottiene come 5+3. E tale risultato lo abbiamo
ottenuto semplicemente scorrendo la linea dei numeri di tre passi a partire da 5.

SUREY [ TR YRR WY JUI TSI Y PR SRR TR e S

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13...
Figura 12 — Linea dei numeri

Cosi l'approccio insiemistico rimane salvo e non risulta alterato: si ¢ semplicemente evoluto mostrando
una nuova e importantissima faccia dell'addizione. Poi l'aspetto insiemistico di tale operazione
riemergera in tutta la sua importanza nel momento in cui si introdurra la moltiplicazione.

Con la linea dei numeri si ritrovano facilmente le due facce della sottrazione a cui si ¢ gia accennato. Per
esempio, §-3 puo essere visto come il risultato del sottrarre le ultime #e palline alle prime o#ts, onde si
arriva sul 5, che ci dice che le palline residue sono cngue. Ma nello stesso tempo sulla linea dei numeri si
vede che queste cngue palline insieme alle altre # ci danno o#0; onde esse sono quanto manca a quelle
tre per ottenere le o#fo palline di partenza.

Concludiamo questo paragrafo con la proprieta invariantiva, una delle piu importanti per la sottrazione.
Affinché se ne abbia piena coscienza, ¢ bene che ci si disponga verso quest'operazione in termini di
differenza (guanto manca?), che puo essere anche zero (niente, ma in tal caso la proprieta ¢ banale).

e & ¢ & & & o ©
e & & & @
Figura 13 — Palline e proprieta invariantiva della sottrazione
La precedente Fig. 13 permette di rendersi conto facilmente di questa proprieta, senza defatiganti
esercizi su esercizi. Infatti, se sulla prima e sulla seconda fila di palline aggiungiamo o togliamo sulla

sinistra uno stesso numero di palline — conservando gli allineamenti in colonna — la differenza tra le
quantita di palline della prima e della seconda fila non cambia, poiché ¢ comunque data dalle ultime tre
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palline rosse della prima fila.

In termini pit completi, puo essere utile anche la precedente illustrazione, in cui ciascuna lettera sta a
indicare il numero di palline che hanno il suo stesso colore. Numero che non si percepisce a prima
vista, ma che richiederebbe un conteggio; che pero ¢ inutile, dato le palline rosse in eccesso rimangono
sempre le stesse, a prescindere dai numeri in gioco.

a
0000000

eoeoo0o0
b

Strategie per la sottrazione. Il complemento a 10 facilita notevolmente il calcolo delle sottrazioni.
Infatti, per ricavare 23-8 non occorre, secondo 'usuale procedura del prestito, formare il 13 mettendo
una decina accanto al 3; ma quella decina puo essere usata autonomamente, considerando il
complemento di 8 a 10, aggiungendolo poi a 3. In alternativa, in una prima fase, dal 23 si puo sottrarre
soltanto 3 — che ¢ una parte di 8; onde la parte residua 5 sara sottratta da una decina.

Queste due strategie liberano gli alunni dalla necessita di automatizzare il risultato di ben trentasei
sottrazioni " nelle quali il minuendo ¢ compreso tra 11 e 18 (11-2, 11-3, 11- 4, ...17-8, 17-9, 18-9),
collocando la tabellina della sottrazione nell'ambito delle dita delle due mani.

[T T I
10007

e
Figura 14 — Alcuni aggregati BAM in base decimale

Francesca — posta di fronte a quella sottrazione in termini materiali — avendole presentato 1 blocchi
riportati nella parte superiore di Fig. 14, ha preso il /ungo decimale e lo ha sostituito con i due cubetti
che di esso rimanevano dopo avergli sottratto otto cubetti; ottenendo cosi la situazione illustrata nella
parte inferiore di Fig. 14. Il che si fa di solito quando la situazione ¢ espressa in euro . Ma allora
perché complicare le cose con gli inutili prestitz?

2.6. Blocchi Aritmetici decimali e Abaco

I BAM visti prima, insieme a quelli delle centinaia e delle migliaia, denominati rispettivamente piatto (si
veda Fig. 15) e cubo, analoghi a quelli delle basi due e tre (riportati successivamente in Figg. 17 e 18), sono
stati essenziali per far capire a Francesca qual ¢ la vera natura della rappresentazione numerica decimale.
Infatti, dopo che le era stato dato un certo numero di Blocchi decimali di vario tipo, la bambina si
divertiva a raggruppare a dieci a dieci quelli dello stesso valore numerico, pol sostituiva ciascun
raggruppamento ottenuto con un blocco del livello successivo; il che era come saldare i Blocchi
precedentemente raggruppati.

18 Non consideriamo differenze come 10-1, 10-2 ... riconducibili alla complementazione. Si tenga presente che

trentasei sono anche i prodotti presenti nella tavola pitagorica ridotta; che tanti problemi procurano agli alunni.
Si pensi a due banconote da dieci euro e tre monete da un euro, da cui si debbano sottrarre otto euro.
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Figura 15 — Un piatto decimale

A conferma di cio, dopo aver raggruppato dieci lunghi decimali (decine), prima di sostituitli con un
piatto decimale (centinaio) — rappresentato in Fig. 15 — la bambina li collocava su quest'ultimo pezzo,
verificando che quei dieci lunghi collimavano perfettamente con esso.

Dato che l'attivita coi blocchi decimali a volte, in uno stesso incontro, si svolgeva in concomitanza con
attivita connesse con l'addizione di numeri inferiori a diecz, a un certo punto — per la realizzazione dei
lunghi decimali — abbiamo incominciato a usare anche dei blocchi presi in prestito da altre basi, nei
quali ci fosse un quantita di cubetti inferiore a dreci. Come esempio, si considerino i Blocchi di Figg. 17 e
18 (escludendo il cubo della base tre, in cui sono aggregati 27 cubetti). Percio, con quei Blocchi,
Francesca a volte otteneva la decina come 4+4+2, altre volte come 3+3+2+2, altre ancora come
8+1+1.

E chiaro che lo stesso tipo di attivita si puo svolgere con gli euro; come talora abbiamo fatto con la
bambina, a cui inizialmente abbiamo consegnato anche banconote da venti e da cinque euro, nonché

monete da due euro, che pero doveva aggregare in tagli monetari di tipo decimale.
.

Figura 16 — Abaci

Al termine, quando non c'era piu la possibilita di effettuare altri raggruppamenti di Blocchi % _ onde
eravamo giunti a un'aggregazione speciale — Francesca registrava tutto su di un abaco: un anellino sulla
prima asticella da destra per ogni unita/cubetto residuo, un anellino sulla seconda asticella da destra per
ogni decina/lungo residua, e cosi via.

In proposito si vedano gli abaci riportati qui sopra in Fig. 16. In essi al di sopra della prima asticella di
destra ¢ stato collocato un pallino rosso, che in abaci concreti ¢ una sorta di cappuccetto. Questo, nel
caso di un difetto di lateralizzazione, aiuta a riconoscere quale sia 'asticella delle unita (cubetti); onde la
registrazione prosegue allontanandosi via via da quella.

Dalle cifre situate al di sotto del secondo abaco si capisce che esse servono semplicemente a indicare
quanti anellini rosa sono infilati in ciascuna asticella. Percio Francesca ha capito che la cifra 0 ¢
importante come tutte le altre e non si puo sopprimere, poiché essa esprime un nzente relativo a
un'asticella dell'abaco: uno stafus di quell'asticella. Negli abaci di Fig. 16 sono stati registrati
rispettivamente 221 e 1101 cubetti.

2 Come quando si ha una quantita di euro che non sia possibile aggregare in tagli monetari maggiori.
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La bambina ¢ stata fatta passare piu volte dalla rappresentazione con l'abaco a quella grafica — che si
riduce a scrivere I'una dopo l'altra e nello stesso ordine le cifre relative alle varie asticelle — affinché per
lei permanesse un riferimento subliminale sia nei riguardi del raggruppamento speciale rappresentato,
sia nei riguardi della totalita iniziale di cubetti.

E forse superfluo raccomandare che la procedura in colonna dell'addizione venga svolta dopo che
l'attivita descritta poc'anzi sia stata assimilata dagli alunni. Cio permette loro di rendersi conto delle
ragioni che sono alla base dei vari modi di procedere. Per gli abaci di Fig. 16 = con le due aggregazioni
speciali che essi rappresentano —mettere insieme i blocchi delle due aggregazioni corrisponde a mettere
insieme anellini che sugli abaci occupano asticelle omologhe che sono di competenza di quei blocchi.
Ovviamente, in casi diversi da quello precedente, l'aggregazione “somma” potrebbe non essere speciale,
in quanto potrebbero essere stati messi insieme piu di nove Blocchi di uno stesso tipo, onde
sull'asticella corrispondente verrebbero ad esserci piu di nove anellini. In tal caso si procede con le
dovute aggregazioni di dieci blocchi omologhi. Quindi ognuna di queste aggregazioni forma un blocco
del livello successivo; e cio corrisponde a sostituire dieci anellini dell'asticella corrispondente con un
anellino dell'asticella successiva (il riportol).

In definitiva, si sfrutta il fatto che quantitativamente ogni anellino in un'asticella rappresenta la stessa
quantita che dieci anellini nell'asticella precedente, semplicemente perché il blocco che esso indica
corrisponde a dieci blocchi immediatamente piu piccoli.

Questa considerazione ¢ essenziale in alcune sottrazioni. Infatti, ci ¢ capitato di vedere insegnanti in
difficolta di fronte a una sottrazione del tipo 2003-8, dato che alla sinistra del 3 sembra non esserci
alcuna decina da utilizzare; percio temono che gli alunni non riescano a percepire le decine presenti
nelle due migliaia di 2003. D'altro canto, per quanto detto precedentemente, ¢ chiaro che delle due
migliaia, una si puo “sciogliere” in diec/ centinaia; che poi rimangono in nove, poiché una di esse viene
“sciolta” in dieci decine, che a loro volta rimarranno in nove, poiché a una di esse viene sottratto 8...
Tutto cio puo essere svolto sull'abaco.

Sulla carta la precedente procedura si svolge materialmente trasformando il 2 in 1, i due O in 9
(semplicemente aggiungendo loro una zampetta) e sovrapponendo un 10 all'ex primo 0 da destra, a cui
sara sottratto 1'8; cosi si ricavera 2, che sara aggiunto a 3.

2.7. Blocchi aritmetici e basi piccole

Nelle classi iniziali della scuola primaria, come si faceva un tempo — ma forse anche con bambini
dell'ultimo anno della scuola dell'infanzia — I'uso di BAM e Abaci nei modi presentati prima sarebbe
bene che fosse preceduto da attivita riguardanti basi piccole quali due, #re (vedere Figg. 17 e 18, dove
sono rappresentati i blocchi relativi a queste basi, cf. [14]). Spesso in queste basi le quantita di cubetti
dei vari pezzi che entrano in gioco si percepiscono con un colpo d'occhio rassicurante, senza la
necessita di contare; cosa che generalmente costituisce un momento di distrazione rispetto a quanto si
vuole mostrare in concreto all'alunno.

Per esempio, nel piatto di Fig. 18 si vede che i /unghi che lo costituiscono sono #re. Invece nel piatto
decimale di Fig. 15, il fatto che esso sia costituito da dieci znghi (decine) lo si puo accertare soltanto con
un conteggio.

cubo piatto Iungd cubetto
Figura 17 — I blocchi della base due

cubo piatto lungo cubetto
Figura 18 — I blocchi della base tre
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Nella sottostante Fig. 19 vediamo come, in un crescendo vigotskiano, siano state prima aggregate in
base tre, e pol rappresentate su di un abaco, diverse quantita di cubetti; poi sotto a ogni abaco ¢ stata
attuata una prima forma di rappresentazione grafica delle quantita di cubetti aggregati. Onde in base
fre 1 numerl in gioco sono rispettivamente:

— =0 — — () — = = == (

= = = 0
Figura 19 — I blocchi della base tre
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Quindi in un primo momento non c'¢ neppure il problema di ricordare le cifre numeriche, avendo
semplicemente detto agli alunni che 0 ¢ il simbolo di un vassoio vuoto che rappresenta un'asticella
vuota.

Percio, a partire dalle aggregazioni speciale che sono state realizzate, con 1'Abaco si concretizza un
primo passo verso una rappresentazione di tipo formale, che per le tre quantita in gioco poi diventera —
ma si trattera solo di una traduzione grafica — 12015, 1012;, 2220 5; ove l'indice 3 serve a ricordare che si
sta lavorando in base tre.

Si noti che l'ultima aggregazione corrisponde ad aver fatto prima un tutt'uno delle due precedenti, il che
prefigura la somma delle quantita di cubetti presenti in quelle aggregazioni. Quindi, al fine di avere
un'aggregazione speciale, ¢ avvenuta una “saldatura” dei tre cubetti che prima erano separati.

In definitiva, ¢ come se si mettessero insieme due raggruppamenti monetari e poi si effettuassero — ove
possibili — i cambi in monete di taglio superiore.

Tutto cio ha corrisposto a mettere insieme anellini che prima erano situati su asticelle omologhe di
abaci distinti; dopodiché i tre anellini che si sono venuti a trovare nella prima asticella di destra sono
stati sostituiti da un anellino situato nell'asticella successiva.

Alcuni insegnanti segnalano la difficolta che alcuni alunni hanno nel dover accettare il fatto che una
cifra abbia valore diverso quando ¢ in posizione diversa. Cio dipende, a nostro avviso, dal fatto che non
venga svolto un percorso come quello illustrato qui; in cui si vede che un anellino su un'asticella indica
un certo tipo di blocchi. Ma sono i blocchi ad aggregare quantita diverse di cubetti, quindi sono essi che
hanno valori diversi. E questo si vedel!

In definitiva, un anellino (e piu tardi una cifra) ci indica una quantita proprio attraverso la sua
posizione, cosi come la lancetta delle ore di un orologio ci dice quanto tempo ¢ passato — per esempio,
dalla mezzanotte — attraverso la sua posizione. Insomma, una stessa cifra quando ¢ in posizioni diverse
segnala quantita diverse di oggetti, cosi come la lancetta di un orologio quando ¢ in posizioni diverse
segnala quantita diverse di ore.

3. Verso attivita piu impegnative
3.1. La moltiplicazione

Con la bambina abbiamo rivisto la moltiplicazione attraverso gli schieramenti, sulla base del fatto che il
moltiplicare corrisponde a considerare — una o piu volte (ma anche gero voltel) — sempre la stessa
quantita di oggetti.

Figura 20 — una moltiplicazione concreta

In Fig. 20 ¢ rappresentato il prodotto 4-3, dato che ciascuno dei quattro cubetti posti orizzontalmente ¢
stato considerato #e volte. Lo stesso discorso vale per le palline della successiva Fig. 21.

Come ¢ noto, i due numeri che si moltiplicano sono chiamati rispettivamente woltiplicando (il primo) e
moltiplicatore 1l secondo, che ¢ quello che attivamente determina quante righe di palline [o di altri oggetti
ci debbono essere. Invece il risultato ¢ chiamato prodotto.

Si tenga presente che — poiché il numero zero si identifica col niente — considerare un certo numero di
palline zero volte corrisponde a non schierare palline: ci sono zero righe di palline, quindi non ci sono
palline. Percio ¢ ovvio che il moltiplicare per zero dia come risultato gero: 40 = 0,2:0 =0,7-0=10 ...
D'altro canto, moltiplicare lo zero (e quindi il niente) per nessuna, una o piu volte, in concreto non ci da
niente come risultato, percio ¢ naturale che si ponga 0-4 =0,0:2=0,0-7=0 ...
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Figura 21— Il prodotto 4-3 Figura 22 — verso la proprieta distributiva

Nota Bene. Ci preme precisare che cio che si scrive — cosi come cio che si dice — ha un significato che
dipende da convenzioni, che possono apparire del tutto naturali. Percio spesso finiamo col convincerci
che 1 modi di dire o di fare siano naturalmente insiti nelle cose di cui ci occupiamo. Pero non ¢ sempre
cosl. m

Se osserviamo Fig. 23 e 24, vediamo che 47 =4 e 1-4 = 4. E si capisce che questo comportamento di
1 rispetto alla moltiplicazione riguarda il suo prodotto con qualsiasi altro numero ; cioe, a'1 = a = a1.
Cio ci fa dire che, rispetto alla moltiplicazione, 7 ¢ elemento neutro (a volte altruista, dato che come
risultato da sempre il numero con cui si moltiplica).

I comportamenti di 0 e di 7 preludono alla proprieta commutativa della moltiplicazione, di cui si ha una
percezione immediata ruotando Fig. 21 di 90 gradi. Infatti con la rotazione si ottiene il prodotto 3-4,
che coincidere con 43, dato che le palline rimangono le stesse.

Figura 23 — Il prodotto 4-1 Figura 24 — 1l prodotto 1-4

Quindi il moltiplicando e il moltiplicatore possono scambiarsi i ruoli senza che il risultato cambi. Per questa
ragione, spesso si da loro lo stesso nome: fattori (che fanno, che eseguono la moltiplicazione *') o anche
divisori del risultato, per ragioni legate all'operazione di divisione; mentre si dice che il prodotto che essi
hanno determinato ¢ un loro multiplo. Percio ogni numero « ¢ un multiplo di se stesso e di 7, dato che
a=a-1.

In contrapposizione al termine multiplo, spesso 1 due fattori sono detti sotfomultipli del loro risultato.
Percio, in virtu del fatto che a=a'7, ogni numero ¢ contemporaneamente un multiplo e un
sottomultiplo di se stesso; inoltre 7 ¢ sottomultiplo di ogni numero.

Quando l'essere un multiplo o un sottomultiplo (fattore) chiama in causa numeri diversi, allora si
aggiunge l'aggettivo proprio (multiplo proptio, sottomultiplo proprio, fattote proprio).

Osservazione 3. Alcuni insegnanti rivelano una certa difficolta dei loro alunni nel ricordare il
significato dei vari termini che si usano in aritmetica. Cio ¢ comprensibile e richiede che vengano forniti
degli appigli mnemonici — per quanto ¢ possibile, anche se in alcuni casi possono sembrare stiracchiati —
che siano mutuabili dai significati che certe parole hanno nel linguaggio comune *

Ebbene, generalmente gli oggetti di uno schieramento che esprima una moltiplicazione sono di piu
(molti, anche se non sempre) rispetto agli oggetti situati su una riga o su una colonna; percio torna

2 Generalmente, le parole che finiscono in “tore” (oppure “sore”) indicano cose o persone che svolgono I'azione
che ¢ indicata dalla prima parte della parola: contatore, guaritore, protettore, difensore.
2 Il problema € talmente sentito — anche nei riguardi di altri termini matematici — che il 25 giugno di quest'anno,

a Locarno (CH, Ticino), si svolge un convegno dal titolo “Questo matrimonio s'ha da fare”, Italiano e matematica nella
scuola del terzo millennio.
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naturale dire che il numero di oggetti dello schieramento ¢ un multiplo dei due fattori che lo hanno
determinato. g

Quanto detto giustifica anche il nome che ¢ stato dato all'operazione di cui si sta discutendo. Perd stona
col fatto che O risulti essere multiplo di ogni numero a, dato che 0-a = 0 = a*0; tuttavia, per comodita,
la denominazione si conserva anche in questa strana situazione.

Facciamo presente che nella precedente Fig. 22 ¢ illustrata — cosi come l'abbiamo presentata a
Francesca — la proprieta distributiva della moltiplicazione rispetto all'addizione. Proprieta che deriva da
due modi diversi di valutare la quantita di palline dello schieramento. Infatti, in ogni riga ci sono 4
palline; ma siccome le righe sono 2+3 (= 5), allora le palline in tutto sono 4-(2+3). D'altro canto,
considerando prima le palline blu (che sono 4-2) e poi quelle rosse (sono 4:3) si hanno 4:2 + 43
palline. Poiché 1 due differenti conteggi conducono allo stesso numero complessivo di palline, allora
4:2+3)=4-2+43.

Quanto fatto non ha avuto bisogno di conti. Cio aiuta a capire che il discorso non cambia se 1 numeri in
gioco sono diversi, onde possono essere indicati con nomi generici.

Un addestramento all'uso in matematica delle lettere dell'alfabeto — utilizzate per denotare numeri ignoti
(mascherati), come tanti “Plerini”, “Tizi”, “Cai” o “Semproni” della matematica (si veda [17]) — in molti
casi potrebbe aiutare a sintetizzare; come in precedenza, in cui si ¢ usata la lettera « come se fosse un
numero.

Per quel che riguarda la proprieta distributiva, se « ¢ il numero di palline di ciascuna riga e se b e ¢
rappresentano rispettivamente i numeri di righe dei due gruppi colorati, allora quella proprieta si
esprime cosi: a*(b+¢) = ab + a-c.

Nota Bene. E il caso di precisare che in matematica il segno di uguaglianza ( =) non deve essere visto
come una freccia — che congiunga un'espressione piu complicata a una piu semplice. In realta =
congiunge due espressioni — delle quali una puo essere semplicemente un numero o un ente, che sara
detto risultato dell'altra — che indicano una stessa cosa, uno stesso termine, uno stesso tisultato.

Percio 1 membri della precedente uguaglianza si possono scambiare; il che ci da l'altra faccia della
proprieta distributiva, che va sotto il nome di “mettere in evidenza™:

a'b+ac=a (bt
Ovviamente, quando si susseguono piu espressioni separate dal segno =, allora l'uguaglianza riguarda
anche espressioni distanti tra loro. pg

Sottolineiamo che in Fig. 22 sono stati considerati soltanto due schieramenti di palline (uno blu e I'altro
rosso); pero si capisce che ci potevano essere anche degli altri schieramenti, intendendo la somma come
aggregazione di quegli schieramenti.

La moltiplicazione in colonna. Tornando al nostro Abaco, facciamo notare che una volta che ci si sia
resi conto che moltiplicare per dieci un certo numero di cubetti significa (come per le palline o altro)
riprodurre dieci volte ciascuno di essi — che siano sciolti oppure aggregati — si capisce che cio
corrisponde a riprodurre dieci volte ciascun Blocco decimale, visto che si riproduce dieci volte ciascun
cubetto che lo costituisce. Conseguentemente, ciascun anellino si spostera nell'asticella situata alla sua
sinistra; e nella rappresentazione grafica cio si traduce nell'aggiungere 0 sulla destra.

Quanto osservato da la possibilita di rendersi conto della procedura della moltiplicazione in colonna
rispetto a un moltiplicatore avente piu di una cifra. Infatti — per esempio — grazie alla proprieta
distributiva, moltiplicare per 52 (= 2 + 50) si traduce nel moltiplicare per 2 e per 50, dopodiché si
addizionano 1 due risultati.

D'altro canto, grazie alla proprieta associativa della moltiplicazione, moltiplicare per 50 (= 5-10) ¢ come
moltiplicare prima per angue e poi per dieci. E il moltiplicare per dieci si realizza spostando il prodotto
pet cingue di un posto sulla sinistra, senza la necessita — come in un abaco — di aggiungere uno 0, dato
che le posizioni delle cifre sono definite dall'incolonnamento.
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Verso i numeri decimali. Osservando due blocchi decimali di cubetti a cui competano asticelle
contigue, Francesca — grazie all'infaticabile attivita di aggregazione a dieci a dieci svolta da lei — oltre ad
aver preso coscienza del fatto che il blocco collocato piu a sinistra corrispondeva a dieci volte 'altro, si
¢ resa conto, di conseguenza, che il secondo blocco corrispondeva alla decima parte del primo. Percio,
spostando sull'abaco un anellino di un posto verso destra, esso veniva ad indicare un valore che era la
decima parte di quello relativo alla posizione precedente.

Sulla base di cio, dopo aver aggiunto un altro abaco alla destra del primo, era plausibile che un anellino
posto sull'asticella situata a destra di quella col pallino rosso, indicasse un valore che ¢ la decima parte
(cioe, un decimo ) di quella di una unita; e cosi via per centesimi, millesimi... Cio ha permesso di
richiamare la nozione di frazione, che la bambina aveva trattato fugacemente 1'anno precedente. In Fig.
25 ¢ rappresentato il numero 221,3231 =,

I 4| £4 %]

Figura 25 — un numero decimale sull'abaco

3.2. Sulle tabelline della moltiplicazione

Precedentemente si ¢ visto che le tabelline dell'addizione e della sottrazione si possono ricondurre
all'uso delle dita delle due mani. Diversamente, male che vada, si va su o giu — al piu di nove passi —
lungo la filastrocca dei primi diciotto numeri (9+9=18), il che conferisce all'alunno una sufficiente
autonomia.

Invece per la moltiplicazione le cose sono piu complicate. Pero Francesca ha convissuto agevolmente
con la sua Tavola Pitagorica e con essa ha acquisito autonomia e indipendenza, anche se per lei
abbiamo messo in atto altre strategie — di cui ora parleremo — dal momento che bisogna tener presente
che la tabellina a volte potrebbe non essere a disposizione, cosi come potrebbe mancare anche una
semplice calcolatrice. Percio ¢ bene mettere in opera delle procedure semplici affinché gli alunni
realizzino una loro autonomia anche nei riguardi delle tabelline della moltiplicazione, in mancanza di
mezzi elementari di calcolo.

Con la bambina sono stati svolti diversi esercizi di automatizzazione per le tabelline della
moltiplicazione, che pero ¢ stata raggiunta solo nel caso del due, del cingue e, in parte, del nove.

La Tavola Pitagorica ridotta vista precedentemente riporta ben trentasei risultati. Tuttavia va tenuto
presente che quelli relativi al fattore 2 — che sono otto — rientrano nell'addizione, dato che moltiplicare
un numero per 2 equivale ad addizionarlo a se stesso. Il che, per il fattore 2, riconduce a quel tipo di
autonomia di cul si ¢ parlato precedentemente. Inoltre bisogna considerare che — automatizzando la
tabellina del cinque, come con Francesca ¢ stato fatto agevolmente — il 5 ha in quella Tavola altri sette
risultati, (dato che il 5-2 ¢ stato gia conteggiato). Il che riduce a ventuno 1 risultati da ricordare.

D'altro canto, se ci riferiamo al paragrafo 2.4, le dita di Fig. 10 si possono numerare da 1 a 10, da
sinistra verso destra; come in una sorta di linea dei numeri in cui invece delle palline si susseguono le
dieci dita. Onde il numero relativo a ciascun dito ci dice anche, ovviamente, quante dita ci sono a

s Qui la virgola serve a rappresentare la separazione tra i due abaci. I numeri decimali non sono altro che

particolari frazioni. Esse sono dette decimali in quanto hanno come denominatore 1 oppure 10 o una qualsiasi altra
potenza di 10. Il che permette di scriverle in questa forma, che risulta essere una somma particolare di frazioni decimali
piu semplici.
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partire dal pollice di sinistra fino al dito preso in considerazione. In tal modo si controlla subito — come
abbiamo fatto con Francesca, usando la sua Tavola Pitagorica — che, ripiegando il dito cui compete un
certo numero, si ottiene il prodotto di #ove per quel numero; che si puo semplicemente leggere sulle
mani (lo abbiamo gia visto precedentemente) come su di un abaco **.

Quindi abbiamo fatto prendere coscienza alla bambina del fatto che il numero di dita che precedevano
il dito ripiegato corrispondevano al numero di quel dito (per esempio, 6) diminuito di uno (percio 5);
mentre le dita che venivano dopo corrispondevano al complemento a dieci del numero relativo a quel
dito (il complemento a dieci di 6 ¢ 4) ». Tutto cid ha portato a semplici calcoli mentali che sono
facilmente deducibili dalle due righe che seguono. La prima riga corrisponde al moltiplicatore (rispetto
al moltiplicando 9); mentre al di sotto di questo c'¢ il prodotto che esso determina.

2 3 4 5 6 7 8 9
18 27 36 45 54 63 72 81

Quindi, se nella Tavola Pitagorica ridotta ignoriamo 1 sei risultati residui relativi al fattore 9 — nei
riguardi dei quali ¢ stata evidenziata una significativa autonomia — si vede che i risultati da ricordare si
riducono a guindict.

In sinergia con quanto espresso poco fa, col tipo di rappresentazione di Fig. 9 (Dita che parlano (1)) ¢
possibile svolgere, come abbiamo mostrato a Francesca, moltiplicazioni di numeri compresi tra cinque
e nove. Infatti — e con lei lo abbiamo verificato ricorrendo ancora alla tavola pitagorica — basta contare
ciascun dito disteso come una decina, aggiungendo poi il prodotto delle dita chiuse dell'una e dell'altra
mano. Si ricordi che qui il 5 si rappresenta col pugno chiuso. Nel caso di Fig. 9 si hanno tre decine, a
cui st deve aggiungere 72 (=4-3), per un totale di guarantadue (6-7=42).

Percio il metodo richiede la conoscenza delle tabelline del dwe, del #re e del guattro, oltre al fatto che
bisogna ricordare che 5-5 = 5.

Con la bimba abbiamo anche cercato di innescare un'automatizzazione per la tabellina del sette,
facendo ricorso a un'arietta musicale che ha dato risultati soddisfacenti solo in parte. Petd in proposito
abbiamo da raccontare un episodio significativo. Una volta abbiamo chiesto alla piccola, con tono
normale, quanto facesse sette per quattro; e lei ¢ rimasta muta. Allora abbiamo inserito la domanda
nella canzoncina; e lei, canticchiando, ha risposto “ventotto fa”.

Questo episodio ci ha rafforzato nella convinzione — non solo nostra — che automatizzazione della
tabellina di un'operazione non ¢ altro che l'attivazione di un processo che troviamo nei riflessi
condizionati. Precisamente, per le tabelline ogni singola domanda (per esempio, sez per nove) rappresenta
lo stimolo neutro (o indifferente, nel senso che non ¢ uno stimolo naturale e potrebbe essere diverso, come
il suono della campanella di Pavlov), che essendo stato ripetutamente accostato a un evento — nel
nostro caso la risposta cinguantaguattro; nel caso pavloviano la presentazione di cibo, che poi ha
determinato il riflesso spontaneo di salivazione in un cane), finisce per evocare quell'evento in maniera
automatica.

Quel tipo di rapporto — stimolo/tisposta, la cui importanza ¢ superfluo sottolineare — di per sé non
presenta difficolta eccessive di attivazione. In proposito citiamo il caso di un nostro familiare, che — pur
essendo affetto da demenza senile (Alzheimer) — quando alla televisione sente la parola Jotel, reagisce
immediatamente dicendo T7ivago.

Inizialmente, nel caso pavloviano il processo di salivazione del cane ¢ del tutto naturale, dato che ¢
l'evocazione del cibo a determinarla (come l'acquolina in bocca per noi umani al pensiero di un
manicaretto prelibato). Tuttavia, la salivazione (ciog, il riflesso condizionato) puo estinguersi, se da un
certo punto in poi il cibo — che ne rappresenta il cosiddetto 7inforzo (rispetto al suono della campanella)
— viene a mancare, onde se ne perde anche l'evocazione.

Invece, se I'apprendimento delle tabelline ¢ stato automatizzato, generalmente esso tende a permanere.
Nel senso che ciascuna domanda tende a evocare abbastanza stabilmente la risposta che le compete.

2 Forse pil agevolmente, poiché la numerosita delle dita in gioco dovrebbe essere facilmente percepibile.

% Nel caso dell'esempio fornito molti docenti preferiscono considerare, invece del complemento a dieci di 6, il
complemento a nove di 5. Sul piano del risultato non cambia nulla; per6 gli alunni sono pili avvezzi al complemento a
dieci, che entra in gioco in diverse situazioni.
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Infatti il risultato legato a una tabellina ce lo ricordiamo anche dopo molti anni che non lo adoperiamo
piu; forse perché a un certo punto ci siamo resi conto che il legame che le tabelline esprimono non ¢
estemporaneo — come nel caso della campanella — ma ha una giustificazione e una funzionalita.

Quanto detto ci induce a pensare che le filastrocche delle tabelline — del tipo se, dodici, diciotto,
ventiguattro, trenta, trentasei ... — nella forma in cui vengono proposte possano essere pressoché inutili.
Infatti, nonostante lo sforzo che richiedono per memorizzarle, esse non consentono di avere
immediatamente i risultati cercati: per sapere quanto fa se; per sette, la filastrocca bisogna scorrerla per
sette passi: non c'¢ automatismol

Pero, se quelle filastrocche — sulla base della moltiplicazione fatta con le dita — le limitiamo ai primi
quattro risultati — ses, dodici, diciotto, ventiquattro, sette, quattordici, ventuno, ventotto ... , come richiesto nel caso
della pratica di moltiplicazione vista prima, che si riferisce a numeri che non sono inferiori a cinque —
sara piu agevole determinare il risultato. Infatti, rispetto ai moltiplicatori #re o guattro *°, si potra andare
velocemente alla penultima o all'ultima delle quattro parole della filastrocca in gioco.

3.3. Sulla proprieta associativa della moltiplicazione

A volte capita di trovare scritture del tipo 4:2:8+5-6, che di per sé non avrebbero senso in mancanza di
un'indicazione su come procedere, per la quale si dovrebbe ricorrere a delle parentesi che ci dicano in
quale ordine i vari segni di moltiplicazione debbano operare. Pero — va ricordato ai ragazzi — un segno
di operazione non puo agire quando alla sua destra o alla sua sinistra c'¢ una parentesi. Infatti quella
parentesi dice di lasciare quel segno in sospeso fino a quando la parentesi non sara sparita, avendo
svolto la sua funzione. In definitiva, una parentesi ¢ come un avviso di impedimento nei riguardi di un
segno di operazione, che non puo agire finché ¢ fiancheggiato da quella parentesi.

Tuttavia, a volte I'impedimento puod essetre costituito anche da caratteri di forza che vengono attribuiti alle
diverse operazioni. Per esempio, per svolgere l'espressione 4-2 + 4-3, dopo aver calcolato 42 si deve
calcolare 43, dato che — per convenzione 7 _la moltiplicazione va svolta prima dell'addizione e della
sottrazione. A meno che non ci sia una parentesi a impedirlo, poiché la forza inibitoria di una parentesi
prevale sempre. Come nell'espressione (3+5)-2, in cui si svolge prima l'addizione: (3+5)-2=8-2=16.
Pero, se le parentesi mancano e si ha 3+5-2, allora prima si svolge il prodotto 5:2 = 70, dopodiché si
calcola la somma 3+70 = 73.

Ma, tornando alla scrittura 4:2:8-5-6, come svolgere i calcoli in mancanza di parentesi? In casi del
genere gli studenti procedono in analogia con l'addizione — a volte anche partendo dai segni posti
all'interno dell'espressione — applicando la cosiddetta proprieta associativa della moltiplicazione. Anzi,
talora la moltiplicazione viene svolta tra numeri che sono lontani. Per esempio, in 4-2:8-56, a volte
prima si svolge il prodotto 25 (=70); onde l'espressione si trasforma in 4-70-8-6.

Gli alunni accettano in modo del tutto naturale tale modo di operare, proprio perché gia lo usano con
l'addizione. Perd per I'addizione la proprieta associativa deriva dal fatto che, in presenza di tre o piu
gruppi di oggetti da assemblare, non importa come si proceda: o mettendo subito insieme tutti gli
oggetti, oppure attraverso assemblaggi successivi; il che corrisponde a procedere attraverso delle
somme intermedie. Ma cio ¢ consentito dal fatto che alla fine gli oggetti da contare sono sempre gli
stessi, comunque si proceda negli assemblaggi.

Procedere in maniera analoga per la moltiplicazione ¢ un esempio tipico di #ransfert positivo. Pero ¢
importante far capire che le analogie a volte possono essere fonte di errori, come ¢ stato gia segnalato
nel caso delle operazioni tra frazioni. Percio applicare il #ransfert in maniera acritica ¢ una grave
presunzione che contravviene a un principio a cui gli studenti vanno gradatamente educati: in genere —
come in un gioco di carte — ¢ consentito procedere soltanto in base ad accordi che siano gia stati
stabiliti per convenzione; seguendo criteri, assiomi e postulati dichiarati esplicitamentezg, nonché
proprieta che siano state verificate.

Naturalmente, quanto detto poc'anzi non significa che non debbano essere apprezzati studenti che
riescano a percepire in anticipo 1 procedimenti pit opportuni.

Si & gia ricordato che il moltiplicatore due riconduce all'addizione di due addendi uguali.

Termine che esprime un accordo, spesso legato a situazioni di “convenienza” operativa o semplificativa.

Sotto questo punto di vista siamo in accordo con la disciplina giuridica — che a volte, a torto, viene considerata
agli antipodi della matematica — per la quale vale I'assunto “ubi lex voluit, dixit”.
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La proprieta distributiva della moltiplicazione (rispetto all'addizione) permette di dimostrare
agevolmente la piccola proprieta associativa della moltiplicazione, che non ¢ del tutto scontata come nel
caso dell'addizione. Usiamo l'aggettivo “piccola” in quanto si chiamano in causa soltanto tre numeti.
Questa proprieta dice che, scelti tre numeri arbitrari, il risultato finale della moltiplicazione ¢ sempre lo
stesso, qualunque sia il segno che opera per primo. In simboli: (@:b)c = a-(b-¢).

Tale uguaglianza si verifica subito se ¢ vale 7 oppure 0; poiché nel primo caso i due risultati si riducono
al calcolo di ', mentre nel secondo caso essi si riducono a 0.

Ora noi faremo una verifica per ¢ = 3 e per ¢ = 4. Da culi si capira che lo stesso tipo di ragionamento
vale per qualsiasi altro valore di ¢ che sia diverso da 7 e da 0. Percio non siamo di fronte a semplici
verifiche, che valgano nei casi particolari trattati. Esse hanno una valenza piu generale, dato che fanno
capire che possono essere estese agli altri casi.

Ebbene, mettendo in evidenza @ nel secondo passaggio, si ha:

(ab)3=ab+ab+ab=a(b+b+b)=a(b3
(ab)4=ab+ab+ab+ab=ab+b+b+b) =ab4.
Si noti come negli ultimi ragionamenti non entrino in gioco i valori di # e di .

Successivamente si potra provare (ma cio ¢ piuttosto complicato, anche per studenti delle scuole
supetiori) che la proprieta associativa vale secondo l'usuale formulazione, in cui inizialmente possono
essere dati anche piu di tre numeri. In definitiva, valgono uguaglianze come le seguenti:

() 3-2:5:32:52=32:(5:32:5)2 = (3:2:5:3-2-5)-2 = (3-2-5-3)+(2-5-2) = 90-20 = 1800.

Anzi, si potranno eseguire dei prodotti provvisori pure tra fattori lontani, grazie alla proprieta
commutativa che permette di cambiare la posizione dei numeri dati, invertendo via via la collocazione
di numeri che si susseguono.

3.4. Sulla decomposizione in fattori primi

11 fatto che un numero sia ottenuto in diversi modi come risultato di una moltiplicazione tra due o piu
numeri, come nel caso di 7800 = 90-20 ¢ 1800 = 3-:2-5-3-2-5-2 — che ricaviamo dalla (*) del paragrafo
precedente — ci fa dire che 90-20 ¢ 3:2-5-3-2-5-2 sono decomposizioni (tramite la moltiplicazione) di
1800%.

Nota Bene. Anche se puo sembrare strano, si suole dire che ogni numero ¢ decomposizione di se
stesso (decomposizione banale). Il che consente di semplificare la descrizione di alcune proprieta
numeriche; soprattutto quando entrano in gioco i numeri primi, ognuno dei quali ¢ l'unica
decomposizione di se stesso.

Il precedente modo di dire si giustifica col fatto che a fianco di ogni numero @ puo essere considerate
sottintese le espressioni 7+, oppure */,datoche 7'a=a=a'1. g

Ossetvazione 4. L'uguaglianza tra il primo e l'ultimo membro della (*) — e simili — ci dice anche che
per due numeti « e b dei quali si abbiano delle decomposizioni [per 90 e 20 sono quelle che figurano in
parentesi nel terzultimo membro della (*)] il prodotto coincide con l'accostamento di quelle
decomposizioni, separate dal segno di moltiplicazione [90:20 = 3:2:5-3:2"5-2]. m

E chiaro che se le decomposizioni di due numeti @ e b sono costituite da numeri primi, allora — come si
¢ visto nel caso di 90 e 20 — l'accostamento di queste (tramite il segno ) ¢ una decomposizione in
fattori primi di a- b.

2 D'ora in poi ci riferiremo tacitamente a numeri naturali diversi da 0; percio un prodotto sara sempre maggiore o

eguale dei singoli fatti.
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Alcune delle considerazioni svolte precedentemente possono apparire ovvie e scontate; ma cio non vale
per tutti gli alunni. Percio diventa importante non trascuratle, affrontandole senza pedanterie inutili.
Ora osserviamo le seguenti uguaglianze:

100 =50-2=5-10-2=5-2-52 100 =254=5-5-2-2 100 =205=54-5=5:2:2"5

Come si vede, 100 ¢ stato via via decomposto — con tre procedimenti diversi — nel prodotto di numeri
sempre piu piccoli e diversi da 1; finché ci si ¢ dovuti fermare, poiché si ¢ giunti a esprimere 100 come
prodotto di numeri primi, che hanno decomposizioni banali.

Con un po’ di riflessione, ci si rende conto che comunque si consideri un numero composto — per
esempio, 6384 — esso non si puod decomporre via via senza fermarsi mai, a meno che non si usi il fattore
1. Infatti a ogni passo della decomposizione i fattori diventano sempre piu piccoli, e a un certo punto
non potranno piu essere decomposti: onde saranno dei numeri primi. In definitiva, ogni numero
composto ha una decomposizione in fattori primi.

Pero nelle precedenti decomposizioni di 100 si nota qualcosa di estremamente pil interessante: in
ciascuna di esse abbiamo esattamente gli stessi numeri primi — 2 ¢ 5 — e ciascuno di essi ¢ presente in
ogni decomposizione lo stesso numero di volte. Per cui queste decomposizioni, prescindendo dalla
posizione dei fattori, sono sempre le stesse.

Ebbene, si puo provare che questa proprieta riguarda ogni numero diverso da 1, che si decompone nel
prodotto di numeri primi in maniera unica; naturalmente, prescindendo dalla posizione finale di quelli.
La relativa dimostrazione in linea di massima ¢ accessibile a studenti della scuola secondaria superiore,
purché sia condotta con la dovuta accortezza.

Osstvazione 5. Grazie all'unicita della decomposizione in fattori primi, ¢ chiaro che il prodotto di due
numeri diversi da 1 non puo avere un divisore primo diverso da quelli che figurano nell'una o nell'altra
decomposizione. Infatti, la decomposizione in numeri primi del prodotto si ottiene accostando quelle
dei due fattori. Percio la quantita di presenze di un numero primo p nella decomposizione in numeri
primi di un prodotto ¢ data dalla somma delle sue presenze nelle decomposizioni in numeri primi dei
fattori.

Quindi, se un numero primo ¢ un divisore del prodotto di due numeri, esso deve necessariamente
essere divisore di almeno uno dei due. In definitiva, con la moltiplicazione non si ¢reano fattori primi che
non siano gia in uno dei fattori.

A dite il vero, Euclide dimostrd direttamente quest'altra proprieta e poi se ne setvi per provate
facilmente I'unicita della decomposizione in fattori primi. g

Il risultato sull'unicita della decomposizione in fattori primi, che puo appatire scontato, in realta
dipende in modo essenziale da come ¢ strutturata 'operazione di moltiplicazione. In vero, se invece che
con la moltiplicazione si procede con decomposizioni successive di un numero tramite l'addizione, si
ottiene qualcosa di molto banale. Infatti, ogni numero piu grande di 1 si puo decomporre tramite
l'operazione di addizione in addendi uguali a 1. Infatti 2 = 1+1, 3 = 1+1+1, 4 = 1+1+1+1 ...

Pero, se dal novero dei numeri escludiamo 0 e 1 — come ¢é stato durante secoli e secoli di storia
dell'umanita * — e i nostri numeri li facciamo partire da 2, allora 2 e 3 sono addendi primi; ciog, rispetto
all'addizione sono l'analogo dei numeri primi rispetto alla moltiplicazione, poiché (avendo escluso 0 e 1)
2 e 3 non si possono esprimere come somma di altri numeri naturali. Inoltre ¢ chiaro che ogni numero
a maggiore di 3 si pud decomporte negli addendi 2 e/o 3, dal momento che @ = 2 + (a-2); e cosi via
sottraendo 2 finché non si arrivi a 2 se « ¢ pari, altrimenti si arriva a 3. Peré non abbiamo una proprieta
di unicita della decomposizione, come nel caso della moltiplicazione. Infatti, per esempio, si ha:

8=2+2+2+2 e 8§=2+3+3.

Nello stesso tempo, se consideriamo 4 = 2 + 2, si ha:

30 Infatti il termine numero allora era legato al concetto di molteplicita, a cui ora € associato I'aggettivo

numeroso.
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8=4+4=2+2+2+2=2+3+3.

Onde nella somma di 4 con 4 compare l'addendo indecomponibile 3; che non ¢ presente inella
decomposizione di 4, poiché non possiamo scrivere 4 = 3 + 1, dato che prescindiamo da 1.

3.5. Numeri primi colorati

In questo paragrafo e in quello seguente vogliamo presentare — ispirandoci a RiTabella (si veda [25]) —
alcune proprieta moltiplicative limitatamente a numeri che hanno soltanto 2, 3 e 5 come fattori primi.
L'estensione ad altri numeri primi sara del tutto ovvia.

Qui 1 colori rosso e verde li utilizzeremo per indicare il 2 e il 3 rispettivamente tramite i quadratini ® e
w’', mentre per il 5 useremo il quadratino rosaceo m, in quanto il colore giallo non risalta
sufficientemente.

Teniamo presente che qualora in una decomposizione sia evidenziato al pit un numero, tramite la sua
ordinaria rappresentazione decimale, mentre gli altri numeri sono sostituiti da lettere o da altri segni,
allora si ¢ soliti sottintendere i segni di moltiplicazione, a meno che non si voglia metterne in risalto
qualcuno. Percio se i fattori primi 2, 3 e 5 li sostituiamo rispettivamente con i quadratini m, m e », allora
— tenendo conto del fatto che in un prodotto si possono scambiare le posizioni dei vari fattori — i
prodotti 3:2:5-3 e 2:5:2 li possiamo riscrivere rispettivamente cosi: mmmm ¢ mmm. Onde il loro
prodotto mmmu -mmm ¢ dato da mEmmm

Ora, se osserviamo EEEEEEEEN , non sl riesce a percepire immediatamente quanti fattori m
e quanti fattori m ci siano. Per questa ragione ¢ invalso l'uso di mettere un solo quadratino per ogni
colore, pero inserendo subito dopo, in alto a destra, un numero — chiamato esponente, per il fatto che lo
si evidenzia, lo si espone — che indica quante volte quel quadratino ¢ da considerare presente. Pero se
l'esponente ¢ 1, allora quasi sempre si preferisce omettetlo.

Percio, invece di mnEEEEEEEE , per semplicita si scrive m*mm’, dove la percezione del
numero dei vari fattori in gioco ¢ immediata.

Quando un numero « (diverso da 0) non ¢ presente in una decomposizione, allora si dice che esso ¢
presente li con esponente 0; cio¢ ha zero presenze.

Anzi, a volte lo si inserisce nella decomposizione sotto la forma &’. Per evitare confusioni, si
convenuto di attribuire al simbolo &’ il valore 7 (czo = 1), dato che l'aggiunta del fattore 7 non altera il
risultato di una decomposizione.

In particolare, diremo che m in m’m? ha esponente (presenza) 0. Poiché u’ = 1, allora w’w’s’ = m’w?,
Questo tipo di impostazione rende del tutto naturale il concetto di potenza. Inoltre ¢ ovvio che sia
w’-w’ = m’, dal momento che un esponente non fa altro che segnalare quante volte un fattore a
presente.

Tale convenzione si estende anche al caso in cui si abbiano prodotti di numeri espressi in chiaro, anche
quando non sono numeri primi; onde per il numero precedente si ha:

o

0 0

2%-3-5" =2:3-(2-5) = 6-10” = 60.000.000.

3.6. Minimo comune multiplo e massimo comun divisore

Se consideriamo un numero 4, ¢ ovvio che un suo multiplo proprio  si ottiene moltiplicando & per uno
o piu fattori primi. Viceversa, se partiamo dalla decomposizione in fattori primi di 4, allora eliminando
da essa uno o piu fattori primi si ottengono i vari divisori propri di 4 **.

Per quel che riguarda m’m’s? ecco alcuni suoi divisori propri: mm’s? w’m
avendo un divisore m in pit, non & un divisore di m’m*=? ma ¢ un suo multiplo.

La presentazione dei numeri primi attraverso quadratini colorati rende piu agevole, al di la delle

enunciazioni verbali, la comprensione del calcolo del minimo comune multiplo (m.c.m.) e del massimo

2
>

2
>

2
me’s, 7. Invece m’m’

3 E chiaro che noi i quadratini colorati li stiamo usando come numeri mascherati, cosi come facciamo con le

lettere dell'alfabeto.
32 Naturalmente, se i divisori primi vengono eliminati tutti, allora si fa emergere il fattore sottinteso 1, che & un
divisore di ogni numero.
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comun divisore (m.c.d.) tra due o pit numeri; purché siano chiari gli aggettivi minino e massino, nonché i
concetti di multiplo e di divisore.

Per esempio, tenendo conto di quanto detto all'inizio del paragrafo, se si vuole ottenere un multiplo 4
sia di mm*u® che di w’w? ¢ chiaro — tanto per fissare le idee — che m in  dovra essere presente almeno 3
volte; altrimenti 4 non potrebbe essere un multiplo di w’w’, dato che m in w’w? compare tre volte.

Pero, dato che vogliamo il minimo s tra tutti i multipli di mm*=® e di w’w? in » m dovra essere presente
solo 3 volte, poiché in mm*s® compare una volta sola. Lo stesso discorso vale per m e per m. Percio m
(che in mm*n® ¢ presente 4 volte ¢ in m’m* 2 volte) in » sara presente 4 volte, mentre = (che in mm*n® ¢
presente 6 volte e in m°m” 0 volte) in » sara presente 6 volte.

Quindi il minimo comune multiplo cercato ¢ m’m*=®, dato che esso ¢ un multiplo di mm*s® e di m’w? e
non si pud trovare un multiplo pit piccolo. Infatti cio significherebbe eliminare da w’m*=® qualche
fattore primo; il che vuol dire diminuire qualche esponente che compare in esso. Ma se in n’m'nt
diminuiamo l'esponente di @° non abbiamo pit un multiplo di m’m? mentre se diminuiamo l'esponente
di m* o di #° non abbiamo pit un multiplo di mm*=®.

Percio, sulla base dell'esempio considerato, ci si rende conto che, comunque vengano dati due o piu
numeri @, b, ¢ ... decomposti in fattori primi, per ottenere il loro minimo comune multiplo si prendera
ciascun fattore primo p che compaia in qualcuno di quei numeri, col minimo esponente indispensabile
per costruire il multiplo richiesto; onde si dovra prendere il massimo esponente con cui p compare nei
vati a, b, ¢ ... Dopodiché si svolgera il prodotto di quei numeri primi, ognuno munito dell'esponente
che gli ¢ stato attribuito.

Viceversa, quanto detto all'inizio del paragrafo ci fa capire come procedere per la determinazione del
massimo comun divisore di due o piti numeri 4, b, ¢... . Infatti, per ciascun fattore primo p che compaia
in ognuno di quei numeri dovremo scegliere il piu piccolo. Dopodiché anche ora si svolgera il prodotto
di quei numeri primi, ognuno munito dell'esponente che gli ¢ stato attribuito.

Nota Bene. Questo significa che se un numero primo p non ¢ presente come fattore primo in uno
degli 4, b, ¢ ..., chiamiamolo 4, allora p non dovremo considerarlo. Infatti, se p non compare in 5, non
puo comparire nemmeno in un divisore proprio di 4, che si ottiene — come si ¢ visto — eliminando
qualche fattore primo di 4.

Detto diversamente, p ¢ come se fosse presente in / con esponente 0; onde nella costruzione del
massimo comun divisore dovremmo inserire p con esponente 0. Il che ¢ come non considerarlo, dato
che p’ = 1.

Ovviamente, se nessun fattore p compare in tutti gli @, 4, ¢.. con esponente diverso da 0, allora quei
numeri non hanno alcun fattore primo in comune; percio il loro massimo comun divisore ¢ 1. gy

. . . .. 4 6 3 2 . .
In riferimento al massimo comun divisore tra mm =" ¢ m’m", il fattore m non lo considereremo, dato che
. 3 2 . .
esso non compare in W°W". Invece per m sceglieremo Iesponente 1 e per m sceglieremo I'esponente 2.
Cqe . . .. . 4 6 32« 2
Quindi il massimo comun divisore di mm*=" ¢ m” m” ¢ mm”.

3.3. La sottrazione ripetuta e la divisione con resto

Come abbiamo gia espresso fugacemente, spesso agli alunni l'aritmetica si insegna limitandosi ad
addestratli a procedure di cui non avvertono le ragioni; il che ne rende difficili sia I'apprendimento che
il ricordo (e l'automatizzazione quando ¢ necessatia).

Ma, affinché essi possano rendersi conto di una procedura, debbono anche capire il significato
dell'operazione che tramite quel modo di procedere si vuole svolgere. In particolare, per la divisione con
resto, di cul c1 occuperemo in connessione con la sottragione ripetuta.

Qualche tempo fa, durante un convegno didattico, un professore di scuola media affermo che i suoi
allievi non avevano la nozione di resto. In verita, il resto spesso viene visto come un’appendice
secondaria di una spartizione mal riuscita; 11 che porta, a torto, a dargli poca importanza, con tutte le
conseguenze negative che ne derivano.

E pensare che un tempo era in voga una canzoncina dello Zechino doro, il cui testo diceva:
«...quarantaquattro gatti in fila per sei col resto di due ... »; e tutti capivano. E capivano anche il finale, in cui 1
bambini cantavano: « ... sez per sette quarantadue, pin due guarantaguattro ».
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In proposito si veda lo schieramento seguente, dove i gatti sono stati sostituiti con delle palline. Per

realizzarlo alle 44 palline iniziali sono state sottratte ripetutamente 6 palline per metterle via via in fila,
fino a quando ne sono rimaste solo due.

Percio qui di seguito abbiamo scritto:
44 -...6=2.

Quanto detto introduce un’operazione poco considerata: la sottrazione ripetuta; che invece — presentata
subito dopo la sottrazione ordinaria — potrebbe svolgere, sempre in chiave vygotskijana, un ruolo
propedeutico importante nei riguardi della dzvisione con resto.

La sottrazione ripetuta — a cui cui noi abbiamo attribuito il segno -... (ma che tecnicamente si indica col
simbolo #od) si svolge a partire da un numero — il mwinuendo, che esprime la quantita di oggetti di un
raggruppamento di partenza — da cui sottrarre via via un dato numero chiamato modulo > (perd con i
bambini conviene continuare a parlare di sottraendo). In definitiva, il modulo non ¢ altro che un
sottraendo costante che agisce una o piu volte finché ¢ possibile; o nessuna volta, se esso ¢ maggiore
del minuendo, onde in tal caso come risultato si assume lo stesso sottraendo. In ogni caso, il risultato
che si ottiene si chiama resto (0 residuo). Onde si ha:

4-0.5=4 [4mod5 = 4]

Si tenga presente che, precedentemente, aver sottratto quattro volte di seguito 5 da 23 corrisponde ad
aver effettuato la sottrazione 23 - 5-4. E in tale situazione siamo soliti dire che quel 4 ci dice guante volte
5 entra nel 23. Nel contempo, 5-4 ¢ il piu grande multiplo di 5 che non supera 23 **. Tutto cio
corrisponde allo schieramento seguente:

Percio il risultato di una sottrazione ripetuta corrisponde a sottrarre, al minuendo 4, il piu grande
multiplo del softraendo che non supera a. E il fattore per cui quel sottraendo si moltiplica (per avere il
suddetto multiplo) esprime, come si ¢ soliti dire, guante volte esso entra nel minuendo.

Osservazione 4. Se 2 ¢ un numero scritto in forma decimale, allora # -... 10 ¢ la cifra delle unita di 4,
dato che il sottrarre 10 da un numero non ne altera la cifra delle unita. In definitiva, risulta:

57-..10=7 201 -...10=1. pm

E chiaro che cosi abbiamo mosso i primi passi per la divisione con resto. E a Francesca il caso presentato
all'inizio del paragrafo ¢ stato illustrato come la suddivisione in parti uguali, per quanto possibile, di 44

33 La sottrazione ripetuta & legata a un settore molto importante dell'aritmetica: che va sotto il nome di arit-

metica modulare.
3 Infatti, 54 = 20, mentre 5-5 =25,
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palline tra 6 bambini. Onde a ciascun bambino toccavano le 7 palline situate, verticalmente, in una
colonna.

Con la piccola inizialmente abbiamo evidenziato quanto normalmente si fa nelle spartizioni concrete,
che si svolgono all'insegna dell'wno a me, uno a te, uno a lui, ... , facendola soffermare sul fatto che, a ogni
tornata, la quantita da distribuire diminuisce di una quota pari al numero di individui su cui si effettua la
distribuzione.

Quindi il minuendo e 1l modulo della sottrazione ripetuta sono diventati rispettivamente il dzvidendo e il divisore
della divisione; con il resto che ha continuato a essere tale.

Usando le sue palline — supponendo di volerle distribuire tra cinque bambini — a ogni tornata la piccola
ha sottratto un quota uguale a cngue alle palline che aveva a disposizione. Nel contempo, a ogni giro la
quantita complessivamente distribuita — che veniva schierata, come nel caso dei gattini/palline —
aumentava di una quota uguale al divisore cngune. E questa quota si fissava nel momento in cui la
sottrazione ripetuta si arrestava, dato che quanto si sarebbe voluto distribuire era diventato inferiore al
sottraendo.

Percio, attraverso lo schieramento, si vedeva che la quantita finale distribuita era legata al numero piu
grande per cui si poteva moltiplicare il divisore senza superare la quantita iniziale.

Francesca si ¢ anche resa conto che, se si partiva da tre palline soltanto, queste non si potevano
distribuire tra cinque bambini. Percio rimanevano li indivise e rappresentavano il resto *°.

E chiaro che questo tipo di attivita sulla divisione, insieme a quella del prossimo paragrafo, puo essere
utile anche in una didattica per alunni non discalculici.

3.4. La procedura della divisione

Un abaco puo rivelare anche un interessante aspetto della procedura della divisione. Per esempio, se
vogliamo suddividere in parti uguali fra due bambini i cubetti rappresentati sull'abaco situato nella parte
bassa di Fig. 16 — che sono 1101, onde in tal caso tale numero ¢ il dividendo e due ¢ il divisore — intanto ¢
chiaro che il migliaio non lo possiamo ripartire come tale, ma lo dobbiamo scindere in dieci centinaia;
percio — tenendo conto del centinaio residuo, rappresentato nella terza asticella da destra dell'abaco —
veniamo ad avere wndici centinaia di cubetti, che ci consentono di distribuirne engue a ciascuno dei due
bambini, col residuo di un centinaio. Quindi questo andra smembrato in drzeci decine, che potremo
suddividere in due parti da cinque decine. Pero ci sara il residuo di un cubetto/unita che non ¢ possibile
distribuire. Percio ciascuno dei due bambini verra ad avere gerv unita, onde la sua parte sara di 550
cubetti (col resto di un cubetto).

La suddivisione in due parti generalmente non presenta molti problemi. Diverso, invece, ¢ il caso di un
divisore piu grande di due. In situazioni del genere quasi sempre all'alunno si desctive una procedura,
senza preoccuparsi di fargli capire cosa ci sia dietro. A Francesca queste cose sono state fatte vedere in
concreto, ed ella ha capito.

Qui sotto si ha un esempio di divisione svolta con Francesca. La piccola si ¢ resa conto che inizialmente
non era possibile suddividere in cinque parti le centinaia (di cubetti) poiché ce n'erano solo 2, e 2 ¢ piu
piccolo di 5. Allora, dato che ogni centinaio ¢ dato da dieci decine, tenendo conto delle altre due, si
sono considerate 22 decine (e il colore rosso usato in Fig. 25 sta a evidenziare proprio questo fatto).
Quindi con 22 decine si sono ottenute 5 parti costituite ciascuna da 4 decine, per un totale di 20 (5°4)
decine; il che ha determinato un residuo di 2 decine. Poi ...

2275
20 4

Figura 19 — Una divisione

3 Molti bambini hanno difficolta ad accettare come resto qualcosa che non ricavano dall'usuale procedura di

divisione.
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Una volta spiegato il perché della procedura, essa ¢ stata applicata in diversi esempi, senza il bisogno di
richiamare a ogni pi¢ sospinto i raggruppamenti di cubetti che erano in gioco, visto che Francesca aveva
capito che i vari passi si svolgevano tutti allo stesso modo.

Ovviamente, si ¢ avuta qualche difficolta coi divisori aventi piu di due cifre, che richiedono una verifica
supplementare di cui non ¢ facile far capire le ragioni; e noi abbiamo evitato di affrontare la questione.

3.8. Moltiplicazione, aree, abaci per il sistema metrico decimale ed equivalenze

Il prodotto di un numero per se stesso viene detto numero quadrato, per ragioni legate al calcolo delle
aree. Anche 0 ¢ un numero quadrato, ma solo per il fatto che 0 = 0-0.

Inoltre 1 numeri che descrivono la quantita di oggetti di schieramenti costituiti da piu di una riga e piu di
una colonna, ivi compresi i quadrati che soddisfino a questa condizione — vale a dire, sono il prodotto
di due fattori diversi da 1 — sono detti rettangolar:.

Ila denominazione ¢ legata al fatto che, se si guardano gli schieramenti relativi a quei numeri, si ha
l'impressione di vedere dei rettangoli.

Questi numeri sono anche detti composti. Mentre, come ¢ noto, i numeri che non si possono esprimere
come prodotto di due fattori diversi da 1 sono detti primi (o anche zrriducibily).

I numeri primi possono avere soltanto uno schieramento con una sola riga o con una sola colonna
(schieramenti /neari).

Gli alunni, opportunamente avviati, vedono subito che 2, 3, 5 ¢ 7 hanno soltanto schieramenti lineari.
Poi capiranno che anche 11, 13, 17 e 19 (fermandosi al di sotto di 20) sono primi. Tuttavia la ricerca di
numeri primi non puo avere termine, poiché Euclide ha provato che ci sono infiniti numeri primi.

Facciamo presente che da quanto ¢ stato detto all'inizio del paragrafo deriva il modo di esprimere l'area
di un rettangolo (in particolare, di un quadrato).

er esempio, il rettangolo colorato di Fig. a un'area di 5-3 cm”, semplicemente perché € costituito
P pio, il rettangolo colorato di Fig. 27 ha un'area di 5-3 cm?, sempli te perch tituit
36

da 5-3 quadratini che hanno il lato lungo 1 centimetro

Figura 27 — Un rettangolo

In definitiva, ogni quadratino ha i lati che sono lunghi 1 centimetro (1 cm), onde esso e la sua superficie
sono chiamati centimetro quadrato (o centimetro quadro; in breve, enr’). Percio l'area complessiva — che ci dice
semplicemente quanti di quei ¢ ci sono nel rettangolo — ¢ di 5:3 cm” (15 cm?) cosi come 5 caramelle
ripetute 3 volte corrispondono a 53 (15) caramelle.

Per la stessa ragione, la faccia quadrata del piatto decimale situato in Fig. 15 ha un'area di 10-10 cm’
(100 cm®).

La faccia quadrata del piatto decimale di Fig. 15 ha un lato lungo 7 decimetro (1 dm); onde essa e la sua
supetficie sono chiamate decimetro quadrato (o decimetro quadyo; in breve, dpn). Ovviamente, il decimetro
quadrato puo assumersi anch'esso come unita di misura di supetficie. Percio, per quanto visto, risulta:

1 dm® = 10-10 cm’ (100 cm?).

Un discorso analogo si puo fare con gli alunni facendogli preparare un quadrato che ha i lati lunghi 1
metro (1 m), onde esso e la sua superficie sono chiamati mwetro guadrato (o metro guadro; in breve, 7).

% Ovviamente, se accostiamo un numero primo di quadratini, abbiamo un rettangolo; tuttavia, generalmente si
preferisce riservare I'aggettivo “rettangolare” ai soli numeri composti (non primi).
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Avendo controllato che la lunghezza di queti lati (1 m) corrisponde a 10 dm, sara facile rendersi conto
che il nostro quadrato si suddivide in dieci fasce costituite ciascuna da 10 dm; di conseguenza risulta:

1 m*=10 10 dm? (100 dm?).
Ora supponiamo di avere svolto la misurazione di una lunghezza — per esempio, quella di un corridoio

o della palestra della scuola — e di aver rilevato che essa ¢ di 3 decametri, piu un metro, piu due
decimetri, piu 1 centimetro. Indicazioni che, come ¢ mostrato in Fig.28, riportiamo su di un abaco.

L |
L | |
L | | | |
dam m dm cm
decametri metri decimetri centimetri

Figura 28 — una misura di lunghezza registrata sull'abaco

Osserviamo che le asticelle — come gia nella registrazione dei blocchi decimali — sono adoperate in
modo tale che se un anellino si sposta di un posto a sinistra, esso va a indicare una quantita dieci volte
piu grande.

Ma come si puo esprimere sinteticamente quella misura? Ebbene, I'informazione data da Fig. 28 ¢
sovrabbondante, in quanto basta fornire la posizione di una sola delle unita di misura, dato che la
posizione delle altre si ottiene di conseguenza (si veda Fig. 29).

m
Figura 29 — una semplificazione della figura precedente
Ora, facendo riferimento a Fig. 29, eliminiamo da essa l'abaco e sostituiamo ogni blocco di anellini con

la cifra che ne esprime la quantita. Allora si ha la seguente scrittura, che — su una sola linea — potremo
riscrivere come ¢ mostrato nella riga successiva:

3 1 2 1
m
3 1m 2 1

Pero, compattando il tutto, si preferisce portare il simbolo dell'unita di misura alla fine della scrittura
numerica, lasciando al suo posto un segno — la virgola — che ne ricorda la reale posizione; onde si scrive
31,21 m.

Un discorso analogo si puo ripetere con le altre misure. Percio, dato che la lunghezza considerata ¢
sempre la stessa, si hanno le seguenti uguaglianze: 31,21 m = 312,1 dm = 3,121 dam = 3121 cm ... .

Queste uguaglianze ci dicono come si possono svolgere le famigerate equivalenze in maniera del tutto
rigorosa, perfettamente coerente col significato che ha la rappresentazione di una lunghezza rispetto a
una fissata unita di misura: basta mettere la virgola dopo la cifra relativa all'unita di misura prescelta.
Ricordiamo che I'altro metodo usato per svolgere le eguivalenze si basa sul prodotto tra frazioni. Infatti 1
dm = 1/10 m. Percio 312,1 dm = 312,1 - 1/10 m = 31,21 m.

Quanto visto per le misure di lunghezza si trasferisce immediatamente alle misure di capacita.
Francesca, dopo tutto il lavoro fatto con 1'abaco, non ha avuto alcun problema a capire I'argomento.
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Per le misure di superficie si mostra la seguente illustrazione, che tiene conto del fatto che in questo
contesto ogni un'unita di misura — come si ¢ cercato di far vedere — corrisponde a cento volte quella che
la precede.

hm2 dam2 m2
(ettari) (are) (centiare)

Figura 30 — una misura di superficie registrata sull*abaco

Percio la misura della superficie di Fig. 30 &: 1,2131 hm® = 121,31 dam® = 12131 m’, e cosi via per le
unita di misura mancanti.

Per le misure di volume ci si regola di conseguenza, tenendo conto che in tal caso ogni unita di misura
corrisponde a mille volte l'unita di misura immediatamente piu piccola (il che nella rappresentazione
sull'abaco corrisponde a spostarsi da un'asticella a quella situata tre posti a sinistra). Di cio gli alunni
hanno parziale coscienza attraverso il lavoro svolto con i BAM decimali.

Infatti il cubetto ha i lati lunghi 1 cm, mentre il cxbo ha 1 lati lunghi 1 dm. Allora a un certo punto sara
naturale chiamare cubetto e cubo rispettivamente centimetro cubo (in breve, ¢#’) e decimetro cubo (in
breve, dm’). E quegli alunni gia sapranno, ovviamente, che 1 decimetro cubo (cio¢, un wbo) ¢ costituito
da mille centimetri cubi (eubetti). Onde risulta:

1 dm’ = 1000 cm’ .

Poi, con un po' di attivita laboratoriale, il metro quadrato approntato prima — posto in terra, ai cui
angoli saranno stati piazzati quattro abi (dm’) — potra costituire la base di un metro cubo (in breve, #7), i
cui quattro spigoli verticali potranno essere realizzati con spaghi che saranno opportunamente tenuti
tesi da otto bambini.

E poiché 1 m® = 100 dm?, si fara osservare che quella base puo essere ricoperta dalle facce di100 cxbi;
cosi come la faccia del piatto decimale di Fig. 15, posta sul tavolo, risulta ricoperta dalle facce di 100
cubetts.

Ora — cosi come quei cento ebetti vanno a formare la prima di dieci fasce orizzontali che si possono
vedere in un ebo — i cento cubi che ricoprono il metro quadrato vanno a formare la prima di dieci fasce
orizzontali che costituiscono il metro cubo, per un to-tale di 10-100 e#bi. Onde risulta:

1m’=1000 dm’.

E I'alunno dovra artivare a rendersi conto che analogo discorso si puo fare per le altre unita di misura’.
Sara opportuno stabilire anche un legame tra misure di capacita e di volume. Percio si fara presente che
una bottiglia che abbia la forma di un cubo e la capacita di 1 litro (in breve, 7 /), ha i lati (della parte
interna al vetro) lunghi 7 dm. Percio, assimilando capacita e volume, risulta 7 /=7 dr?’. Onde risulta ™

1m’=1000 dm’= 1000 1= 10 hl.

37 Sarebbe molto utile che venissero realizzati — per esempio usando della carta millimetrata — dei cubetti le cui

sei facce fossero ripartite in cenfo quadratini i cui lati sono lunghi 1 mm. In tal modo nel cubetto si potrebbero ravvisare
10°100 cubicini i cui lati misurano 1 mm?>. Dalla carta millimetrata si possono ritagliare anche sei quadratini di un
centimetro cubo, per attaccarli a un cubetto BAM.

38 Si tenga presente che i consumi di acqua fornita dagli acquedotti pubblici sono misurati in metri cubi.
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4. Appendice ¥
4.1. Brevi considerazioni sui numeri interi relativi

I bambini prendono coscienza abbastanza presto dei numeri interi negativi; come controparte dei
numeri naturali, i quali — escludendo lo zero — assumono la denominazione di numeri interi positivi.

I numeri interi negativi vengono visti come misuratori di un debito, o di una temperatura inferiore allo
zero, oppure come livello di un piano o di un gradino al di sotto del piano terra, eccetera.

Una volta introdotti questi nuovi numeri, gli alunni presto si rendono conto che il segno “-”, oltre a
essere per loro un distintivo, ¢ anche un operatore che applicato a un numero — positivo o negativo —
ne conserva il modulo (cioc¢ il numero stesso senza segno) ma ne cambia la specie: se quello ¢ positivo lo
fa diventare negativo, e viceversa; onde -(-3) = 3, ecc. Nel caso particolare dello zerv, si pone -0 = 0.

40

€

<

Nota Bene. In -0 = 0, i segno non ¢ un distintivo superfluo, ma la precisazione del
comportamento dell'operatore - rispetto a 0, che ¢ lasciato inalterato. pg

Una descrizione dei numeri interi relativi [in futuro spesso useremo soltanto la dizione “interi”, con le
eventuali specificazioni “positivi” o “negativi”] si realizza prolungando la /inea dei numeri dall'altra parte
dello gero. Onde si viene ad avere — o meglio, a ipotizzare — una linea infinita da ambo le parti.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Sulla linea dei numeri — come su ogni linea — si possono considerare due sensi di percorrenza in
opposizione tra loro, il principale dei quali — detto senso (0 verso) positivo — ¢ quello che dai numeri
negativi va verso lo zero e poi, proseguendo, verso numeri positivi sempre piu grandi. L'altro ¢ detto
senso (o verso) negativo.

Ora immaginiamo 1 nostri interi come misure di temperatura. Allora ci si rende conto che man mano
che quelle scendono, i corrispondenti valori numerici percortono /la linea dei numeri in senso negativo e
sono da considerare via via piu piccoli, come via via piu piccole sono le temperature che essi
descrivono. Onde interi negativi sempre piu lontani dallo zero vengono considerati sempre piu piccoli —
e piu piccoli degli altri numeri, 0 compreso — anche se il loro modulo ¢ via via maggiore. In definitiva,
sulla precedente linea dei numeri, andando da sinistra a destra, si hanno numeri sempre piu grandi.

Sulla linea dei numeri si possono rivedere anche le operazioni di addizione e di sottrazione tra inteti
relativi, che saranno gia state introdotte facendo riferimento a considerazioni legate a debiti e crediti.
Precisamente, come nel caso dei numeri naturali, partendo da un qualsiasi intero « pensato sulla linea
dei numeri — non importa se positivo, negativo o nullo — addizionare a esso un intero positivo &
corrisponde a spostarsi da « in senso positivo di un numero b di passi; invece, sottrarre b corrisponde a
spostarsi da « in senso negativo, ma sempre di un numero & di passi.

Se le stesse operazioni le vogliamo svolgere a partire da 2, ma utilizzando un numero negativo -b (onde
b ¢ il suo modulo) si procede allo stesso modo, ma invertendo i sensi di percorrenza. Vale a dire, per
addizionare -b ad a, da a ci si sposta di & passi, ma in senso negativo; invece, per sottrarre -4, da a ci si
sposta in senso positivo di un numero & di passi.

In definitiva addizionare un numero negativo -b ¢ come sottrarre il suo modulo /; mentre sottrarre un
numero negativo -b ¢ come addizionare il suo modulo 4.

Per quel che riguarda la moltiplicazione tra interi relativi, il discorso ¢ piu delicato e sara affrontato nel
prossimo paragrafo *'.

39 L'Appendice non riguarda I'attivita condotta con Francesca, dato che I'argomento non rientrava nel programma

che ella stava seguendo. Tuttavia quanto verra detto potrebbe risultare utile in casi simili.

40 Qui usiamo gli interi relativi poiché cosi si possono prendere le mosse dai numeri naturali — che sono la loro
parte positiva — sui quali la moltiplicazione e altre nozioni hanno un significato concreto di notevole efficacia. Cio
consente di trattare i numeri interi relativi, in maniera abbastanza semplice e completa; volendo, anche a partire dalla
terza classe della scuola primaria.
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4.2. La moltiplicazione tra interi relativi

Gia nella prima classe della scuola primaria gli alunni imparano che i due numeri che entrano in gioco
in una moltiplicazione hanno ruoli differenti. Infatti il moltiplicatore ¢ un operatore che svolge un'azione
sull'altro numero. Percio ¢ quest'azione che va opportunamente estesa e interpretata nell'ambito degli
interi relativi. Per i numeri che verranno in seguito la strada sara gia stata aperta.

Ora non c'e difficolta a estendere la moltiplicazione agli interi (relativi) quando il moltiplicatore ¢
positivo o nullo, assegnandogli lo stesso ruolo che esso gia svolge nell'ambito dei numeri naturali. Vale
a dire, il moltiplicatore dira quante volte il moltiplicando — adesso anche quando ¢ negativo — figura
come addendo in un'addizione che non abbia altri addendi, a parte — eventualmente — qualche zero, che
pero ¢ inessenziale agli effetti della somma. Onde questa somma viene scelta come risultato della
moltiplicazione.

Percio se il moltiplicatore ¢ 1, allora il risultato ¢ dato dal moltiplicando, mentre se il moltiplicatore ¢ 0 il
risultato ¢ 0.

Ma come ci si regola quando il ruolo di moltiplicatore ¢ assegnato a un numero negativo -» (onde 4 ¢
positivo)? Ebbene, cosi come un moltiplicatore positivo quantifica la presenza del moltiplicando in
un'addizione (nel senso precisato prima), a un moltiplicatore negativo si attribuisce il compito — rispetto
a un moltiplicando « — di indicare, col suo modulo, quante volte in un'addizione deve essere presente -a.
Cio ¢ legato al fatto che — come convenzione generale — quando in una notazione matematica due
operatori sono abbinati, allora l'operatore che risulta complessivamente si comporta, sull'oggetto « che
subisce l'azione, facendo agire su « prima l'operatore che ¢ piu vicino ad a; dopodiché sul risultato
ottenuto agisce l'altro operatore.

Ora applichiamo questa convenzione ad a- (-4), essendo / un numero naturale situato in posizione di
moltiplicatore, a cui ¢ stato abbinato l'operatore “-”. Allora I'azione di -4 su a si traduce nel fatto che su
questo prima agisce “-” (che ¢ piu vicino ad « rispetto a b) trasformandolo in -@, dopodiché su - agisce
b, ottenendo cosi (-a)*b . 1l che ¢ come porre:

a (-b):=(-a) b *

Usando la convenzione che un operatore unario (cioe, che agisca su di un solo ente, come fa 'operatore
) g )

“”) agisce sempre sul risultato dell'espressione piu semplice collocata alla sua destra, la formula

precedente si riscrive cosi (dove in -z - £ il segno “-” agisce solo su a):

a-b=-a-b.
Allora risulta immediatamente:
4-2=4-2=4+-4-= -(4-2 4-2=-4-2=4-2

Sulla base di questa definizione riguardante un moltiplicatore negativo, in Fig. 31 illustriamo
concretamente il caso in cui il moltiplicando 4 numera delle palline. Percio il risultato della
moltiplicazione ci da la quantita finale di palline. Ebbene, via via che il moltiplicatore diminuisce di 1, la
quantita di palline diminuisce di quattro unita, anche in relazione a moltiplicatori negativi.

Infatti, a partire da 4 palline considerate 2 volte, diminuendo il moltiplicatore di una unita si ha una
diminuzione di 4 palline, ottenendo 4 palline. Dopodiché il procedimento si ripete col moltiplicatore 0,
il cui comportamento corrisponde a una ulteriore diminuzione di 4 palline, onde si passa a gero palline
(nessuna pallina). Una volta arrivati al moltiplicatore 0, il passaggio al moltiplicatore -1 porta da zerv
palline a 4 - -1 (= 0-4 = -4) palline; cio¢, ancora a quattro palline in meno: a un debito di 4 palline *. Poi
il passaggio al moltiplicatore -2 fa aggiungere un altro debito di 4 palline: 4 - -2 (= (-4) - 2) palline. E
cosl via, sottraendo di volta in volta 4 palline.

4 Il tipo di introduzione degli interi relativi a cui facciamo riferimento qui rende complicata la verifica delle

proprieta delle operazioni che gia si conoscono nel caso dei numeri naturali (a parte il caso della proprieta commutativa
per addizione e moltiplicazione). Percid con gli alunni si limitera a enunciarle e a spiegarle.

2 Il segno := — da usare solo all'inizio, anche in altri casi — significa che l'uguaglianza e frutto di una
convenzione, di una definizione.

s Nelle illustrazioni abbiamo indicato le palline in debito in rosso e le abbiamo poste al di sotto della linea
continua.
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2 volte 1 volte 0 volte 4--1 palline 4--2 palline
4 palline 4 palline 4 palline
o000
o000 o000 zero palline -4 palline -8 palline
o000 o000
o000

Figura 31 — I'evolversi di un prodotto con moltiplicando positivo

Questo tipo di comportamento di un moltiplicatore negativo si nota pure nel caso in cui anche il
moltiplicando sia negativo, poiché la diminuzione di una unita del moltiplicatore si traduce anche ora in
una diminuzione del risultato di una quantita pari al moltiplicando; il che, essendo questo negativo,
corrisponde a un aumento uguale al suo opposto. In particolare, come moltiplicando scegliamo -4,
riferito a un debito di 4 palline. Allora, seguendo Fig. 32, partiti dal moltiplicatore 2 e arrivati al
moltiplicatore 0 — che ci da come risultato un debito nullo (di zero palline) — il passaggio al
moltiplicatore -1 portaa -4 -1 =4 -1 (4 palline). Poi il passaggio al moltiplicatore -2 portaa -4 --2 = 4
2 (4 + 4 palline); e cosi via, aggiungendo di volta in volta 4 (palline).

2 volte un debito 1 voltaun debito 0 volte un debito -4--1 palline -4--2 palline

di 4 palline di 4 palline di 4 palline 4-1 palline 4-2 palline
o000
(-4)-2 palline (-4)-1 palline zero palline o000 o000
o0 o000 o0 o000
o000

Figura 32 — I'evolversi di un prodotto con moltiplicando negativo

Conclusione

Intanto noi continuiamo a lavorare con Francesca, che — come si ¢ gia detto — qualche tempo fa ha
preso nove sia in aritmetica che nella lettura, avendo per la prima volta chiesto spontaneamente di
leggere ad alta voce. Successivamente la bimba ha guadagnato prima un bravissima e poi un dieci sui
numeri decimali, seguiti da un nove sulle equivalenze. In proposito, presumiamo che l'attivita svolta con
BAM e abaco sia stata risolutiva.

A meta aprile la sua maestra, durante un colloquio con la mamma, ha affermato che a secondo lei la
bambina non ¢ piu discalculica.

Con cio non pretendiamo di aver “guarito” Francesca. In realta ci permettiamo solo di presumere che i
test attualmente in uso per una diagnosi di discalculia non siano del tutto affidabili; soprattutto in
presenza di test per la dislessia, molto piu credibili, che a volte possono indurre a credere che ci sia una
forma di comorbilita, con la conseguenza che si scambi per discalculia una semplice difficolta di
apprendimento in aritmetica, sulla quale non si sia intervenuti in modo adeguato.

Del resto in [20] (Lucangeli e altri), p. 31, si ipotizza che ... molti dei casi individuati (di discalculia n. d.
r.) siano dei falsi positivi riconducibili alla condizione di difficolta piuttosto che a quella di disturbo”.

Ringraziamo Anna Cerasoli e Antonio Bernardo
per l'accurata lettura e per gli utili consigli
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