PROBLEMA 1
Punto 1

La funzione g(x) = (ax + b)e?*~** ha y = 0 come asintoto orizzontale
destro e sinistro in quanto

lim g(x) =0

X—>7Fo0o
La derivata della funzione g(x) = (ax + b)ez""‘2 e pari a:
g'(x) = ae?**" + (ax + b)(2 — 2x)e¥ ¥ =
= e2***[—2ax2 + 2x(a — b) + a + 2b]

La derivata prima e positiva se:

—2ax?+2x(a—b)+a+2b>0
L’equazione

2ax? —2x(a—b)—(a+2b) =0
ha 2 soluzioni reali e distinte in quanto il determinante e esprimibile come
somma di 2 quadrati:

(a — b)? + 2a(a + 2b) = 3a? + 2ab + b? = 2a? + (a + b)?

di conseguenza la funzione presentera sempre un massimo e minimo
relativo e, visto che y = 0 e asintoto orizzontale destro e sinistro, tali
estremi relativi sono anche assoluti.

Le due funzioni si intersecano nel punto (2,1) se:
{4a—2+b:1 {azl
_)
2a+b=1 b=-1
Punto 2

La funzione f(x) = x? — x — 1 & una parabola con concavita verso I’alto e

verticeinV = G —3).

La funzione g(x) = (x — 1)‘92""“2 e definita in R, é positiva per x > 1,
non ha asintoti verticali ed ha y = 0 come asintoto orizzontale.

La derivata prima e



g (x) = e **(=2x2 + 4x — 1)

2—/2 24+4/2

ed e positiva per —— <X <—— pertanto la funzione ha un minimo

. 22 : . _2+V2
all’ascissa x,,, = — ed un massimo all’ascissa x; = S

| punti di minimo e massimo sono:

2 -2 2e 2 ++/2 \2e
m( 2 ’_2>’M< 2 ’2)

La derivata seconda e
g'"(x) = 22 ** (x — 1)(2x2 — 4x — 1)
pertanto ci sono 3 flessi alle ascisse:

2—-/6 2+/6
x=T,x=1,x= -

| punti di flesso sono:

2—6 6e 2 ++/6 V6e
Fl( 2 28),1:2(1,0),}73( 2 '2e>

In particolare il punto di flesso F,(1,0) & centro di simmetria; infatti
applicando le equazioni di simmetria si ha:

{X=2—x_){x=2—X_)
Y =—y y=-Y
- =Y = (2 - X — 1)e?@ 000 Ly = (X — 1)e2XX"
La tangente alla funzione f(x) = x? — x — 1 in (0, —1) ha equazione
y=f'0)x—1=2x—1]yp-x—1=—-x—-1
La tangente alla funzione g(x) = (x — 1)632""‘2 in (0, —1) ha equazione

y=9g'(0)x—1= [ezx‘xz(—sz + 4x — 1)]x=0 x—1=-x-1



Pertanto le due funzioni, avendo stessa tangente nel punto (0,—1), sono
tangenti in esso.

L’area compresa tra i due grafici ¢ pari a:

2
A(S) = J [(x — 1)e2* %" — (x2 — x — 1)|dx
0

1 4
> —?+7+x ——§—§+2+2+5—§

[ezx—xz x3  x? r 1 8
0

Punto 3
La circuitazione del campo magnetico per il teorema di Ampere € pari a:

r,(B) = ”"Z i

k

dove nella sommatoria vanno considerate solo ed esclusivamente le correnti
concatenate con y.

Considerando che



deduciamo che solo le correnti i;,i, sono concatenate a y pertanto,
considerando un orientamento antiorario di y si ha:

La circuitazione €:

e negativa se i, € entrante oppure uscente con 0 A < i, < 2 4;
e nullasei, e uscenteevalei, =2 A4;
e positivase i, e uscenteede i, >2A

Punto 4
Per la legge di Faraday-Neumann si ha:
do(B)
dt

fem =
Considerando B(t) = B cos wt Si ha:
®(B) = B(t)S = B Scos wt

d®(B) _
fem = — T B Sw sin wt

Il valore della forza elettromotrice € massimo quando sin wt = 1 e vale
fom(max) = BSw

Poiche f,,,(max) = i,q, R Si ha:

imaxR 5-107°-0.2 rad

BS 4=O.05—

.10-2 . = S
1.5-10 3

BSw = i,,,xR > w =



PROBLEMA 2

Punto 1

Le dimensioni di a e k sono rispettivamente:
la] = s

_T-s?

m

Ld

La presenza di d.d.p variabile nel tempo comporta la presenza di un campo

elettrico variabile nel tempo e di conseguenza di cun campo magnetico
variabile nel tempo per via della IV equazione di Maxwell:

q . do(E)

Fc(B) = Uy [l"‘go dt ]

Le direzioni di E e B sono perpendicolari nei punti interni al condensatore.
Punto 2

La circuitazione del campo magnetico é pari a:
r(B) =f§m= |§|fﬁ= Bl 2nr

Sostituendo nella IV equazione di Maxwell e considerando che la corrente
nel condensatore € nulla si ha:

ﬁ do(E) d®(E) 2mr o, 2mr kt
|B|'2T[T'=‘U.0€0 - = |B = . =
dt dt Ho€o HoEo \/(tz + a?)3

_ 2mkr? t
Ho& /(t% + a?)3

Di conseguenza si ha:




(F) 27Tkr _ 2mkr? _3
j = flt-(t2+a2) 2]dt=
Ho€o \/(tz + a2)3 Ho€o

dt =

3
_ 2mkr? j 2t (t? +a?)2
Ho€o 2

3
_ 2mhr?® [(t* + a?)7zt! kel 2mkr? [ 1 K
Moo 9. (_ %) HoEo | /(t%2 + a?)

Imponendo che il flusso sia nullo all’istante t=0 si ricava

1
K=-
a
OVVero
CD(E) _ 2mkr? [ 1 N 1]
Ho&o J(@2+a?) a
Lad.d.peparia
V() =E(t)-d

Il campo elettrico € legato al flusso del campo elettrico lungo una superficie
S dalla formula:

qn(E,S):fﬁ-d—s’: |§|fd—s’= |E| - r?

pertanto
®(E,S) d 2mkr? 1 1
V t) = E t) - d = . d = . — —| =
© ©) T2 Tr?  Up& [ [(t2 + a?) * a]
de 1
050 (t2 + a?

Al trascorrere del tempo |B| tende a zero in quanto & un infinitesimo di
ordine 2, infatti per t - +oo



|B] ~

J@yp

Cio lo si deduce anche fisicamente dal fatto che per lunghi tempi la d.d.p €
2kd

costante in quanto tende a , di conseguenza il campo elettrico e

Aloéo

costante e dalla IV legge di Maxwell ricaviamo che in queste condizioni il
campo magnetico e nullo.

Punto 3
t

J@way

F(t) = jf(t)dt = j [—\/(tz i a2)3] dt = f [—t-(t2 +a2)_%] dt =

3 3
j l—Zt -(t2+a?)72 —(t? + a?)z"!
= dt =
2
~ 1

Una primitiva di f(t) = —

e

V(2 +a?)

La prmiitiva passante per 1’origine ¢ quella per cui K + % =0->K=—-

Quindi

1 1

F(t) = ——

J(@?+a?) a
La funzione F(t) e definita in R, interseca 1’asse delle ascisse ed ordinate in
(0,0), non ¢ mai positiva, ¢ simmetrica rispetto all’asse delle ordinate in
quanto e pari, non presenta asintoti verticali, presentay = — % come asintoto
orizzontale destro e sinistro, ha un massimo relativo ed assoluto in (0,0) in

. . t N .

quanto la sua derivata prima f(t) = " Tamar e positiva per t <0 e

negativa per t > 0.

La sua derivata seconda e



J(@%2+a?)3 + t%-Zt-,/(t2 + a?)

F'(t) = - (t2 + a?)3
JE+a)EtE-t2—a?) (2t —a?)
B (t? +a?)3 - J@Z + a?)s

V2

esiannullapert = + ~a che sono ascisse di flessi.

Le pendenze nelle ascisse di flesso sono:

(N2 V2 t _ga
F(iTa)zf@Ta):[_\/(t2+a2)3] ﬁ=+3 3
t=i7a 7a3 7
V2 _243
- , 3_+9a2
3a >

Di seguito il grafico per a = 1.

Punto 4

Le ascisse dei punti di flesso di F rappresentano ascisse di estremi relativi
per f, cosi come il punto di massimo per F rappresenta un punto di flesso
per f. La funzione f & dispari in quanto la funzione F e pari, inoltre la



funzione f e positiva laddove F & monotona crescente ovvero pert < 0 ed
e negativa laddove F & monotona decrescente ovvero per t > 0.

Di sequito il grafico di F ed f nel medesimo sistema di riferimento
cartesiano.

A
— - N
f
F
L’area richiesta ¢ pari a:
V2
A—jTaf(t)dt—zfo f(t)dt-Z[ . 1]O _
—ga —ga \/ (tz + az) a _@a
A 26
a 3] 3a

In generale 1’integrale f_bb f(t)dt é nullo in quanto si tratta di integrale di
una funzione dispari in un intervallo simmetrico.



QUESITI
Quesito 1

Le rette x = +3 sono asintoti verticali se si annulla il denominatore di f
ovverose d = —9.

Larettay = 5 e asintoto orizzontale se il polinomio p(x) e di secondo grado
esprimibile come p(x) = 5x2 + bx + c.

Ilgraficodifpassaperxz0ex=%sec=0eb=—12.

Quindi I’espressione di f € :
5x% —12x
La derivata di f(x) é:

6(2x? —15x +18) _ 6(x — 6)(2x — 3)

[ =g =7 Ga-oy

Tale derivata é positiva in (6, +) e negativa in (—o0,—3) U (—3,2), di

conseguenza G 1) e punto di massimo e (6,4) € punto di minimo.

Quesito 2
La funzione g(x) € esprimibile come:
g(x) =x(1+ X2 4+ x4+ e + x2018)

Il fattore (1 + x2 + x* + «++ -+ + x2918) ¢ sempre positivo in quanto somma
di numeri positivi pertanto g(x) si annulla esclusivamente in x = 0.

Il limite richiesto € nullo in quanto 1.1* e un infinito di ordine superiore
rispetto a x™.

Quesito 3

Sia L lo spigolo della base quadtrada ed h I’altezza del parallelepipedo, la
somma degli spigoli e:

s = 8L + 4h



La superficie totale e:

Sy = 2L% + 4Lh
Imponendo che tale superficie sia pari a S si deduce:
27 4 aLh=§ > h = 2L
4L

La somma degli spigoli & quindi:
S —2L? S+ 6L2

L)=8L =
s(L) +—7 T

La derivata prima e pari a

, 1212 —S— 6L 6L2—S§
s'(L) = 12 = B

ed e negativa in <0, \E) e positiva in (\E +oo> pertanto la somma degli

. . . S
spigoli &€ minima per L = \E e vale

s S- 2— S S
Smin=8 g‘l‘ _8 —+ S——12 6

Quesito 4

Detto P(x,y, z), il luogo geometrico ¢ tale per cui:
PA%? = 2PB?
OVVErO:

(x—2)+y2+@Z+1D)?=2(x+2)2+2(y—2)*+2(z—-1)? >
> x24+y2+2z2+12x —8y—6z+13 =0

che ¢ I’equazione di una sfera.
Il punto T(—10,8,7) appartiene alla sfera in quanto sostituendo si ha:
100+ 64 +49 —120-64 —42+ 13 = 0.



Il centro della sfera e C = (—6,4,3), pertanto i parametri direttori sono:

T —C = (—4,4,4)

Il piano tangente ha equazione quindi

—4x +4y +4z+d =0

Imponendo il passaggio per T si ottiene:

40+32+28+d=0—->d =-100

Il piano tangente ha di conseguenza equazione:

x—y—z+25=0

Quesito 5

Le quaterne che garantiscono che, lanciando 4 dadi la somma dei numeri
non superi 5, sono:

(1,1,1,1),(2,1,1,1),(1,2,1,1),(1,1,2,1),(1,1,1,2)
pertanto la probabilita é:
5 5
~ 6% 1296
Il prodotto ¢ multiplo di 3 se tra 1 4 numeri ¢’¢ almeno un 3 o un 6,
pertanto la probabilita richiesta e pari al complemento a 1 della
probabilita che tra i 4 numeri estratti non ci sia ne il 3 ne il 6 ovvero che

per ognuno dei 4 dadi, tra i 6 risultati possibili, non siano estratti ne il 3
ne il 6:

p

4

4 2\* 16 65

r=1-(5) =1-(3) =1-5=m
La probabilita che il massimo numero sia 4 € pari alla somma delle
seguenti probabilita componenti:
o Escono tutti 4
o Escono tre 4 e un numero minore di 4 (ovvero 1, 2 0 3)
o Escono due 4 e due numeri minori di 4 (ovvero 1, 2 0 3)
o Esce un 4 e tre numeri minori di 4 (ovvero 1, 2 0 3)

pertanto



=06 <06 @O O+ OEE -

Quesito 6

Nell’intervallo [0 ms,3 ms] si ha una variazione di campo magnetico
pari a AB = (—0.20 — 0.00)mT = —0.20mT cui corrisponde una
variazione pari a A®(B)=AB-A = (—0.20-1073)-(30-107%) =
—6.0- 107 "Wbh.

Dalla legge di Faraday-Neumann si deduce che:

A®(B)
em =T A
. 1A9(B) 1 —6.0-107\ _ oo,
- = —_—— = — == . *
"TTR At 40-1073\ 3.0-10°3

Nell’intervallo [3 ms,5 ms] si ha una variazione di campo magnetico
pari a AB = (0.20 + 0.20)mT = 0.40mT cui corrisponde una
variazione pari a A®(B)=AB-A=(040-1073)-(30-107%) =
12.0- 10~ 7Wb.

Dalla legge di Faraday-Neumann si deduce che:

A®(B)
fem = — At -
i _1A9(B) 1 (12.0 : 10-7> — _150-10-24
R At 4.0-103\ 2.0- 1073 '

Nell’intervallo [5 ms, 10 ms] si ha una variazione di campo magnetico
pari a AB = (0.0 —0.20)mT = —0.20mT cui corrisponde una
variazione pari a A®(B)=AB-A = (-0.20-1073)-(30-107%) =
—6.0-10""Wbh.

Dalla legge di Faraday-Neumann si deduce che:



A®(B)

em = T Ay T
i _1a9(B) 1 (—6.0 : 10-7) —20-10-24
R At 4,0-1073\ 5.0-10°3
Quesito 7
La velocita media nel sistema di riferimento del laboratorio e
Ax 0.25

m 5
— - . 8_:
AL 2109 k1o =oc

La velocita media vista dalla navicella, applicando le equazioni di Einstein,
e pari a:

Um

5 4
/_vm_v_ﬁc_gc—_é ~ _ . 8T
vm—l_vmv— 1= 400_ 1.7-10 .

c? 1-3

Il coefficiente di dilatazione nel passaggio da S ad S’ ¢ pari a:

ENECENECEE

pertanto applicando le trasformazioni di Lorentz si ottiene:

(., 57 4 ]
x, ==025—-=c-2.0-10"°
{Xé=]/(x2—l7t2) 3_‘ 5 4 b
, VXoy —)< Zc-0.25 -
b=y(6-22)", s[ ke
t, = — .0 - N —
c ;=5[2.0-10 -
L L
{x§=—0.38m
ﬁ
th=22-10"%

Quindi la distanza ed il tempo misurati in S’ sono pari rispettivamente a
|x5| = 0.38m

ty =2.2-107% = 2.2ns
Quesito 8



Il vettore velocita del protone € la somma di una componente perpendicolare
al campo magnetico e di una componente parallela al campo magnetico.

Per la legge di Lorentz si ha:
F=ebxB
il cui modulo
F =e(vsin@)B =ev,B

Applicando la seconda legge di Newton e ricordando I’accelerazione
centripeta si ricava:

2
vy
F=mya=m, -
Eguagliando le due formule si deduce:
5 v reB
ev,B=m,—->v, =—
+ P r tom,

Il periodo della componente circolare perpendicolare al campo magnetico e

2mr  2mm,,
T = =
v, eB

La componente rettilinea uniforme parallela al campo magnetico é tale per
cui

Ax _ AxeB
T anp

vy =vcosb =

La velocita del protone é quindi pari a:

1.602 - 10719 - (1.0 - 1073 38.1 - 10-2\2
. ) (_ ). (10.5 - 10-2)2 + -
1.673 - 10727 o

m
=1.16-10*—
S



Ora dalle formule delle componenti perpendicolari e parallele della velocita
del protone si ricava:

reB
vy _oomy 21T
) =tand = AxeB = Ax -
27rmp
27T 2 - 0.105
0=t ‘1(—>=t ‘1( >=t ~1(1.73) = 60°
CoERl ) T 0.381 an™(1.73)



