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Sommario: In questo lavoro viene preso in esame lo studio delle seguenti Funzioni:

(e + D)7 (e =Dt + D)5t =) (et +u)”
Abstract: In this work we examine the study of the Functions:

(e +D75(e* =Dt + DT s(ef =) (et +u)

A.1.01 Prendiamo in esame la Funzione:
F(z) =(e* +1)"
Sviluppando in serie la (A.1.01), abbiamo:

F(Z) =(ez +1)—1 — e—z z(_l)kezk — Z(—l)ke_z(l+k)

k=0 k=0
La (A.1.02) e definita nel semipiano complesso R,z >0 ad eccezione

dei puntiin cui ¢* = -1
Derivando la (A.1.02), n volte, rispetto a z, otteniamo:

F(n)(z) — Z(_l)k(_l_k)ne—z(Hk) — (_l)nz(_l)k(1+k)ne—z(l+k)

k=0 k=0

Lo sviluppo della Funzione ((e* +1)")"™ puo essere espresso nella forma:

FP@=(e +D™)"™ =3 A (em +1)
k=0

(A.1.01)

(A.1.02)

(A.1.03)

(A.1.04)



Le costanti A, rappresentano i coefficienti del polinomio indicato nell’'ultimo membro
a destra della (A.1.04); detti coefficienti dipendono da n e k, per cui abbiamo ritenuto

opportuno indicarli, usando una forma pit espressiva, con C, (n,k)

Pertanto la (A.1.04) diventa:

F”@=(e +D™)™ =Y ¢ (mk)e* +1)" (A.1.05)

k=0

Dal confronto tra la (A.1.03) e la (A.1.05), ricaviamo:

D" (=D A+k)"e P j:cl (n,k)(e* +1)"* (A.1.06)

k=0 k=0
Abbiamo ritenuto utile calcolare i coefficienti C,(n,k) , per n=0,1,2,3,4,5,6, ottenendo

Il seguente triangolo (T1):

n=0, 1

n=1, -1 1

n=2, 1 -3 2

n=3, -1 7 -12 6 (T1)
n=4, 1 -15 50 -60 24

n=5, -1 31 -180 390  -360 120

n=6, 1 -63 602 -2100 3360  -2520 720

A.2.01. Considerazioni ed osservazioni sul triangolo (T1)
Dall’esame del triangolo (T1), osserviamo che:

a) la somma dei valori indicati in ciascuna riga orizzontale, per nda 1 a 6, € uguale a zero;
b) C,(n,n) =nl, come risulta osservando i valori indicati sul lato destro del triangolo (T1),
perndata 6;
c) C,(n])= (=D""(2" =1) , come risulta osservando i valori indicati sulla prima riga
parallela al lato sinistro del triangolo (T1); C,(n,0) = (-1)" ;
d) i valori indicati sulla prima riga parallela al lato destro del triangolo (T1), sono dati da:
C(n,n=1)=n+1)C,(n-1,n-2)=(n+DnC,(n-2,n-3);
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applicando detta osservazione a tutti i valori precedenti fino a C,(2,1)

otteniamo la relazione:

C(n,n=1)=m+Dnn-1..C,21)=n+Dnn-1)..(-3)=—

Nello svolgimento dei calcoli, abbiamo individuato due tipi di sviluppi in serie:

il primo € quello indicato dalla (A.1.02) che definiamo di tipo (a), I'altro, di tipo (b),

N . . e kz
e quello che conduce ad una serie i cui termini presentano un fattore € ', con k>0

A.2.02 Considerazioni sullo sviluppo in serie di tipo (a) della Funzione (¢* +1)™"

Ponendo, nel membro a sinistra della (A.1.06), z = 0, troviamo:

D" Y D A+ = (D)"Y (=D K

k=0 k=1

S Dk =20 =Y k=" =Y (20" + > (2k)" _

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
1 .
:2n+lzkn_zkn :(2n+ _1)an ;
k=1 k=1 k=1

Quindi, per la (A.1.06), abbiamo:
(_1)n—lz(_1)kkn — (_1)11—1 (2n+1 _1)2](71 — i Cl (n,k)2_l_k
k>1 k=1 k=0
Consideriamo il caso di n dispari.

Sostituendo, quindi, 2n-1 ad n, nella (A.2.02), abbiamo:

2n—1
(22" _1)Zk2n_l = ZCI (2n—1,k)2_1_k ’ n=1 :2:3a"'
k=0

k=1

Ricordando che la serie, che figura nel primo membro della relazione precedente,

viene rappresentata da:

B
Ykt =Z(1-2n)= —%

k=1

b}

B
2n 2n—1 __ 2n 2n
otteniamo: Q" =Dk =- @27 -1

k=1
Tenendo presente la (A.2.03), abbiamo:
2n-1

-B
(2211 _1)_2" — (22n _ 1)2 k2n—1 — Z Cl (2]’1 _ Lk)z—l—k
2n ~

k=1
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(A.2.02)

(A.2.03)

(A.2.04)

(A.2.05)



essendo B, il numero di Bernoulli d’indice 2n, e Z(s) la funzione Zeta di Riemann.

Osserviano che non sempre la serie zkzn_l & rappresentata da Z(1-2n),
k=1

come vedremo in seguito.

Possiamo verificare la (A.2.05) ponendo 2n = 6, ricordando che By ZE

e utilizzando i coefficienti del triangolo (T1); cosi operando abbiamo:

- 63%% =-2"+31(2) -180(2)* +390(2)™* —360(2) +120(2)° = —i

Per n pari, sostituendo 2n ad n, dalla (A.2.02) ricaviamo:

2n
=D =Dk = 2n k)27
k=0

k=0

Ricordando che Zkz” = Z(-2n) =0, dalla precedente relazione ricaviamo:
k=1

2n
D C,(2n,k)27"* =0

k=0
Ponendo 2n = 6, utilizzando i coefficienti del triangolo (T1) e applicando la (A.2.07),
possiamo facilmente verificare che:

27" —63(2)7 +602(2)7 —2100(2) " +3360(2)° —2520(2)° +720(2)7 =0

Ponendo, nella (A.1.06), ; =iz (i :\/__1) , troviamo:
DS ED A+ D = )Y R = (1) e,
k=0 k=1

in quanto 7 41 =0, relazione che rappresenta la famosissima formula di Eulero.

n
Osserviamo che in questo caso la serie ;k

(A.2.06)

(A.2.07)

non é piu rappresentata dal valore finito fornito da Z(-n), ma la serie in parola assume

il suo valore naturale, cioé infinito.



Moltiplicando per (¢° +1)"*' ambo i membri della (A.1.06), otteniamo:
D"+ (=D A+k) e =3 C (n k) + D"
k=0 k=0

Passando al limite per z = i7 | troviamo:

lim
I +D"™Y DA+ k)" e =C (n,n) = n!
aara 20

Il limite, per z — iz , della serie ) (=1)* (1+k)"e~*"*" non pud avere un valore finito;
k=0

se cosi fosse, il limite indicato nel membro a sinistra della (A.2.08) sarebbe uguale a zero,

ma sappiamo che esso presenta un valore finito; quindi:
lim

YD AR e = Y =D) A+R) (D) ==Yk =,

b R e k=0 k=1

cioé D k" =00

k>1

La (A.2.08) rappresenta un limite notevole.

Integrando, tra i limiti O ed infinito, i due membri della (A.1.02), otteniamo:

J.: (" +)dz= Z(—l)kj:e_“”k)dz = z—(_l)

, ma:
>0 o L+k

¢ —dz=(e" =1t)= 1izan
+e” 014z ’

[t

(=D*
, — ——=1In2
Abbiamo, quindi: ; 1+k

formula ben nota

A.2.03 Considerazioni sullo sviluppo di tipo (b) della Funzione (¢* +1)'

Riprendendo la (A.1.01), e sviluppando la F(z) in modo diverso dalla (A.1.02), otteniamo:

-1
Wb@ﬂ®*=2[ t= S Dt

k=0 k k=0
La serie indicata nell’'ultimo membro della (A.2.09) € definita nel semipiano complesso

R,z <0 , ad eccezione dei punti nei quali ¢ = -1

(A.2.08)

(A.2.09)



Passando al limite per ; — —oo , la serie Z(—l)"e”‘ tende a zero per k>0;
k>0

maper k—0 7 — —oo ,abbiamo ¢ — 1 , quindi

lim Z(—l)ked‘ 1

7=~
Derivando la (A.2.09), n volte, rispetto a z, ricaviamo:

(e +D)™H" =D (=D k"e™ =D (=) k"e™

k=0 k=1

Tenendo presente la (A.1.05), otteniamo:

D (=D ke™ = icl (n,k)(e* +1)~"* (A.2.10)

k=1

Per,z — — , dalla (A.2.10) troviamo che il primo membro & uguale a zero, e quindi:

icl(n,k)zo (A.2.11)

Rimane cosi confermata I'osservazione indicata nella lettera a) di cui al punto A.2.01

Ponendo, nella (A.2.10), Z=I7Z , troviamo:

D k" =oo (A.2.12)

k=1

Anche in questo caso la serie a sinistra della (A.2.12) riprende il suo valore naturale.

Pertanto la serie an a volte é rappresentata da un valore finito ed altre volte
k=1

assume un valore infinito.

n
Sarebbe, quindi, interessante conoscere, a priori, quando la serie Zk assume un valore finito,
k=1

e quando assume il valore infinito.
Moltiplicando, ambo i membri della (A.2.10), per (e* +1)"*" , e passando al limite
per z; —irx troviamo:

hm. (e +DH)"" Z(—l)kk"eZk =C,(n,n)=n! (A.2.13)
I k=1

La (A.2.13) rappresenta un altro limite notevole.



A.3.01 -Calcolo dei coefficienti C,(n,k)

1-1 Yicaviamo:

Ponendo, nella (A.1.06), ¢ +1=¢" ,Ci0& pz =—_°
t )

D" ED AR T A=-07Y Ckr ga o

k=0 k=0

D" S D A+HR) " A=07"F = 3¢ k) (A3.01)

k=0

Derivando, la (A.3.01), m volte, (m < n) , rispetto a t, e ponendo dopo t = 0, otteniamo:

k=0

D" Z( DF(1+k)" Z[ J(; )P (=)~ ) omp) _ZC (n. )™

Ricordando che (%) , nel punto t=0, & diverso da zero solamente quando p = k, ricaviamo:

F(m k+1+k)
! = ! A.3.02
(=" ;( D (1+k)" ( Jk T+ D) = C,(n,m)m! ( )
da cui C,(n,m)=(=1)" i(’:}(—l)k (1+k)" (A.3.03)
k=0

. n n n k n
Per m =n, troviamo:  C,(m,n)=(-1)"Y L [ED A+l =n!
k=0

cioe: i[g(—l)k(lﬂc)” = (=1)"n! (A.3.04)
k=0
nn71 n_l k n
Perm =n -1, abbiamo: C,(n,n—1) = (=1) Z L =D*(1+k) (A.3.05)

Tenendo presente quanto indicato nella lettera d) delle osservazioni (punto A.2.01),
che si concretizza nella relazione (A.2.01), ricaviamo la seguente interessante formula:

(n+1)!
2

C,(nn—1)= (—1)”’12_1:[2_1J(—1)"(1+k)” —_ (A.3.06)
k=0
Per m =0, C,(n,0)=(-D"

|
Per m = 1, abbiamo: C,(n,1) = (-D"Z(kj(—l)k A+k)"=(=D"A-2")=(=D)""' (2" -1



valore identico a quello indicato nella lettera c) delle osservazioni.

Perm > n, otteniamo: Z[Zj(—l)" (1+k)" =0 (A.3.07)

k=0
Nel calcolo della Funzione ((1—¢)"""*)"* abbiamo applicata la formula

I'(p+s)

((1=1)")? :W(l_t)—ﬁ) , essendo F(Z)=J:°[Z’le’d[ ,Rz>0

la quale rappresenta la Funzione di Eulero di seconda specie.

Tenendo presente la (A.2.05) e la (A.3.03), otteniamo:

2n 2n—1 i n 2n—1 ; k k ) -
= 27 C @=Lk =—— > 27> (=D A+ )) (A.3.08)
27 -1i% 27 -1 S\UJ

Pern=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, troviamo che

1 1 5 691 7 3617 43867 174611

B2n:l’ i’
6 30 42

b

30°66° 2730°6° 510 798 330

Utilizzando la (A.3.03), dalla (A.1.05) ricaviamo:

(€ +D™)" = (1" e +1)”i<—1>f[';)<1 +)" (A.3.09)

J=0

Le formule (A.3.04), (A.3.05), (A.3.06), (A.3.07), (A.3.08), (A.3.09), sono state verificate

con apposito programma.

A.4.01 Ulteriori considerazioni ed osservazioni sulla Funzione (¢° +1)™'

E’ noto che:

et +1 - et —1 eZz -1 (A401)
Applicando la nota relazione:

! =—l+l+2jw%z (A.4.02)
e’ —1 2 z |

1 N 2J-oo Sin(zt)— 2Szn(22t)dt

troviamo: =
e*+1 2

(A.4.03)

2
0 e -1

Passando al limite per ; — () , ovviamente abbiamo:



dt =0

lim Jm Sin(zt) —2Sin(2zt)
z—07% e’

Dalla (A.4.03), passando al limite per ; s — , troviamo:

lim r Sin(zt) —2Sin(2zt) g = 1 (A.4.04)
7 —> —00 e’ —1 4
Dalla (A.4.03), passando al limite per 7 — « , abbiamo:
7 —> 000 e’ —1 4
Derivando la (A.4.03), 2n volte, (n intero positivo), rispetto a z, ricaviamo:
2n . 2n . _22n+l . 2
(" + D)™ = ¥ C@nkyes + 1 =21 (Sin(z) 1 SInEE0) iy (A.4.05)
k=0 e -
Dalla (A.4.05), passando al limite per 7 — (), troviamo:
2n lm - 2n . _"2ntl g
S ¢ @n kR =21 [ r Sin(ar) ~ 2 Sin(220)) 4,
k=0 z— 0% e —1
Tenendo presente la (A.2.07), otteniamo:
l'm - 2n . _ 2n+l o
1 j 7" (Sin(zt) : 2 Sm(ZZt))dt ~0
z—0% e —1
Dalla (A.4.05), passando al limite per 2 =—°° , abbiamo:
2n lim - 2n . _ 22n+l . 2
ZC1 2n.k) = 2(=1)" _[ t”" (Sin(zt) — Sin( Zt))dt
k=0 Z —> —oo%0 e’ —1
Tenendo presente la (A.2.11), ricaviamo:
l'm - 2n . _ 2n+l o
1 j 7" (Sin(zt) : 2 Sm(ZZt))dt -0 (A.4.06)
7 —> =00 e -1
Derivando la (A.4.03), 2n-1 volte, (n intero > 0), rispetto a z, otteniamo:
2n—1 - 2n—1 _ 2n
> C@n=Li)er +D)™ =21 [ ! (Cos(ﬂzm 21 Cos220) ,, (A.4.07)
k=0 e -

Dalla (A.4.07), passando al limite, per < _>0, troviamo:

D N e L e C L)
= ’ z—>0% e —1

Tenendo presente la (A.2.05), otteniamo:



lim 2" (Cos(zt) — 2% Cos(2zt))

2m

z— 0% e’ —1

B
dt = ()" -1~
4n

Dalla (A.4.07), passando al limite, per ¢ ~>°, troviamo:

Scon-tp=acyn M Costan 227 Cos@an),,
k=0 : ’ 7 —> —000 e’ -1

Tenendo presente la (A.2.11), abbiamo

lim r 1" (Cos(zt) 2" COS(sz))dt _

2
0 e’” —1

0
7 — —oo

B.1.01 Prendiamo ora in esame la Funzione (¢°—1)"

Eseguendo lo sviluppo in serie di tipo (a) della Funzione (e —1)"" , otteniamo:

(ez _1)21 — Ze—z(1+k)

k=0

La (B.1.01) & definita nel semipiano Re(z) >0 ad eccezione dei punti nei quali ¢* =1

Derivando la (B.1.01), n volte, rispetto a z, troviamo:

(" =D =(=D"D A+k)" e = (=" D k"e ™ = Zn:c_l (n,k)(e* =17

k=0 k=1
Abbiamo ritenuto utile calcolare i coefficienti C_, (n,k) pern =0,1,2,3,4,5,6, ottenendo

Il seguente triangolo (T2):

n=0, 1

n=1, -1 -1

n=2, 1 3 2

n=3, -1 -7 12 -6 (T2)
n=4, 1 15 50 60 24

n=>5, -1 -31 -180 -390  -360 -120

n=6, 1 63 602 2100 3360 2520 720

Moltiplicando, ambo i membri della (B.1.01), per ¢ 7~ -1,

ed integrando, rispetto a z, tra i limiti 0 ed infinito, ricaviamo:
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(A.4.09)

(B.1.01)
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J-me‘pz_1dzzzr(6—z<1+p+k>_e—z<1+k))dzzz( 1 1 )
0 e -1 =70 S iprk 1+k
e 7t —1] w e HP) _ ot . ]
J-o eZ_le_J-O ?dz=(e —t)—J-OTdZ‘——lP(p-i-l)—C
i 2 L] ) =¥(p+Dh+C
da cut: S0k deprk 7 (B.1.03)

I'(p+1)
I'(p+1)

essendo ¥(p+1)= , € C e lacostante di Mascheroni-Eulero.

Dalla (B.1.03), per p = 0, abbiamo: Y1) =-C

Sussistono le seguenti relazioni:

1
Y'(p+D)=¥'(p)+
(p+1) (p) L
‘P'(p+l)=Z;
S+ p+k)?
oo 1 n
C=—[e*Inzdz, c= "™ (Y1 inn) - 0577215649
0 n — oo k:lk
1 o 7 dz lim 1
C=_+2 ) C: Z S)—
2 I01+z2 ™ -1 s—)l( (s) s—l)

B.2.01- Considerazioni ed osservazioni sul triangolo (T2)
Dall’esame del triangolo (T2), osserviamo che:

a) la somma dei valori delle righe orizzontali, per n da 1 a 6, non & uguale a zero;
per n pari, i valori C_(n,k) sono tutti positivi, mentre per n dispari essi risultano
tutti negativi;

b) C_ (n,n)=(-1)"n!, come risulta osservando i valori indicati sul lato
destro del triangolo (T2), perndaia 6;

c) C, (nl)=(-1)"(2" —1) , come risulta osservando i valori indicati sulla prima riga parallela

al lato sinistro del triangolo (T2); C_,(n,0) = (-1)"

d) ivalori indicati sulla prima riga parallela al lato destro del triangolo (T2),

sono dati da:
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C,(nn-1)=—(n+1)C_ (n-Ln-2)=m+)nC, (n-2,n-3).
partendo dal valore C,(2,1) =3 , otteniamo la relazione:

(n+1)!
2

C_(n,n=1)=3(=4H(5)(=6)..(=D"(n+ 1) = (=D"

L’ultimo membro della (B.2.00) deriva dall’osservazione dei valori della prima

riga parallela al lato destro del triangolo (T2).

B.2.02) Considerazione sullo sviluppo di tipo (a) della Funzione (¢ —1)™

Riprendiamo la (B.1.02)

(" =D™) " =)' YA+ k) e =3 (ke —1)
0

k=0

Ponendo, Z =I7 _troviamo:

D" Y A+k)" D" =(=D" Y (D k" = ic_l<n,k)(—2)‘l‘k

k>0 k>1
Dalla (A.2.02) rileviamo che:

Z(_l)kkn — (2n+1 _l)zkn

k=1 k=1
. B
da cui: Z (_l)kan—l — (22}1 _ l)szn—l — _(22}1 _ I)A
k21 k21 2n

Quingic D YD =DM =D R =Y 0 (k-2

k=1 k=1 0

Sostituendo, nella (B.2.03), 2n-1 ad n, e tenendo presente la (B.2.02), abbiamo:

2n-1

— z (_l)kan—l _ _(22n _1)Zk2n—1 _ (22n _1)% _ ZC-1(2” —1,k)(—2)+]‘
0

k=1 k=1

Possiamo verificare la formula precedente ponendo, ad es., 2n = 6, utilizzando i valori

1
Indicati nel triangolo (T2); ricordando che B; :E abbiamo:

= (=1)(=2)" +(=31)(=2) 7 + (=180)(=2) > +(=390)(=2) * + (=360)(=2) > +(=120)(-2) ° = L
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Per n pari, sostituendo 2n ad n nella (B.2.03), troviamo:

DDk =@ DY k= zz C_,(2n,k)(-2)"" =0
0

k=1 k=1

essendo z(_l)ka" =2*"" -1DZ(=2n)=0

k=1

Ponendo, nella (B.2.05), 2n = 6, possiamo facilmente verificare che:

(=2)" +63(=2)7 +602(=2) +2100(=2) " +3360(-2) " +2520(-2)° +720(-2) 7 =0

Ponendo, nella (B.1.02), z = 0, troviamo:

(D" A+K)" = (=1)" 3 k" = (=1)"e , ciog: } k" =0

k=0 k=1 k=1

Osserviamo che anche in questo caso la serie Zk” non é piu rappresentata
k=1

dal valore fornito da Z(-n), ma essa assume il suo valore naturale, cioé infinito.

Moltiplicando, ambo i membri della (B.1.02), per (e* —1)""', e passando al limite per

2 =0 troviamo:

I B
] ino(ez )Y L (ke =D = C L (nn) = (<1)" !
k=0

Quindi: lim (ez _1)n+lzkn€—zk —n

z—0 k=1

lim
L —zk N .. N o
Il limite z OZk ¢ non pud assumere un valore finito; se cosi fosse, il limite
k=1

a sinistra della (B.2.06) sarebbe uguale a zero, ma sappiamo che esso presenta

ke F =eo gigg D k" =eo

U k=1

lim
un valore finito, e quindi deve essere

Osserviamo che anche in questo caso Zk” =0
k=1

La (B.2.06’) rappresenta un altro limite notevole.

B.2.03 Considerazioni sullo sviluppo di tipo (b) della Funzione (¢ —1)'

Sviluppando la Funzione (e —1)"' in modo diverso dalla (B.1.01), abbiamo:

13
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-1
(-7 = ‘z[k j(—l)kekz == " (B.2.07)

k=0 k=0

La serie a destra della (B.2.07) e definita nel semipiano complesso R,z <0

bl

ad eccezione dei punti nei quali ¢* =1

Passando al limite per ; — — , la serie Ze"z , per k > 0, tende a zero,
k=0

maper k -0 z — oo e *” =1 ;quindi

lim }
et =1
7 —> —% >0
, lim lim
D’altra parte: e = 1 =1
> =% 7—> —o]—¢f

Derivando la (B.2.07), n volte, rispetto a z, ricaviamo:

(" =D == k"e* == k"e*

k=0 k=1

Tenendo presente la (B.1.02), troviamo:

(ef =DM == k"e" =Z": C_ (nk)e -1

k=1 (B.2.08)
Passando al limite per £ = = | ricaviamo:
> C k=D =0 (B.2.09)
0
Possiamo verificare la (B.2.09) tenendo presente il triangolo (T2);
ponendo, ad es., n = 6, troviamo:
—14+63(=1)7* +602(=1) 7 +2100(=1)~* +3360(=1) +2520(-1) " + 720(-1)7" =0
Ponendo, nella (B.2.08), , — ;; , ricaviamo:
=S k(=D =D k)(=2) (B.2.10)
k=1 0
Ricordando che: Zk" -k =™ _1)Zk" , troviamo:
k=1 k=1
S kD = DYk =Y (k) (=2) (B.2.11)
k=1 k>1 0

Sostituendo, nella (B.2.11), 2n-1 ad n, troviamo:
14



2n-1

- =D k=D CL@2n-1k)(=2) " (B.2.12)

k=1 k=0
Ricordando che: Q™ =Y k' = —%(22" —1) otteniamo:
k21 n
B 2n—1
—QY =DY kM =@ -2 =) C,@2n-Lk)(-2)"* (B.2.13)
k>1 2n 0
Possiamo verificare la (B.2.13) ponendo, ad es., 2n=6;
con i valori del triangolo (T2), abbiamo:
11 -1 ) -3 -4 -5 -6 1
6356 =—1(-2)" =31(-2)"" —-180(-2)" —390(-2)"" =360(-2)" —120(-2) " = "

B.3.01 Calcolo dei coefficienti C_i (7.k)

z - . 1+t
Ponendo, nella (B.1.02), ¢ —1=1z 1, dacui € :T , ricaviamo:

DY A+ ) (o =3¢,k
0

t
=0 1+1
da cui: D" A+k)" A+ =D C(n kot
k=0 0
Derivando, m volte, m <n , rispetto a t, e ponendo dopo t = 0, abbiamo:

)"y 1+ k)"Z(Tj(r")““«l £ =3 C k)™
0

k>0 j=0

Sviluppando, otteniamo:

"S> A+ k)”(mjk!r(m R e (numymd

k T(+k)
Ciog: (—1)"*'"i<1+k>"[fj<—1)k =C_,(n,m) (B.3.01)

Confrontando la (B.3.01) con la (A.3.00), troviamo:
C_(n,m)=(=1)"C,(n,m) (B.3.02)

Per, m = n, ricaviamo:

n

Z(Zj(—l)k (A+Kk)" =C_ (n,n) = (=1)" !

k=0

15



Ritroviamo cosi la (A.3.04);

per, m = n -1, tenendo presente la (B.2.00), troviamo:

n-1

=D"

n—1 ok . oy (n+D)!
(k J( D*A+k)' =C_(n,n 1)——2

k=0
Ritroviamo cosi la (A.3.06).

Dalla (B.2.13) ricaviamo:

2n-1
223 ZC (2n-1k)(=2)"*

2n

Tenendo presente la (B.3.01), otteniamo:

2n—1

— zkk 1 12n1
B,, 2% =3 Z( j( ) (j+1)

Jj=0

Ritroviamo cosi la (A.3.08).

B.4.01 -Ulteriori considerazioni ed osservazioni sulla Funzione (¢ —1)™

Riprendiamo la relazione (A.4.01)

e’ —1 2z

1 I 1 2J‘wSln(Zt)dt (B.4.01)

2
|

La relazione (B.4.01) & dovuta a Legendre (ved. [5], pag. 71 ).

Adrien-Marie Legendre, matematico francese, (Parigi 18.09.1752 - Parigi 10.01.1813).

eizt
E’ abbastanza facile ricavare la (B.4.01), applicando all'integrale .[ o2 _1‘”

il secondo teorema integrale di Cauchy lungo una curva chiusa c, costituita da una

semicirconferenza, di raggio R, posta nel semipiano y >0 , con centro nell'origine

degli assi cartesiani, noncheé da una semicirconferenza di raggio €, (Fig.1),

e facendo tendere R —c0,€ -0

16



C
Rt e R Fig. 1
Cosi operando, otteniamo:
izt 007" j gp'? 7R Rio'? lim —ik
IR e dt ff e iz dqo A ¢’ Rie W _om ™ SR (B.4.02)
R e 1 T 27ee! 27IRC _1 t — lk k>1 e _1

Passando al limite, per R —s o il terzo integrale della (B.4.02)

si annulla, mentre per € =0 il secondo integrale della (B.4.02) & uguale a -i/2,

per cui abbiamo:

r e“dr - e"dt [ e M dt r e dt r e edt r e dt _J-w e (@™ —1+1dt _

2 2 ,[ )
el G B U I |

0 e 1 o 7] 0 e 1 Y ™ —1

Y 0 Sll’l(Zl)dt izt
= ZZL W_J.O e dt
Per z reale, abbiamo: jwe‘iz’dt :lre‘”du _—

0 | i

lim t—ik . k e’ 1
27 —e™ =2 —e k= Z=' -=i
t%ik;ezm—l ; ; e’ —1

Pertanto, in definitiva, otteniamo:

Cioé:

21,J~°° Sin(zt)dt LB

-1 z 2 € -1

Sin(zt)dt 11
o S

e 1z 2 -1

Derivando, la (B.4.01), 2n volte, rispetto a z, otteniamo:

((e*

@n _ “1-2n 1" Sin(zt) & :_1*  da cui:
“D = @t (2 =3 O 2n ket =) daou
k=0

- 2n Q- 2n
o[l f;”(zlt) E= (D) @ =) CL @ ket - =
e

k=0

17



2n k k )
=D (DD (e DT (—D"ZO(H NG (B.4.03)
k=0 Jj=0

Derivando, invece, la (B.4.01), 2n-1 volte, n > 0, rispetto a z, otteniamo:

2n-1 2n-1
((e" =D = —@n-1)1z™" +(-1)""'2[ L rostad), Cos(lﬂ gt = Y C@n-1k)et 1)
k=0

2
e m

2n-1
da cui 2.[0 %; -

eZm _
2n-1 k (k 4 B.4.04
=" =Dl D" Yy e D (—l)kZ[ .j<—1)1(1+ Hr 5400
k=0 =0\ J
Esaminando la (B.4.04), osserviamo che, per ; _s « abbiamo:
lim J-wt2"Sin(Zt)dt o (B.4.05)
700l M ]
2n
Per ; 5 — , Sappiamo che: > C,2nk)(=)"" =0
k=0
come risulta dalla (B.2.09), per cui:
3 2n @
7——o0d0 e _]

Moltiplicando per z*"*! i primi due membri della (B.4.03), e ponendo dopo z=0, troviamo:

C_,(2n,2n) =(2n)!, cid anche in applicazione della (B.3.01).

Applicando il primo teorema integrale di Cauchy all'integrale Le_md” lungo una curva chiusa c,

costituita da un arco di circonferenza, di raggio R, posto nel quarto quadrante del piano complesso,

Fig.2

e da due lati del settore circolare (Fig.2), otteniamo:
18



0 R it 0 _iRe 1 ia: T2 g g
jRe du+J‘0 e ldt+j e Re lda+j0 e g'“ida=0
-

Per R > ,e -0 il 3°ed il 4°integrale della precedenre relazione sono uguali a zero.

o

Pertanto, abbiamo: _[0 e dz = —iL e”'di =—i da cui:
J:) Cos(z)dz — iJ:) Sin(z)dz =—i

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie, ricaviamo:

J:o Cos(z)dz =0 J:o Sin(z)dz =1 (B.4.07)

b

o lim
Sin(z)) = Sin(z) =0
0 7>

cioé:
oo lim
(—Cos(z)) =- Cos(z)+1=1
0 7 —> 00
lim
quindi: Cos(z)=0
z—> oo

Le formule precedenti discendono dall’applicazione del primo teorema integrale di Cauchy,

. , . .. lim . lim
ma possiamo asserire con certezza che i valori di Sin(z) edi Cos(2)
z—> z >
sono compresi tra -1 e +1.
Esaminando la (B.4.01), osserviamo che:
lim 1 1) 1
250 e -1 7. 2
mentre lim r Sin(zt)dt 1
r 3 eh g _| 4 (B.4.08)
Dalla (B.4.03) ricaviamo:
llm (ic (2}’[, k)(ez _1)—l—k _(zn)'z—l—Zn) — O
72203 R
I
cioe: (e =™ —2n)iz 7y =0 (B.4.09)
z—0

Ponendo, z =i7 nella (B.4.03, troviamo:
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ZiI:tefm—}l(?dt =(=D" KZ:C_l Qn, k) (=2)" — (=) "))

Uguagliando le parti immaginarie, ricaviamo:

J-w t*" Sh(zr) d

2m

1 -1-2
t=—0Qn)lx ™"
0 o 2( )

Ponendo s = i1 ,otteniamo:

r u”" Shu

0 eZu

dt = %(2;1)! (B.4.10)

Le relazioni (B.4.05), (B.4.09) e (B.4.10) sono state verificate con apposito programma

B.5.01 — Applicazioni

Cosideriamo la Funzione

Sinhz

Operando lo sviluppo di tipo (b), otteniamo:

‘1 :—2eZZeM‘ :—ZZe‘"‘(””‘) =—71 + 71 (B.5.01)
Sinhz =0 =0 ef—1 e*+1

Dervivando, n volte, rispetto a z, i membri della (B.5.01), troviamo:

= 2> (1+2k)" e > C(nk) (e =) + D C (nk)(e” + 1) (B.5.02)
=0 k=0

k=0 k

Ponendo, nella (B.5.02), 7 = — troviamo:

3 CL k=D 43 C k) =0

k=0

cioe: > CL kD =Y ¢ k) (B.5.03)

Dal confronto tra la (A.3.03) e la (B.3.01), ricaviamo:
C_ (n.k) = C,(n,k)(=D* (B.5.04)

Esaminando i triangoli (T1) e (T2), riscontriamo che la (B.5.04) risulta verificata.

Inoltre, abbiamo:
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n

('L)(n) _ (22L)(n) _ Zi(nj((ezz )R et = _2Z[HJ2k zez+2zh(h)k _
e —1 o\ k k

Sinhz =0 20

n k
=2e¢° Z(ZJz" D Ck, j)e** =)™, dacui:

k=0 j=0

h=0

~ 22[];}2]{ zeZZh (/’l)k _ zi(ZJzk ZC_I (k, j)(ezz - 1)_1—1'
— k=0 Jj=0

Per z =— k=0, h=0, il primo membro della precedente relazione risulta uguale a -2, e quindi:

i@z"Zc_l (k, (=D =1

k=0 =0

Per la (B.3.01), abbiamo:

X(ijki(—l)kzj“(—l)v[j j(1+v)k =1 (B.5.05)
=0 v=0 v

k=0

La (B.5.05) é stata verificata con apposito programma

C.1.01- Prendiamo ora in esame la Funzione (¢ +1)"

F(p,2) = (e*+1)" , (p>0). (C.1.01)

Eseguendo lo sviluppo di tipo (a) della (C.1.01), otteniamo:

- +k-1
F(p.2) = (e +1) " =e " (I+e*) 7" =" z[k p }k = Z(]’: J(—Dk e (C.1.02)
k>0 k>0

La serie a destra della (C.1.02) & definita nel semipiano R,z >0 , ad eccezione
dei punti periquali ¢ =-1

Derivando i membri della (C.1.02), n volte, rispetto a z, abbiamo:

-1 n
(e 17y :(—1)"2(11: ! j(—l)k<p+k>"e‘1“’*”=ch,p<n,k><e1+1>” (C.1.09)

k=0
Abbiamo posto: (¢ +1) )™ =Y C, , (n,k)(e* + 1)
k=0 ’

dove C,,(n,k) rappresentano i coefficienti del polinomio indicato a destra della (C.1.03);

e chiaro che detti coefficienti dipendono da n, k, p.

Ponendo, nella (C.1.03), z = 0, troviamo:
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k—1 n
(—D”ZUZJr J(—l)"(p+k)” =>C,,(nk)2"™* (C.1.04)

k=0
La serie indicata a sinistra della (C.1.04), chiaramente, € una serie divergente,

ma & rappresentata dal valore della sommatoria indicata a destra della (C.1.04).

z —_—

Ponendo, nella (C.1.03), ¢ = 1 troviamo che il membro a destra della (C.1.03)

assume il valore infinito.
Moltiplicando i membri della (C.1.03) per (¢* +1)"*” , e passando al limite per ; — iz ,

otteniamo:

I 1
) (eZ+1)"+PZ(£ Tk j(—l)"(p+k)"e-z<“k> =C,,(n.n) =

I =
= -p(-p-1)(-p-2)...(-p-N+1)(-1)*n = (_ P Jn!(—l)" :(p +”_1an (C.1.05)
n n ;
- +n—1
Abbiamo quindi: C,,(nn)= (n p}”(—l)" = (5 ! Jn! (C.1.06)

Inoltre, osserviamo che:
Li +k—1 +k—1
TSP ey ke = Y T T k) = (1) e
Z %lﬂ'kzo k k>0 k

C.2.01 Sviluppo di tipo (b) della Funzione F(z,p) = (e*+1)"” ,p>0

Eseguendo lo sviluppo di tipo (b) della Funzione F(z,p) = (e +1)"" , abbiamo:

_ k-1
Fizp) =(e*+1)7" = Z[k p}z" = ZU:JF J(—Dkekz (C.2.01)

k=0 k=0

La serie a destra della (C.2.01) é definita nel semipiano complesso R z <0 ,
ad eccezione dei punti periquali ¢* =-1

Derivando i membri della (C.2.01), n volte, rispetto a z, otteniamo:

k=0

+k-1 o
(e +1)7)" = Z(/IZ J<—1>"k”e”‘ =2.C, (b +n"" (C.2.02)

Ponendo, nella (C.2.02), z = 0, troviamo:
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+k—1 4
z[l’: J(—l)"k" = ;cl,,,m,k)z"’-k, (C.2.03)

k=0
La serie a sinistra della (C.2.03) & una serie chiaramente divergente,

ma & rappresentata dal valore finito della sommatoria indicata a destra della (C.2.03).

Ponendo, nella (C.2.02), ¢ =0 , cioé 7 = —c , abbiamo:

3¢, (k) =0 (C.2.04)

C.3.01 Calcolo dei coefficiento C, , (n,k)

e +1=t" Liog T L :
Ponendo, nella (C.1.03), cioé ¢ = ; ricaviamo:

1 n
=" Z( J(‘Dk(p”‘)"(fﬂ’”k =Y, (n k"™

k=0

k>0 k=0

-1
dacui (=)' Z( j<—1>k<p+k>"r"<1—r>‘”"‘: c,, kot (C.3.01)

Derivando, m volte, m < n, rispetto a t, la (C.3.01), e ponendo dopo t = 0, abbiamo:

k=0

( 1) Z[ j( 1) (p+k) Z[} J(t )(])((1 t) p— k)(m D — icl,p(n9k)(tk)(ln)

Ricordando che (t*)", nel punto t=0, & diverso da zero solamente quando j = k, otteniamo:

C, (n.m)= (—1)"("“r P 4}&('"}(—1)"( p+k)" (C.3.02)
m i\ k

Per m = n, abbiamo

C,,(nn) = (—D”(Zﬂ? _IJE[Z}—D"@%)" (C.3.03)

k=0

¢ ,n0)=>=p"

1 < n k
C,nD)=D)"p(p" =(p+D")=(-D" PZ[kjp

k=0

Dala (C.3.03), tenendo presente la (C.1.07), troviamo:
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e n+p-1\&(n ok . [n+tp-1 .
(-1 (n J;(J( D*(p+k) —(n Jn! , per cui:
Cl,,)(n,n)=["+p _1}1!
n

Pertanto, dalla (C.3.03) ricaviamo:

" v o+l = =1a (C.3.04)
k=0 k

E’ sorprendente osservare che la sommatoria indicata nel membro a sinistra

della (C.3.04) risulta indipendente da p.

La (C.3.04) ¢ stata verificata con un opportuno programma.

Integrando i membiri della (C.1.02), rispetto a z, tra i limiti 0 ed infinito, ricaviamo:

I:e_pz(l+e_z)_pdz=2[lf+k 1}( I)I e PO gz = Z(p—i_k IJ( D'

=) k>0 p+k
- p-l
[[ertreyra=( =n=[2
0 0O (1+1)"
p-1 _ —k
Ilt dt :Il(t+1 1)p dt —n 2+Z ( 1)k1 2"
A+ O t+1 t+1 =

k—1 —k
Pertanto: Z(,]:+ J( 22 =In2+ Z( J( Dkl 2 (C.3.05)

>0 ptk 1

Moltiplicando i membri della (C.1.02) per ¢ % , ed integrando, rispetto a z,

tra i limiti 0 ed infinito, troviamo:

o o +k—1 o +k—-1) (=D*
A LT

k>0 k=0 prq+k

. p+q-1
I e e (l+e ) dz=(e"=1t)= T ;

0 O (1+1)”

P de et =1 pPtq- (! ek

= + = —1 t+1 4 dt:
-[0(1+t)” -[0( t+1 ) (t+1) G+ ,;“ ( )-[0( )
pP+q- -2

_Z[ J( DF

k2l -q

Per g non intero, abbiamo:
24



Z(,erk_lJ—(_l)k =Z(f:+q J( 1)"1 o (C.3.06)

>0 ptqtk = —-q

Per q = n, intero positivo, troviamo:

z(}]:+k—1j (-1 :(pﬂ_l}(—l)”ln% 3 [5*”‘1J( pel=2" (C.3.07)

>0 p+tntk n k>Lk#n —-n

Per p-1=m, (intero positivo), abbiamo:

m+k) (=D (m+n) m+n)  1-2""*
Z(k J——[ j( D"In2+ Y [k j( 1) P (C.3.08)

>0 m+l+n+k n f>Lkn

C.4.01- Applicazioni

1

Consideriamo la Funzione (Cosh(z) ’

CA1) Casodip=1

k
1 Vg z

Per p= 1, abbiamo: COSh(Z) - ; k k! (0401)

dove E, sono iben noti numeri di Eulero, con E, =1,E, =0,E, =—1,LE, =0,E, =5 ,....
| numeri E_ si ottengono derivando, n volte, rispetto a z, i membri della (C.4.01),

e ponendo dopo z = 0. Abbiamo cioé:

1
Cosh(z)

( )(’l) :( 226 )(’1) — 22(61)(n—k)(621 +1)—1)(k)
e +1 =

Applicando la (C.1.03 ), e passando al limite per z tendente a 0, troviamo:

hm 1 (n) __ hm c n z\(n—k) 2z -1\(k) _ C n k : . —1-j
Z—)O(Cosh(z)) _zz eog(kj@) (em b7 _2; k 2 ;Cl(k”)(z)
Applicando la (A.3.03), abbiamo:
C,(k, j)=(=1) Z( j( D A+v)* (C.4.02)
Quindi:
g =ML ymo Z (-2) 22 ’Z( [/ (1+v)k (C.4.03)
" Z —0 COSh(Z) k=0 v=

E4n > O’ E4n+2 < O
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E =0 pern=0,1,2,...

2n+1

Si dimostra facilmente che ;Ezk =In2

Dalla (C.4.01), eseguendo lo sviluppo di tipo (a), e di tipo (b), rispettivamente, ricaviamo:

1 L+ "
=2) (-Df e :ZE,(?

Cosh(z) - k20 k>0
1 _ 22(_1)kez(1+2k) _N'E i
Cosh(z) = k>0 ! k!

Dalle due precedenti relazioni, derivando, n volte, rispetto a z, e ponendo dopo z = 0,
ricaviamo:

(=D"E

n

> DFA+2k)" =

K=>0

E
> (=DFA+2k)" ===
K0 2
Puo sembrare strano che i secondi membri delle due precedenti relazioni presentino

valori diversi, ma osserviamo chepern=0,1,2, ..., E, . =0 , e che per n pari detti

2n+1

membri presentano gli stessi valori; piu precisamente, abbiamo:

DD A+260 =0 (C.4.03a)

K=0

> =DFa+2k)™ =% (C.4.03b)

K>0

(Ved. [18], Pagg. 21-25)

Dalla (C.4.03a) ricaviamo:

2 @k =% (k=)™ =0 (C.4.03c)

k=0 k=1

Provvediano a dimostrare analiticamente la (C.4.03a)

Fin) = > (D" 1+20)*" =Y (-D* 26" " l}zk)j = Z(Z" . 1]2"2<—1>kk"

K>0 k>0 j=0 j=0 k>0

, . 1
Per j=0, abbiamo: - ==
> (=1 5

k=0
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2n+1 1 ) )
Quindi : F(n) = % + Z(ZIH_ jsz(—l)kkj
J

j=1 k=0

Per j pari, (j > 0), Z(—l)"k“ -0
k=0
w(2n+1) . ,
Pertanto = _+Z[ n j221—1z(_1)kk2/—1
k=0

Ricordando la (B.2.02), abbiamo:

=__”z+l 2n+1 22j—1(22j_1)&:()
2j—-1 2j
= 2n+1) . , B, .
Ovvero: Z( n JZZH(Z” -)—L=1 (C.4.03c))
j=1 2j-1 J

valida per n =0, e per qualsiasi valore di n intero positivo.
Resta quindi dimostrata la (C.4.03a)

La (C.4.03c’) pud essere espressa nella seguente forma:

v (2n-1\, . B,
Z( " Jzzf-l(zzf T (C.4.03d)
j=1 2j-1 J

valida per ogni n > 0, (n intero pos.)

Dalla (C.4.03b), otteniamo:

220, ‘
D EDEa+26)* = Z( 1) Z[ j(Zk)’ :Z( _nJZJZ(—l)"k’

K20 j=0 k>0

Pertanto dalla (C.4.03b) ricaviamo:

E,, =2) (-D*1+2k)* =1- Z( Jz“—l(z”—l)B—"’_" (C.4.03¢)

K20 J

La (C.4.03b), la (C.4.03d) e la (C.4.03e) sono state verificate con apposito programma.

CA2) Casop>0

Per p > 0, abbiamo:

k
r=NE, (C.4.04)
Cosh(z) = k!

E, , rappresentano i coefficienti dei termini dello sviluppo in serie del membro a sinistra
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della (C.4.04).

Perp=3,n=012,., E ,=1LE,, = —%,Eé‘,3 =%,E6,3 :—%,....
Perp=5n=012.. E  =1E, = —%,EM :g,Eﬁ,5 :—%,...

Perp = 1/5, E,,=LE,, :—%,E&p :;TS()’E6’” =—%,...
Perp = 1/8, E,,=LE,, :—%,E&p =%,E6,p :—3;23220,...
Perp=1/9 E,,=LE,, :_%’Ew :é,Ew :_175429760""

Derivando la (C.4.04), n volte, rispetto a z, ricaviamo:

Loy — 9052 (02 2 1y2y® — 20N T 07y 2y 08 (025 4 1y y ) C.4.05
((Cosh(z)) )" =(2e7) (e +1) )" =2 ;[J((e )P (e +1D)7) (C.4.05)

Per z = 0, troviamo:

lim 1 - nin) & ik
L ynymo oy SC,, (k, 272" =
((Cosh(z)) ) [ka l,p( .])

k=0 j=0

P2 50

n ko (g -1\ '
_ z["jp”"‘ (—2)"22‘/(’_ TP JZ(—D”[J J(p +v)* (C.4.06)
S\ i = U =0 v

Nello sviluppo delle due precedenti relazioni abbiamo applicato la (C.1.03) e la (C.4.02).

Osserviamo che perp>0,e n=0,1,2,3,..., E

2n+l,

, =0 abbiamo quindi:

e 2n+1 n+l— £ -7 ]+p—1 4 v ]
Espnp = Z[k jpz A CL YY) ,[ , JZ(—I) [ j(p+v)k =0 (C.4.06a)
k=0 j=0 J v=0 v

zn (2 ko (g 1\ i
E,, , = Z(knjpz"‘k (—2)"%;2"6_ i JZ;,(—D”G j(p+v)k (C.4.06b)

k=0
Operando lo sviluppo di tipo (a) del primo membro della (C.4.04), otteniamo:

1 » 2e » _ —P| ou p+k—1 k —z(p+2k)
— :2pe zp z :217 _1 e z(p
(Cosh(z)) (e_zZ +1) ;[k } Z k v

k=0

Derivando, n volte, rispetto a z, i membri della precedente relazione, e ponendo dopo, z = 0,

ricaviamo:
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E,, = fim ((;)”)(” :(—1)”2”2(’? +k_1}(—l)k(p+2k)” (C.4.07)

70 Cosh(z) >0
La serie indicata nell’ultimo membro della (C.4.07) & certamente divergente, ma

e rappresentata da (-1)"2°"E, ,

+k-1
Eypn, =—2" Z[,f J(—I)" (p+2k)*' =0 (C.4.07)

k=0

Operando, invece, lo sviluppo di tipo (b) del primo membro della (C.4.04), ricaviamo:

1 » 2e" 2 P p+k—1 K 2(p+2k)
- =27 e * =g D) e
oy ~ it =€ Z(k } Z[k D

k=0 k=0

Derivando, n volte, rispetto a z, i membri della precedente relazione, e ponendo dopo, z = 0,

ricaviamo:
lim 1 ptk—1 ¢
E =  yym = D (p +2k)" (C.4.08)
HO((Cosh(z)> ) Z(k (=D*(p+2k)

La serie indicata nel secondo membro della (C.4.08) & certamente divergente,

ma e rappresentata dal valore 27" E,

Le serie (C.4.07) e (C.4.08), per n dispari, sembra che presentino valori opposti, ma per n pari

, , . , . , , . E,. ., =0
presentano gli stessi valori, e per n dispari presentano ancora gli stessi valori in quanto —**»
+k—1
Per n = 0, dalla (C.4.08) abbiamo: 2”2(]1: J(—l)" =
k=0
+k—1
cioé: Z(p J(—l)" =277  formula ben nota.
k>0
Dall’'esame della (C.4.07) e della (C.4.08) troviamo che:
+k—1
Z p (_l)k (p + 2k)2n+l — O (C409)
k=0 k
+k—1
Z(/IZ j(—l)" (p+2k)" =27E,, (C.4.10)
k=0

Le relazioni (C.4.03), (C.4.06), e (C.4.6a) sono state verificate con un apposito programma.

Possiamo trasformare la (C.4.09); operando abbiamo:
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ptk-1 k 20+l _ 2n+l ptk-1 _ (A 2n+1 %h_
Z(k J(—l) (p+2k)> =p Z(k J( 1) Z(h J(p) =

k=0 k>0 h=0

_ 2n+12n+1(2n+1j “h ( Jk
P 2

Ora, Z( }( lim ((6 +1)” P)(h) zclp(h ])2 p=i

k=0 j=0

Applicando la (C.3.02), rivaviamo:

_ h A -1\ (]
Z(k g } =y (—N[fp jZ[j j<—1>V(p+v>h

In definitiva abbiamo:

k-1 i 2n+1 -
Z[}f"' J(_Dk (p+2k)2 = p2 z(hn jzh P Z(k p}(h _

k=0 h=0 k=0

_ p2n+12nz+l(in+lj2hp—h 22 p- J( 1) [‘] tp- lji[vj(_l)‘(p—f-v)h =0 (C41 1)

h=0 j=0 v=0

Riprendiamo la relazione:

+k—-1 ,

k=0 k=0

Ponendo, z = qy, nella precedente relazione, e moltiplicando ambo i membri della stessa relazione

per ¢’P7™) | otteniamo:

+k—1
2,,2[]1: J( 1)k 04200 ZEkp(q,);,) »(pa-D) (C.4.12)
k=0

Derivando, n volte rispetto a y, la (C.4.12), e ponendo dopo y=0, troviamo:

-1
27 (-1)" Z( J(—l)"<1+2qk)” =2Ek,,,q"@<pq—1>""‘

k>0 k>0

Sostituendo 2n ad n, e poi 2n+1 ad n, ricaviamo:

+k-—1 n 2n
Z(,f J(—l)" (1+2gk)™ = 2‘”ZE2k,pq2"[ZkJ<pq —1* (C.4.13)
k>0 k=0

+k—-1 1 2n+1
ZU: j(—l)k (1+2gk)*™" =277 E,, q* [2k j( pg -1+ (C.4.14)
k>0 k=0

Moltiplicando ambo i membri della (C.4.04) per ¢ ed integrando, rispetto a z,
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tra i limiti 0 e «, otteniamo:

rl

2
Pdy=(v:=u)=2"[_Y
)'dy=(y"=u) L(Hu)p

2y
1+y2

SE, =[G e tdi= e = = [

%0 I+e

p-1

- p—1
p-1 2(1 [) ) p-1 2k+l—p 1
_ _ _np-ly_ 2 AT p-1 k
=(l+u=1)=2""(-1) L " dt =2""(=1) z 2 |=D

k20( f k+1-p

) L—l p _1 2k+lfp _1 .
Cioe: ZEk,p =277 (=) 2 z 2 |=D* T ,(p non intero)
k>0 k20( f p

Per p = n, intero positivo, abbiamo:

l’l—l 2k+1—n_1 l’l—l

ZEk,n=2”‘l(—1)%( | 2 [-D'E——+] 2 [=D"'In2)

k20 k200n-1| k+1—n n_1

Per p = 1+2m, (m intero pos.), ricaviamo:
m (m 2k—2m _1
E — 22m _1 m—1 _1 k
Z ez = 27" (D) Z[k J( )

La (C.4.16’) é stata verificata con apposito programma

CA3) Esaminiamo ora la Funzione (i)P

e +1

k
Per p =1, abbiamo la Funzione  F(z) = 2 ZGk =
e’ +1 K20 k!

dove G, rappresentano i ben noti numeri di Genocchi,
essendo G, =0,G, =1,G, =-1,G, =0,G, =1,G, =0,G, =17,...

G2n+1 = 09 G4n > O’ G4n_2 < O,” = 1,2,3,...
7[2
G,, =2(1-2"")B,, ZGZk =1—? (ved. [18], pag. 26)

k=1

Derivando, n volte, rispetto a z, la (C.4.12), e ponendo dopo z = 0, otteniamo:

lim 2 lim & (n $ .
G = ™ —7 (e +D™H" Y =20) C(n-1,k)27"
: Ho(em) HO;@() ((e*+D™) Z ( )
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Applicando la (A.3.03), con n > 0, ricaviamo:

G, =n(-1)" Zz kZ( 1)’ ( j(1+])“ (C.4.18)

Sostituendo, 2n+1 ad n, abbiamo:

Gy =(2n+ l)i 27" i(—l)j (k_J(l +)" =0 (C.4.18)
k=0 j=0 J

La relazione (C.4.18’) é stata verificata con apposito programma.

Per p > 1, otteniamo:

k

)p_z z (C.4.19)

k.p
k>0 k!

Naturalmente i coefficienti G, , dipendonodak e p.

Derivando, n volte, rispetto a z, i membri della (C.4.19), e ponendo dopo z = 0,

ricaviamo:

lim Iim & (n
G = n _ PR (o7 £ 1)) E
%O« )) HO;@(U (e +D7")

Ricordando che, per z = 0, (z”)"™* & diverso da zero solamente quando p = n — Kk,

otteniamo:

n < NA—p , "
G,,= ZP(n_pJp!ZCLp(n—p,])Z P~ (p intero positivo,0 < p<n)

j=0

Applicando la (C.3.02), ricaviamo:

G, =" D™ i [ jZ( 1y’ ( j(p+v)" ’ (C.4.20)

(n—p)! j=0

La (C.4.18) e la (C.4.20) sono state verificate con apposito programma.

Inoltre:
G,,= fim (( ) )" = [ Jp Z( 1)’ [] P 1J(p+j)”"’, (0< p <n),(p intero pos.)
z—0 n—p =0
Cioe: > (1)’ [J P J(p+ jyr =0 —(”_’p e, (C.4.21)
Jj=0 n!

La serie a sinistra della (C.4.21) & certamente divergente, ma & rappresentata dal valore
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del membro a destra della medesima relazione.

Per p = n, abbiamo:

Poiche: Z(] +”_j(—l)f =2~

720

Dalla (C.4.22) ricaviamo che: G, =n!,cioe:

li 2
_ 1m ((_Z

0 - 1)11)(11) :n!
> e +

n,n

La (C.4.23) ¢ stata verificata con apposito programma

D.1.01- Prendiamo in esame la Funzione (¢ -1)"" , p>0

Eseguendo lo sviluppo in serie di tipo (a) della Funzione (¢ —1)” , troviamo:

(e =1)7" _ e"’ZZ(; pJ(—l)"e‘z" :Z(£+k_l}—z(p+k)

k=0 k=0
La serie a destra della (D.1.01) & definita nel semipiano R,z =0 ,

ad eccezione dei punti nei quali ¢° =1

Derivando la (D.1.01), n volte, rispetto a z, ricaviamo:

k=0

+k—1 4
(e =1)7)™ =(—1)"Z(11: J(p +he 2y e ke =

Ponendo, nella (D.1.02), ; =iz , troviamo:

+k—1 n .
HY‘Z(,’Z J(p+k)"(—1>--p-k =3 C b2y dacu

k=0

k=0

+k—1 n
D" b D (p+R)" =3¢, (nk)(=DF277*
k k=0 !

+k—1
La serie Z(p J(—l)" (p+k)" e chiaramente divergente, ma é rappresentata

k=0

dal valore finito della sommatoria Z C.., (n,k)(=1)"*277*
k=0
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Ponendo, nella (D.1.02), z = 0, il valore del membro a destra della (D.1.03),

prescindendo dal segno, diventa infinito.

Moltiplicando i membri della (D.1.02) per (-1)"(e* —1)"™ , e passando al limite per z = 0,

ricaviamo:

z—0 o\ k

Lim (ez _1)p+n2[p+k j(p'i‘k) e 2(p+k)

Lim . +n < z —p— n
= oD’ ;c,l,p<n,k)(e' -7 =(=D"C,,(n,n)

Possiamo affermare che:
C,,n0)=(=p)"

C—l,p (n,l’l) = _p(_p _1)(—p —n+1) =

J(ptn-1
=-=D"p(p+D..(p+n-1)=(-1) (n Jn!

Cioé: C,,(nn)= Zn: s(n, k)(=p)"

k=0

Lim

. o . o p+n—1
Quindi: . _)O(e' —-1)” ;C_lgp(n,k)(e'—l) pk :(n jn!

Li 3 +k-1 n-1
cioé o (" =™ [p j(p+k)"e—1(”+k) :[p : j’l!
<

-0 o\ k n

La (D.1.05) rappresenta un altro limite notevole.

s(n,k) rappresenta il numero di Stirling di prima specie.
La (D.1.04) e stata verificata con apposito programma.
Dalla (D.1.05) ricaviamo:

Lim (p+k—1

z—0i% >0

Integrando la (D.1.01) tra i limiti O ed infinito, troviamo:

I:(ez_l)_de:Z(llj-'_k 1}[ —z(p+k)d Z(p-’-k lj 1

k20 k20 ptk>

dz

j: (i —=1)"dz= j:e*"z — B (e =1)= —fr"* A-1)"dt =T(p)L(- p);

(I-e™)"
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p+k—-1) 1 B oz
Pertanto: é(k Jm_r(p)r(l_p)_ Sln(@)’(0<p<l) (D107)

Per p intero, il valore della serie indicata a sinistra della (D.1.07) diventa infinito.

1
—+k-1 1 T
2

k=0 k

Per p=

1
2 1+2k 2

2z-1

Ricordando che: TI'(2z)=

I'(x)I'(z +%) , otteniamo:

Jr
1 r(1+k)r(k+1)
SHk=1| T _TQk+D)N7 1 (2kj o quindi:
- - T h2k ’ )
k k!l"(;)l“(k+1) 22"(k!)21"(;) 27 \k
2k 2k
3 2 T (D.1.08)
=k J1+2k 2

Moltiplicando ambo i membri della (D.1.01), per e %,

ed integrando, rispetto a z, tra i limiti 0 ed infinito, troviamo:

oo k—=1)p k-1
J;) (ez _1)—p e—qzdz — Z(lf-i_ JJ;) €_Z(q+p+k)dZ — Z(£+ j 1

k20 k=0 g+ptk

on (ez _1)7pefqzdz — J‘mefpzefqz dZ_ — (efz — l) — _J‘therfl (l—t)ﬁ) dt = F(Q“‘ p)r(l_ p) .
0 0 (1—e )" ! T(g+1)
+k—-1 -
Pertanto: z p ! = g+ pld p),(0< p<lg>0) (D.1.09)
o0\ k g+p+k I'(g+1)
Per p = q = 1/2, troviamo:
2k -2k
> 2 (D.1.10)
oo\k J1+k
Per p = 2, q = n, ricaviamo:
2k 2k 2
3 Il A e (D.1.11)
oo\k )2n+1+2k n )2

Le relazioni (D.1.08), (D.1.10) e (D.1.11) sono state verificate con apposito programma.

D.2.01- Considerazioni sullo sviluppo in serie di tipo (b) della Funzione (¢*-1)7"

Eseguendo lo sviluppo in serie di tipo (b) della Funzione (e* —1)"", otteniamo:
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k-1
(e =D =(=1)" Z( J(—l)"e’“ (=D)° Z(w } (D.2.01)

k>0 k>0
La serie a destra della (D.2.01) & definita nel semipiano complesso R z <0 , ad eccezione
dei punti nei quali ¢* =1

Derivando, n volte, rispetto a z, i membri della (D.2.01), otteniamo:

+k—1 !
(7 =1 = (—1)”2[5 Jknekz =2 Cy,(nk)e" =D~ (D-2.02)
k=0 k=0

Per ;=irx ,troviamo:

k=0

~1 \
b Z( j(_l)kkn - Zcfl,p(”’k)(_z)fpfk, da cui:

p+k-1 n &
Z[ L J(—l)"k = ; C_,,(nk)(=D* 27" (D.2.03)

k=0

p+k—1
Ponendo, z = 0, nella (D.2.02), troviamo che la serie Z k* assume,

prescindendo dal valore di (-1)7” , il valore infinito.

Possiamo porre la (D.2.02) nella forma seguente:

ptk—1 ok o
Z[k J k chp(nk)( Dft=e)™ (D.2.04)

k=0
Moltiplicando i membri della (D.2.04) per (1—¢7)?*" , e passando al limite

per z = 0, abbiamo:

lim k-1
Mg )“"Z[i " }”e’%(—l)”C_l,,,(n,n) (D.2.05)

z—0 >0

La (D.2.05) rappresenta un altro limite notevole.

Ponendo, nella (D.2.02), 7 = — , troviamo:
>, ,(mk)-D" =0 (D.2.06)
k=0

Dalla validita della (D.2.05), deriva che:

lim p+k—1 p+k—1
= oo D.2.07
I I o207

7 — 01 k2=
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D.3.01- Calcolo dei coefficienti C,,(nk)

Ponendo, nella (D.1.02), ¢ —1=¢"", dacui ¢° :E , ricaviamo:
t

+ k _1 t + n
Y7 (P+h)" )" =3 C (k"™
>0\ k 1+1¢ =
n P + k —1 " o n )
ciod: (-1 Z(k J(p +B)'O A+ =, (ko
k=0 k=0
Derivando, m volte, m < n, rispetto a t, la precedente relazione, e ponendo dopo t=0, otteniamo:

k-1 " . .
<—1>"Z(lf ’ J(p +k)"zo[’ﬂ(t"><“<<1+r>‘”"‘><m‘“ =C_, (n,m)(t*)™

k=0

Ricordando che, nel punto t=0, (+*)"” e diverso da zero solo quando j = k, ricaviamo:

o PtHk—1 ofm) Tm—k+p+k) . -
(-1 ;(k J(p+k) (k} T(p+k) (=1 C_,,(n,m)m! , cioe

=" [m TP 1}?[”’}(—1)" (p+k)" =C_,(n,m) (D.3.05)

m o\ k

Per m = n, troviamo:

-1\ -1

n k=0
;[ZJ(—I)k(wk)” =(=D"n! (D.3.06)

Ritroviamo cosi la (C.3.04).

Sostituendo la (D.3.05) nella (D.2.03), ricaviamo:

p+k-1 b e, T pDNG(R)
Z[k j(—l)"k =(-D">2 b D AED (p+ ) (D.3.07)
k20 k=0 k j=0

La serie a sinistra della (D.3.07) risulta certamente divergente, ma é rappresentata

dal valore finito della doppia sommatoria indicata a destra della (D.3.07).

Per p = 1 ricadiamo nei casi previsti dalla sezione (B)

Sostituendo, nella (D.3.07), p=2, e, 2n ad n, troviamo che:
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2

2+k-1 k7 2n k1 2n o L[k j .\ 2n
Z[k J(—l)k =Y (k+ DD k> =2 ("“)ZO(‘”’(“” =

k=0 k=0 k=0
=D DR Y (=D (D.3.08)
k=0 k=0

Ricordando la (B.2.02) e la (B.2.06), abbiamo:

B 2n k k )
_(2211+2 _1) 2n+22 — Zz—z—k (k +1)Z[ j(_l)J(z_i_ j)2n

2n+ k=0 =o\.J

Sostituendo, nella precedente relazione, n ad n+1, otteniamo:
2 B E —2-k £ k j -\ 2n-2
27 =22 = 27 k4 DY (=D 2+ ) (D.3.09)
2n k=0 =0\ J

Sostituendo, nella (D.3.07), p=2, e, 2n-1 ad n, troviamo che:

k 1 2n—1 k k '
Z(k+ J(_l)k e _2(2)—2—k (k+1) [ _J(_1)1(2+ j)2n—1 _
k=0 j=0\J

k=0

— Z(_l)kan + Z(_l)k k2n—l

k=0 k=0

Applicando la (B.2.02) e la (B.2.06), otteniamo:

> —1)% = 2212 _ (k +1)i(k,j(—1)f(2+ ! (D.3.10)
n k=0 =0\ .J

Sommando membro a membro la (D.3.09) e la (D.3.10), troviamo:

2n-1 k(k A 2n-2 k (k A
D27k + 1)2( _j(—l)f Q+ )™+ D27 ke + 1)2[ _j(—l)’ Q2+ )2 =0
k=0 =0\ J k=0 j=0

Le relazioni (D.3.09) e (D.3.10) sono state verificate con apposito programma.

Sostituendo, nella (D.3.07), p = m+1, (m intero positivo), e 2n ad n, troviamo:

Z(Z’Llj(—l)kkz" = f“(z)-m-l-" [mJ’ kji(k)(—l)j(m+l+ > (D.3.11)
k=0 m

k=0 Jj=0

m

(m-f-kJ:(m+k)(m+k—1)(m+k—2)...(m+k—m+1)i:izs(m,j)(m_,_k)j 03.12)
" m!  m!i3

Ripetiamo che s(m,j) rappresenta il numero di Stirling di prima specie.

Quindi: Z(ZJFICJ(—l)"kz” = %ZZ(—l)kkz"is(m, Nm+k)’ =

k>0 * k20 j=0
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= LS DS som, Z( J( ) =

m!i% =0 v=0\'V

k=0

:—Zs(m Jm’ Z(] _VZ(—I)kk2"+V
v=0\V

Ricordiamo che: D (=Df k=0

k=0

Z(_l)kk2n+2v—l — z(_l)karH—Zv—l - _ (22n+2v _ 1) BZVH—ZV

>0 =l 2n+2vy

Pertanto, dalla (D.3.11) e (D.3.13) otteniamo:

k on  Tmolok k
Z(ZH J(—l)"kz” =>2 ( jz( J( D/ (m+1+ j)>

k=0 j=0

_iis(m .)[f] Jj j_2v+1(22n+2v _1)% da cui:
m! 5 -/ m\2v—1 2n+2v |

L2l ;
z z J j—2v+ n+2v B n+2y
S(m ]) }Vl] 2 1(22 2 _1) 2n+2 —

2v—1 2n+2v

:_m!iz_m_l_k[wkji( j( DY (m+1+ )
k=0

Jj=0

Sostituendo, invece, nella (D.3.07), p = m+1, (m intero positivo), e 2n-1 ad n, troviamo:

k 2n-1 k
Z[ZH J(—l)"kz”‘1 =-> 2"”‘1"‘[m+k)2( j( D/ (m+1+ )
k=0

k>0 j=0

Applicando la (D.3.12), abbiamo:

k
Z(ZH J(—l)"kz”‘l == Z( Dk lZs(m Hm+k) =

k>0 K>0

:_Z( 1) k2n lis(m ])m Z[‘]}n_vkv —

m! =0 =\ V m!

j=0 v=0 k=0

Per v pari, otteniamo:

B
z (_l)kk2n+2v—l - _ (22n+2v _ 1) 2n+2v
50 2n+2v

2v

k=0

+k 1 Lir2lr ;
Quindi: Z[:l J(—l)kkzn_l :ﬁzs(m’j)mj Z‘[] }n—2v(22n+2v 1) —2m2y_ 2n+2v _
ey

2n+2v

v=0
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_ 3 (k +m]z( J( D (p+ /)™, dacui

k=0 j=0

m [j/2 B
zs(m ])z Jj—2v 22n+2v _1) 2n+2v

P = 2n+2v

_ mzzfzi N (k +m}i(’f](—n-’ (m+1+ j)>" (D.3.15)
m

J=0

Le relazioni (D.3.14) e (D.3.15) sono state verificate con apposito programma

D.4.01- Applicazioni

Prendiamo in esame la Funzione

F(z) = ( ZZ )7 (D.4.01)
e’ —1

DB1)- Per p =1, abbiamo:
k

—Z(1+k)
=z> e B, = (D.4.02)
e’ —1 kz>(; h20 k'

dove B, rappresentano i ben noti numeri di Bernoulli

1
> g,...; By, =0,n=123,.

Derivando, n volte, rispetto a z, la (D.4.02) e ponendo dopo z =0, troviamo:

n(-D)"Y (1+k)"" =

k=0

Sostituendo nella precedente relazione 2n ad n, abbiamo la ben nota relazione:

S+ =—2", (n=1,23,..) (D.4.03)

k=0

Sostituendo, invece, 2n+1 ad n, troviamo:

Sa+k)™ =0, (D.4.04)

k=0

Le formule (D.4.03) e (D.4.04) sono state applicate ripetutamente nel corso del presente studio.

3B, == ; (Ved. [18] Pag. 17)

Una formula valida per il calcolo di B, & la seguente:
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B, = . Li( J( D'v" (D.4.04)

S k+1i%
Possiamo facilmente dimostrare la (D.4.04’)

Utilizzando la formula (3.22), riportata a pag. 9 della pubblicazione indicata al punto [19]

dei riferimenti, otteniamo:

k

In(1-1¢) :Z t

_t k20k+1

Sostituendo, nella precedente relazione, 1—¢ = ¢°, e sviluppando, troviamo:

(1 1 v v
_Z k+1 _ZkHVZ:;( J( be

k=0 k=0

Derivando, n volte, rispetto a z, ambo i membri della relazione precedente, e ponendo
dopo z =0, ricaviamo la (D.4.04).

DB2)-Caso dip > 0.

Sviluppando la Funzione (D.4.01) in serie di tipo (a), abbiamo

P —pzZ[ j( 1)k —z = Z(P‘Fk 1}_Z(p+k)=sz,p%k' (D405)

k>0 k>0 £>0

| coefficienti B,, dipendono ovviamente da k e p.

Derivando, n volte, rispetto a z, la (D.4.05), ricaviamo:

+k-1 . o Lo
((e )" = ZU ”)mZ( J(—l)"‘f<p+k>”‘fe‘””=<ZBk,p%><>

=0 k=0 k=0

Per z=0, (z”)" e diversa da zero solamente per j = p; pertanto ricaviamo:

k=0

+k—
( JP Z(p J(—l)"‘”(p +k)"" =B, ,, (p intero positivo, 0< p <n), da cui:

Z[p+k—1j(p+k)n_p _ 1y (n—p)!Bn’p (D.4.06)

o\ k n!
La serie indicata nel primo membro della (D.4.06) & chiaramente divergente,
ma € rappresentata dal valore finito del secondo membro della medesima relazione.
Utilizzando lo sviluppo di tipo (b) della (D.4.01), troviamo:

k-1 k
)”—z”( D~ Z[ J( Dfe™ =z"(-1)" z(w } ZB,W% (D.4.07)

>0 k>0 k>0
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Derivando, n volte, rispetto a z, e ponendo dopo z =0, ricaviamo:

+k—1 —p)! _
Z[p }n—P = (=1)" MBnp (p, int. pos.,0< p<n), (D.4.08)
o\ k n! ’
Ponendo, p = n, nella (D.4.06) e nella (D.4.08), rispettivamente troviamo:
+k—1
3" _lp (D.4.09)
>0\ k nl ”

n+k—1) (=1)"
= D.4.10
;[k J n! B ( )

Osserviamo che, per n pari, le due precedenti relazioni risultano identiche,

mentre, per n dispari, esse presentano valori opposti.

Da verifiche eseguite, € risultato che la (D.4.10) rapprresenta la relazione che risponde
puntualmente all’esecuzione dei calcoli.

Sostituendo, nella (D.4.10), 2n+1 ad n, troviamo:

essendo a, = (2n)! ;

Ora,

o

2n+k

-1
——8B
(2n + 1)' 2n+1,2n+1

;@Hk}

;[kaJ

ZZa k"= (a k" +Zakk”)

k>0 h=0 k=0

D (@n+k)...Qn+k—2n+1)

k=0

(2n)'

D agk’ =a,(1+ Y k°)=a, (1——)_—

k=0 k=1

j (2m)!o

(D.4.11)

(ZH,) > ak

k=0 h=0

—— S Qn+k)2n+k=1).....Qn+k—2n+1)=

1
(2 )y;( 2n—-k)(2n—-k+11)....... (—k—l)(—k)__k

(k) (~k=1)..(-k=C2n+1)+1) = 2n“s(Zn +1,h)(=k)" , troviamo:

h=1

k>0 k>0 k=0 (2 )

Ricordando che:

2n+1

Zs(2n+1 (D" k"

Ricordiamo che: s(n,1) = (—1)”‘1 (n—=1)!,s(n,0)=0,s(0,0) =1, (n > 0); pertanto, abbiamo:
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2
Z( n+kJ:__(( D )1+ 520 +12k)(- zﬂ)):

k>0 k (2 )' 2 h=1
1 (2n)
= o )’ > +; (2n+12h) )

IL primo membro della (D.4.11°) & una serie certamente divergente, ma & rappresentata
dal valore dell’'ultimo membro della medesima relazione

Tenendo presente la (D.4.11), troviamo:

@2n)!

B =—-2n+1)(

2n+1,2n+1

+Z (2n+12h) )

h=1
La (D.4.12) € stata verificata con apposito programma.

Sostituendo, nella (D.4.10), 2n ad n, abbiamo:

2n+k—1 1
Z = B2n2n
k 2n)! ™

k=0

Sviluppando la serie del primo membro della (D.4.13), ricaviamo:

2n+k—1
Z(k ) 2n— 1)%(2"”‘ D@n+k=2)..2n-1+k-Q2n-1)+1) =

k=0

_ 1 _1y2n- (_k)_
_(211—1)!;( D" (=k—=1)(=k —=2)...(—k —2n +1)( o

(D.4.11")

(D.4.12)

(D.4.13)

(2n o ZZS(Zn W (=D)"k" —(2 —1)'(( D> 2n=Di(= 1)/2+Zs(2n2h)(— ) =

k=0 h=1 h=

1 ((2n—l)!
T @2n=-1! 2

z B
- s(2n,2h) )
= 2h

IL primo membro della (D.4.14) & una serie certamente divergente, ma é rappresentata
dal valore dell’'ultimo membro della medesima relazione

Tenendo presente la (D.4.13), ricaviamo:

(2n—1)!_i 2n.2h) 2,1)

h=1

B2n,2n = 21’1(

Essendo B,,,, >0, dalla (D.4.15) otteniamo che:

is(2n 2h) < (2n-1)!

h=1

La relazione (D.4.15) é stata verificata con apposito programma
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DB3)- Caso di p > n, oppure p >0 non intero.

Possiamo in questo caso calcolare i valori di B, nel modo seguente:

k

Poni : P= T2 =B
oniamo (e _1) ; o (2); pER (2)
Quindi: (B(2))" =T(2)
da cui: plnB(z) = InT(2)
Derivando la (D.4.17), rispetto a z, otteniamo:
B'(z) _T'(2) A ' '
- , ; B'(2)T(z)=T'(z)B
p Bz T(2) cioe pB ()T (2) =T'(2)B(2)

Sappiamo che: B(0)=1, B’(0)=-1/2, T(0)=1.

Dalla (D.4.18), ricaviamo:  T'(0)=-p/2=B,

oppure: p( )P l( )'=T"(z); per z=0, otteniamo:7"(0) = B, , -_P

-1 ’ 2

Derivando la (D.4.18), n volte, rispetto a z, e ponendo dopo z = 0, ricaviamo:

n n n n
pZ[ jBnH—kT(k)(O) = Z[ jT(kH) (O)Bn—k
io\k o\ k

Per n=1, dalla (D.4.19), nel punto z = 0, abbiamo:
p(B, T (0)+ B,T (0)) =T'(0)B, +T* (0)B, , Cioeé:

2
—+—— +T®(0),dacui T (0 :p_ L _
P( 52 )= 4 ©0), 0) = 1 12 ( p=1

Pertanto, ponendo successivamente, n = 2,3,4...., dalla (D.4.19), per successive

sostituzioni, ricaviamo i valoridi B, B, ,,B;,

Dalla (D.4.19) otteniamo:

n n—1
pT(0)B,,, + pZ(Z}](") 0B, =T""(0)B, + Z(Z}“‘“) (0)B_, da cui:

k=1 k=0

k=0

pB,, pZ(k J?“‘“) (0)B, , =T"" (O)J’Z(,{}M (0)B,  cioe:
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k+1

Per p = 1, troviamo:

S (" "B B =0
S k1 k k+1P n—k
n—1 _1_
z " uBkHBn—k =0
oppure —o\k k+1
= "(n\n—-1-2k
cioe — B, B ,=-B
;(k] k+1 k+1~" n—k n+l

Le relazioni (D.4.21), (D.4.22) e (D.4.23) sono state verificate con apposito programma.

Ponendo successivamente, nella (D.4.20), n=1,2,...,n, troviamo n equazioni nelle

n incognite 7® (0),7® (0)...., T (0); T'(0)=-p/2.

Pertanto utilizzando il metodo di Cramer & possibile calcolare tutte le n incognite,

ed in particolare il valore di 7" (0)

Se poniamo e 1 =3B ——Tz otteniamo:
( ; )’ ) ko (2)

k=0

Z

-1 =InT(z), da cui, derivando, rispetto a z, abbiamo:

—pme

(7)' ' z z
Py ST PCTR)

1T'(z)

Derivando la (D.4.24), n volte, rispetto a z, troviamo:

_pg(:)](k)( )( )(n+1 o _ ;(k}(kﬂ)( )( )(n oo

(D.4.20)

(D.4.21)

(D.4.22)

(D.4.23)

(D.4.24)

Tt )“”“ pZ( )7“”(@( € hyomn _ T("+l)(z)+2( )7“‘*”( )&y (D.4.25)

: k
Ricordiamo che: £ 1_ ¢ e quindi: ( )(") - L
Z iso (k+1)! n+ 1
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Pertanto, dalla (D.4.25), per z = 0, ricaviamo:

1 n—1 n 1
oo kb )L e D () D.4.26
PO 5 pz[k 1} O % ()+;[k] O r, (D.4.26)
= n n T(k+1)(0) (n+1)
L O _geng
;(p[k+lj+(kj)n+l—k -5 (D.4.27)

Per p = 1, troviamo:

L(n+l) B, _ 1
Cioe: \k+1)n+1-k n+2 (D.4.28)
Oppure: " it =0 D.4.29)
o\k)n+l1-k

Le relazioni (D.4.28) e (D.4.29) sono state verificate con apposito programma.
i L. . i T(VH—l) (O)
Sommando membro a membro la (D.4.20) e la (D.4.27) viene eliminata I'incognita

bl

e quindi troviamo una relazione con un’incognita in meno.

-1

DB4)- Consideriamo la Funzione (C(z)=e¢"'

Prendendo il logaritmo naturale, abbiamo:

=InC(z)

Derivando la precedente relazione, rispetto a z, troviamo:

1 —_ Z '
C'(2)= C(Z)(ez _1) (D.4.30)

Derivando la (D.4.30), n volte, rispetto a z, ricaviamo:

@S ;[ch(k)(zx D (D.4.31)

Per z=0, dalla (D.4.30) otteniamo: C'(O)=—% essendo C(0)=1

Per z = 0, dalla (D.4.31), ricaviamo:
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+1 _ -7 k
C' KO)—%(JC”(O)BHM (D.4.32)

Utilizzando la (D.4.32), e ponendo successivamente n=1,2,3,..., essendo noti i valori di
B,., . » con successive sostituzioni troviamo facilmente il valore di " (0)

Ponendo successivamente, nella (D.4.32), n=1,2,...,n, troviamo n equazioni nelle

n incognite C* (0),C™ (0)....,C " (0); C'(0)=-1/2, e quindi applicando il metodo

di Cramer possiamo facilmente ricavare le n incognite, ed in particolare C " (0)

E.1.01 — Infine, prendiamo in esame la Funzione (¢* +u)”

Eseguendo lo sviluppo in serie di tipo (a) della Funzione (e® +u)™” p >0, troviamo:
b4 -p _ _-Dp2 _p —zN\k p+k—1 k_k _—z(p+k)
(e +u) " =e"). (e ) =Y (—D*u*e (E.1.01)
k=0 k k=0 k

La serie indicata a destra della (E.1.01) & definita nel semipiano complesso R,z >0

ad eccezione dei punti periquali ¢* +u =0

Derivando, n volte, rispetto a z, la precedente relazione (E.1.01), otteniamo:
(" +uy ™)™ =

n

+k—1
=)'y P D u(p+k)" e "™ =N ¢, (nk)et +u)" E.1.02
L p (E.1.02)

k=0 K=0

Il coefficiente C,,nk), oltre a dipendere da n e k, dipende anche da u e p.

Ponendo, ¢¢ +u =1, nella (E.1.02), troviamo:

k-1 )
(‘1)"2(,1: ’ J(—l)kuk(p +)"A-w) " =3, (n,k) (E.1.03)

k=0

Ponendo, 7 =0, nella (E.1.02), abbiamo:

k=0

+k_1 n
(—1)"2(5 j(—l)"u"(p+k)” =Y, (k)1 +u)"™ (E.1.04)

Ponendo, 7 =iz , nella (E.1.02), ricaviamo:

+k—1 4
(—1)"”2[5 }k(wk)” =>C,,(nk)u-1n"* (E.1.05)
K=0

k=0
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Trasformiamo la (E.1.05) nella seguente relazione:

+k—1 4
ZU: }k(p+k)n =(=D">.C,,(nk)(-D A=u)"™* (E.1.06)
k=0 K=0

La serie indicata nel primo membro della (E.1.06), per u = 1, &€ certamente divergente,

e presenta un valore infinito, mentre per u diverso da 1, la medesima serie € rappresentata
dal valore del secondo membro della (E.1.06)

E’ veramente sensazionale osservare che la serie indicata nel primo membro

della (E.1.06), per u = 1, presenta un valore infinito, mentre, per u > 1, la medesima
serie e rappresentata da un valore finito, fornito dal valore del secondo membro

della (E.1.06).

Moltiplicando i membri della (E.1.02) per (e* +u)”™ , e passando al limite

per z — In(—u) , otteniamo:

1 lim (eZ+u)P+"Z[]’:+k_1

—u)¥ n =z(p+k) _
z = In(-u) kZO J( u) (p+k)e C,,(nn) (E.1.07)

Dalla (E.1.07) ricaviamo:

lim Z[p +k _IJ(_u)k (p +k)" oI — (—u)™” Z[p +k _IJ(p-f-k)n =(—u) oo (E.1.08)

z—>In(-u)ix\k o\ K

E.2.01 -Sviluppo in serie di tipo (b) della Funzione (¢* +u)”

Eseguendo lo sviluppo in serie di tipo (b) della Funzione (e¢* +u)™”, troviamo:

— +k-1
(e +u)’ = u_pZ(k p}-kezk = u-PzU: j(—l)"u‘ke”‘ (E.2.01)
k>0 k>0

La serie nell'ultimo membro a destra della (E.2.01) & definita nel sempiano

complesso R,z <0, ad eccezione dei punti nei quali ¢* +u =0

Derivando, n volte, rispetto a z, la precedente relazione (E.2.01), otteniamo:
(" +uy ™)™ =
_ p+k-1 kn n o
=u ”;[k J(—l)ku “k'e* = I;)Cw(n,k)(ez +u) (E.2.02)

Ponendo, ¢¢ +u =1, nella (E.2.02), troviamo:
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+h-1 "
uz[,f j(—l)ku‘kk”a—u)" =S e, b
K=0

k=0

Ponendo, 7z =0 , nella (E.2.02), abbiamo:

+k—1 n
Z[p j(—l)"u"k" =u’Y C, (nk)A+u)"™*
K=0

k=0 k

La serie indicata nel primo membro della (E.2.04), per u = -1, risulta divergente,

con valore infinito, mentre, per u diverso da -1 , la medesima serie risulta

(E.2.03)

(E.2.04)

rappresentata da un valore finito, fornito dal valore del secondo membro della (E.2.04).

Ponendo, ; =iz , nella (E.2.02), ricaviamo:

+k—1 "
> P “k o =ury e, (k-1
k K=0 ’

k=0
Per u = 1, la serie indicata nel primo membro presenta un valore infinito, ma per u
diverso da 1, la medesima serie risulta rappresentata dal valore finito fornito
dal secondo membro della (E.2.05).

Ponendo, 7 = - , nella (E.2.02), otteniamo:
>, ,mku"r=0
K=0

Moltiplicando i membri della (E.2.02) per (e° +u)”*" , e passando al limite

per z — In(—u) , ricaviamo:

lim p+k—1
e“+u)!"u’ “Du™k"e* =C (n,n
7> ln(—u)( ) ;[k j( ) wp (1:1)

Dalla (E.2.07), troviamo:

li +k—-1 +k—1
m Z[lf J(_l)ku—kknezk — Z(ll: Jkn —

z—1In(-u)ix k20

E.3.01 Calcolo dei coefficienti C, (n,k) - Considerazioni

. ro. .
Ponendo, nella (E.1.02), ¢* +y ="' ,dacui ¢° = , ricaviamo:

t

+k—1 " -
= (—D"Z[,’: J(—l)"uk<p+k>"<1%>””‘ =2, (nokyr" dacui

>0 ut
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n

-1
=(-D" Z( j(—l)kuk(p+k)”tk(1—ut)‘p‘k =Y ¢, (nk)y*
k=0

K=0

Derivando, m volte, (m < n) , rispetto a t, la (E.3.01), e ponendo dopo t = 0, otteniamo:

=(=D" Z( J( D u"(p+k)" Z(]JU Y (A=u)"™H" P =, (n,m) )™

k>0

Ricordando che, nel punto t = 0, (+*)"’ & diverso da zero solo quando j = k, ricaviamo:

=(-1)" ;( j( D ut (p+k)” ( J Lo {f(;’jrz)k)”m =C, , (nmym! , Cio&:

C,,(nm)= <—1>"u'"(’"+ P
m

S m k n
> L |0t (p k)
k=0

da cui, per m = n, abbiamo:

C,,(nn) =(—1)”u"(z+p _1ji<—1>k@(p+k)"

Jptn—1
Ora, C,,(mn)==p(=p=D(=p=2)..(=p—n+D(=)"u" =u (n J"’
C.p () =(—D”u"(“p_lJi<—1>{”J<p+k>n :un(“”‘l}ﬂ
’ n =0 k n

Confrontando la (E.3.04) con la (E.3.03), otteniamo:
C k n n n
2D (p+R)" =(=1)"n!
k=0 k

Ritroviamo cosi la (D.3.06)

Potevamo ottenere la (E.3.04) sostituendo la (D.3.06) nella (E.3.03).
Utilizzando la (E.3.02), dalla (E.2.04) ricaviamo:

+k—1 n
”Z[i J(—l)"u"k" = Z_;}Cw(n,k)(1+u)7”7k =

k=0

n k 1 k
- (—D"Z(Hu)‘”"‘uk(p " JZ( 1) [ J(pw)
=0

J

k=0
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” k-1
:(—1)”uPZ(l+u)‘P‘kuk(ll:+ jZ( 1)’ (]j(p+]) (E.3.06)

k=0 j=0

La serie a sinistra della (E.3.06) € certamente divergente, ma, per u diverso da -1,

e rappresentata dal valore finito fornito dal membro a destra della medesima (E.3.06).
Utilizzando, invece, la (E.1.04), troviamo:

Z[,f+k_1j(—1>"uk<p+k>" -

k=0

:Zn“(uu)!’ku{“k 1}2( 1)/ ( J(p+]) (E.3.07)

Anche la serie a sinistra della (E.3.07) & chiaramente divergente, e per u = -1 presenta
un valore infinito, ma, per u diverso da -1, e rappresentata dal valore finito fornito dal secondo
membro della medesima (E.3.07).

Tenendo presente la (E.3.04), ricaviamo:

lim p+k—1 _ p+n—1
Syt ) (p+k) e = ()" u" n! E.3.08
SN L) Z(k J( W' (p+k)e Q) (n J (E.3.08)
li +k-1 +n-1
ERGE L =D kme* =y | P T (E.3.09)
Z%ln(_u) k>0 k n

Dalle ultime due relazioni deduciamo che:

Z[“k_1j<—u>"+"<p+k>”e-z<““ =Z[p +k_1j(p+k)" - o

z—>In(~u) &\ k o\ K

lim Z(“k_l}(—l)kukk”ezk :Z[£+k—1}n .

—> ln(—bt) >0 k k=0

lim

Integrando i membri della (E.1.01), rispetto a z, tra i limiti O ed infinito, otteniamo

o k-1
L (" +u)’dz= Z(iﬂ_ J(—l)kuk —p-li-k

k=0
[ +wyrde=] e A+ue™)"de = (e~ —t):jolt”‘l(1+ut)"’dt:

r ut+1-1 1,1d(1+m):M,pln(wl)ﬂt,pZ p—1 (_1)k1—(u+1)*"
ut+1 ut+1 S\ k k

Pertanto: Z(i%_lJ(—l)kuk%:u‘P ln(u+1)+u—Pz(£_1J(—1)kﬂ (E.3.10)
p

k>0 k=1 k
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Per p = m+1, (m, intero pos.), abbiamo:

Z(Z ’ kJ(—l)k u* 1k +11 i u™" " In(u +1)+ u_m_li(:j(—l)k @ (E3.11)
k20 k=l

Moltiplicando i membri della (E.1.01) per e ed integrando, rispetto a z, tra i limiti

0 ed infinito, otteniamo.

o o p+k—1 v 1
“+u) e ¥dz = E D'y ——
L(e u) e Z (k J( ) gtk

k=0

J': (e + u)*pefqzdz — J': efz(erq)(l_i_uefz)*[i dz=(e"=t)= J‘;thrq% (1+u[)71; dt =

_u_p_qr(utﬂ—l gt d(1+ut) > p+q-1 (_1)k1—(u+1)—k+q
0" ur+1 (ut+1)™" =

- k k—q
Per q non intero, ricaviamo:

+k-1 +q-1 — k*q
Z[p j(—l)kuk—l :w-qz(p 1 j(—l)k Ll Cit Vs (E:3.12)
>0\ k prq+k >0\ k k—gq

Per g = n, intero positivo, troviamo:

Z[Z o _IJ(—I)"M" —

k>0 p+n+k

_ _ —k+n —
—y Z p+n-1 (—DF ﬂ.ﬂfﬂ prn-l (=D" In(1+ u)
n

ksomen\K k—n (E.3.13)
Per p = m+1, m intero positivo, abbiamo:
+k 1
S eyt =
o\ k m+l+n+k
+ _ —k+n +
D Ml H &) (R Chb R Eeh ey M PP (E3.14)
k20,k#n k k_n n
(F.1.0)-Riteniamo utile porre in evidenza le piu interessanti formule trovate
(€ +D™" =>"C (ke +1)7* (A.1.05)
k=0

52



lim
" (e +D"™Y DA+ k)" e = C (n,n) = n!
I =0

hm‘ (€Z +1)l+n Z(_l)k knezk — Cl (l’l,l’l) _ I’l'

a2 k=1
C,(n,m)= (—1)""21(21}—1)]< a+k)" ,(m<n),

n

C(nn)=) B
k=0

J(—l)" (1+k)" =(=D"n!

Cmn—1)= (-1 (Z _1J(_1)k (48 =— (n-;l)!

k=0

m

Perm >n, Z(ZJ(—l)"(l+k)" =0

k=0

B, =" 32+ * s

=5 2,27 =D A+ )
27 =115 j=0\.J

k

. k
(eF+D™)" = (=" Y + 1)1"2(—1)1'U(I+ "

j=0

lim e Sf —28i
I Sm(zt)2 ZSln(Zzt)dt:l
7 —> —o0 e —1

lim r Sin(zt) — ZSin(ZZI)dt __1
z o o 62711 _1

lim ¢~ 72" (Cos(zt) —2*" Cos(2zt))
z— 0% e’™ —1

B
dt =(-D)"(Q2*" -1)—2~
4n

lim r 1" (Cos(zt) — 27" Cos(2zt))

s . dr =0
7 — —o0 e 1

(e =)™ = ZC (n.R)(e® =)™
0

lim
z _1 n+l kn —zk — '
R O(e ) Z e n

C.nm) = (=)™ 1+ k)"(fj(—l)" ,(m<n)

C_ (n,m)=(-1)"C,(n,m)
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(A.3.06)
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(A.3.09)

(A.4.04)

(A.4.04)

(A.4.08)

(A.4.09)

(B.1.02)

(B.2.06)

(B.3.01)
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=——+—+2
e’ —1 2z

1 I 1 J-O Sln(Zt) it

2
e’” —1

2.[ 2nSll’l(Zt) = (=)™ 1(2n),z—1 2n+( )" ZC 2n,k)(et 1)—l—k _

2n
= (=D H (DD (e~ DT (D) Z[ j(lw)”( 1)’

" lCos(zt)
2 e =

2
e —

2n—1

=" @n=-DIZ"+ (D" D -D (D) Z[ J( D/ (1+ )™
k=0

lim ¢~ ¢ Sin(zt)dt

=0
z—>wI0 e’ —1
lim = 2"Si
J- t S;Z(Zt)dt=0
7 — —oo e -1

lim J‘oo Sin(zt)dt 1
e L

m
(@ =D —@miz ) =0

=
Z( Jz"Z( D Z( 1 [ j(1+v)" =1
n 1 n+ n _—z( +1<) p+n_1
(-1 (GEIVEEDY ( D (p+k)e™” n!
I k>0 k n :
C,, (nm) = (=1)" (’"”’ 1} [ J( D (p+K)" . (m<n)
k=0
n n k
(J(—l) (p+k)"=(=D"n!
k=0
k—1)(- -k
e e gl e
p+k—-1) (- p+q-—1 —u* _
;[k Jp+q+k [k J( DF ~, , (g non intero)

54

(B.4.01)

(B.4.03)

(B.4.04)

(B.4.05)

(B.4.06)

(B.4.08)

(B.4.09)

(B.5.05)

(C.1.05)

(C.3.02)

(C.3.04)

(C.3.05)

(C.3.06)



(P pent) s (e

k>0 p+n+k n k>1,k#n k—n
m+k (-D* m+n m+n L 1—2nk
—— = —1)" —~ C.3.08
;(k jm+l+n+k [n j( D 1n2+k§#”[k j( D k—n ( )
L S Z (<2)¢ Zz JZ( 1y (1+v)k (C.4.03)
" z%O Cosh(z) =
D (=D A+2k) =0 (C.4.03a)
> =D a+2k)™ =% (C.4.03b)
;(4k +1) - ;(41« -D* =0 (C.4.03¢)
n(2n—1)_,. . B, .
MY -n—L= C.4.03d
;(21—1} e (=405
lim pN\(n) _ (7 n—k : NA—p—jrk
Pym = 2° C,, (k, )22k =
E,, = %0«(/,0 sl Z[kjp 2,Coy o)
=i("}p""‘<—2>"22‘f'[]:+p JZ( D' ( j<p+v> (C.4.08)
k=0 k Jj=0 J
2n+1 k 1 — J /
E,p= Z[Znﬂjpz"“" (—2)k22*" [j TP 1}2(—1){‘{}@%/)" =0  (C.4.062)
E,, =Z(sz o (=2)" Zz Cﬂ? 1}2( D" ( j(p+v) (C.4.06b)
k=0
(R NCREET) + L SR oY C.4.07
En =, o Com) ) =Y Zk (D" (p+2k) (C.4.07)
Z(p Jrk_1J(—1)’<(119+21<)2”+l =0 (C.4.09)
k=0 k
Z[lf +k_1J(—1)k(p+2k)2” =27"E,,, (C.4.10)
+k—1 2wl(2p +1 -~
Z[p J(_l)k(p+2k)2n+l :panZ( n thp—hz[ p}(h _
k>0 k h=0 h k>0 k
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2n+l1 2 1 1 J !
= p (hHJ p Y2 () (J . JZ(JJ<—1)”(p+v)h:o

Jj=0 v=0\'V

p+k—1 . & 2n .
( j(—l)"<1+2qk)2 =2 PZEzk,,,q”‘[Zk (pg—1)>*
>0 k=0

o\ k
Z P (_l)k (1+2qk)2"+1 = 2_sz2k,pq2k n (pq_1)2n+1—2k
>0\ k =0 2k
r1 p__l 2k+1—p _1
Per p non intero, ZEk,p =27 (<]) 2 z > e 2t
k>0 k20| f k+1-p
n-l n-1 2k+l—n -1 n—1

SE,=2""-D2( > | 2 |-D'Z——+ 2 [=D""In2) (n,int pos.),
+

_ k+1—-n
k20 k20k#n-1| p n—1

m 21< 2m _1
ZEk,HZm = sz(_l)le( J( D* . (m, int. pos.),

k>0 k=0 2m—

G, =n( Z Z( 1)’ [ J(lw)“
j=0

k=0

Gy =(2n+ 1)%,27" Zk:(—l)j[lc.J(1+ N"=0
J

k=0 j=0

an=&i (]+p JZ( 1)[J(p+v)"” ,(p, int.pos.,0< p<n)
’ (n—p)! =

PN [’ P- 1j(p+j>"P:2P—(”_p)!Gn,p
J

=0 l’l‘

lim
G,,= (( ) )" =

z—0

((ez _1)—17)(”) ( 1) Z( J(p+k)” ~2lp+) = ic—l,p (I’l,k)(eZ —1)_p_k

k=0

Li +k— +n-1
lmo(eZ—l)"*”Z[,f J(p+k)" e = [p " jn!

z— >0 n

Lim (p-kk—l

Z“k

7013

k-1
J<p+k>" o Z(,’Z ' J(p+k)” e
k=0
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2

k=0

|

pt+k—

k

lim

z—0

lim

k—1
> J#ﬂ(mm—p): 2 (0<p<l)

>0\ K pt+k Sin(7p)
Z 2k 272/( T
S\k J14+2k 2

k=0 k

Z p+k—1J 1 :F(q+p)r(1—p)

,(0<p<lg>0
g+ p+k Fgen 0<p<ba>0)

Z 2k 272/( B
S N+k

5 k) % o )\ 1
Sk Jon+1+2k n |2

7 — 01

m+p-—

(_ 1) n+m [
m

_ (22)1

(22n

_1)

jﬁ:

k=0

1}(_1)k kn

2n=2

_222

k>0

Z(;ﬁk—l Z(p+k 1} .

(1 P )P+n z(]]: +k _1}(”€kz — (_l)n Cfl,p (l’l,l’l)

k=0

m
[k j(—l)" (p+k)"=C_,,(n,m)  ,(m<n)

n PR p—1N\&(k )
) (k“’ jZ( .j(—l)’(pﬂ)”

J=0

k

~ k<k+1>2( J( D@+

J

B 2n-1 k
2 =32 (k+12£ J( D'+ )"
=0

2n k=0

(S

l)kan — zznz_m_l_ka+k)i(k,j(_l)j(m+l+j)zn
m

=0 =0\ J

[jr2

B
s(m, Jj—2v+1 22n+2v _1 2n+2v —
Z o] )Z]( }" Von+2r

2n
=—mly 27"
k=0

J/2

Zs(m nZ

["”ka( j( D (m+1+ )

Jj=0

Jj—2v 22n+2v _1) B2n+2v —
2n+2v
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-1 mk O k (k .
=m!) 2 ( mJZ( _](—1)-’(m+1+j)2”‘1 (D.3.15)
=0 j=0\J
B _Zn“Li k (-1)"v" (D.4.04)
"= k+15\y o
ptk-1 . wp (n=p)! .
(p+k)""==D)""—"=B,, ,(p,int. Pos.,0< p<n) (D.4.06)
o\ k n! ’
+k—1 —p)! i
b e~y PP g (o) int Pos.,0< p<n) (D.4.08)
k0 k n! 7
2n+k &
" =L((2”)'+Zs(2n+1,2h)ﬁ) (D.4.11)
>0\ k 2n)! 2 h=1 2h
' n
By =—2n+ D4 S s 2n 4 1,2h)%) (D.4.12)
h=1
2n+k—1 - &
> j: L @n D'—ZS(zn,zh)@) (D.4.14)
~\ k Qn-D" 2 — 2h
—1)! n
B, , =% D'—zs(zn,zh)ﬁ) (D.4.15)
’ h=1 2h
C BZI
D s(2n2h) =2 < 2n—1)! (D.4.16)
p h
n—1 _1_
mazlz2ky g0 (D.4.22)
o\k k+1
n+l
> ntl) B _ (D.4.23)
k=0 k I’l+2—k
i l’l+1 Bk+1 1
k41 n+1-k  n+2 (D.4.28)
gl (D.4.29)
k=0 k n+1—k
(" +u)y™")™ =
n p+k_1 n —z2(p+ n
=(-D Z(k J(—l)kuk(p+k) e =N, (ke +u) " (E.1.02)
k=0 K=0
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+k—1 n
(—D”Z(fj j(—l)kuk<p+k>" =Y c,,nod+u) "™
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(p “p+k) =D C,, (kD A —u) "
k>0 K=0
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(" +u) )" =

+k—1 4
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j(—l)"u"k"a—u)k e
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z — In(-u) k20
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C,,(nn)=D"u ; (=D X (p+k)' =u ; n!
k=0
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