SUGLI INSIEMI K DELLA
CONGETTURA DI COLLATZ

Michele Ventrone”

Sunto - Dopo un’introduzione alla congettura di Collgjzroblema del3n+1),
dimostro proposizioni e teoremi, costruisco e soomg i nuovi insiemK; e K, ne
determino il massimo e lintersezione e propong@ wongettura equivalente
(partizionamento dN, mediante gli insiemk; 0 K, ).

Parole chiave- Congettura di Collatz, problema di Syracusebfmma del3n+1,
convergenza, partizione, insiekiie K.

Abstract - After a brief presentation of Collatz ConjectuBa1 problem), | will
demonstrate propositions and theorems about nexKset K, furthermore, | will
determine their maximum and intersection and prepasconjecture equivalent
(partition of N, using setsK; or K*,).

Key Words - Collatz conjecture, Syracuse proble3n#+1 conjecture, convergence,
partition, set¥; andK,.

§ 1. - INTRODUZIONE

La congettura - Venni a conoscenza della congettura di Collatz dadg
nell'estate 2004 un articolo divulgativg9]) dall'accattivante titolo:
L’enigmatico pari e dispari che da cinquant'anniméa dormire i matematiciSi
parte da un intero positivg se € pari lo si divide per due, se € disparilo s
moltiplica per tre e vi si aggiunge uno, poi sorigncia applicando le stesse
regole sul numero ottenuto (§3). Ad esempio, partendo dasi genera la
sequenza3 - 10 -5 - 16 - 8 — 4 — 2 - IL’altra forma dell’algoritmo del3n+1
prevede, sa e dispari, il calcolo di3n+1)/2 invece di3n+1. Con7 si ottiene

la sequenzar — 11 - 17 - 26 - 13 - 20 - 10 - 5 - 8 — 4 — 2 Dapo qualche prova

*
e-mail: mke_ven_s.maria.c.v@ibero.it
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ci si accorge che le sequenze passano pet: wpelli che studiano la
questione dicono che le traiettorie convergono.c8mgettura che, da
qualunque intero positivo si parta, le sequenzeiaor sempre tutte a uno in
un numero finito di passi, maessuno lo ha ancora dimostrat&ul
problema del3n+1 si & creata una cospicua letteratura: purtroppe]lay
squisitamente matematica che si puo trovare sul, Weblingua inglese e in
buona parte non immediatamente fruibile perché ¢essp. Il lettore potra
deliziarsi leggendo nella sezion®draphernalia Mathemati¢d di Rudi
Mathematici [2]) le idee singolari a cui fanno ricorso i matemaper
attaccare il problema e alcuni deistltati” ottenuti. Nella stessa sezione e
enunciato il teorema di Terfasche da buone speranze ma senza
quantificare: Quasi tutti i numeri hanno una Glitiénita” e dove & spiegato
che cio equivale ad affermare chaasitutti gli interi positivi generano
sequenze che arrivano adSull’'argomento esistono congetture equivalenti,
lemmi, teoremi, idee bizzarre e collegamenti comeddii settori della
matematica da far venire il mal di testa. Si possibavare altre notizie nei
siti Web:[1], [2], 3], [4], [5], [6], [7], [8].

Il software di lavoro - Il mio passatempo estivo era diventato stimolante e
visti i nomi dei matematici che si erano intereisahproblema, pensai che
sarebbero passati altri cinquant’anni o piu pelirmena capo ma, per motivi
che non so spiegare, il problema m'incuriosiva molScrissi qualche
programma di prova e a poco a poco, osservandssleguirsi dei numeri e
dei grafici sul monitor, iniziai a pormi parecchdmmande. Durante le
vacanze estive mi dedico alla programmazione dilete con maggiore
frequenza e alla fine di luglio d&d005 realizzai un programma con piu
opzioni in Delphi6. Con il software speravo di evidenziare tendenze o
regolarita delle sequenze. Quando formulavo nuopetesi, spesso,
tralasciando I'approccio teorico, cercavo un pricooforto scrivendo nuovo
codice che, girando, in quasi tutti i casi me lefatava senza pieta. Ho
preparato una versione ridotta del programma [edtari di quest’articolo. |l
software, selezionando una delle due forme detitdtigno di Collatz,

=

Le sequenze entrano nel ciclo 4-2-1-4-2-1-... .
Esilarante in alcuni punti.

In [2] non e riportata la dimostrazione di questorema ma ne € fornita una traccia attraverso
I'enunciato di lemmi.

4 Sian un intero positivo. Applicando I'algoritmo di Catlz al numerm, si definisce Glide dn il
numerot d’iterazioni necessarie per trovare nella seqaéakpostad) il primo intero piu piccolo dn e

si scrive:Glide(n)=t. Altri chiamano la stessa cosa con “stopping tir(tetnpo di fermata) e scrivono

a(n)=t.

N

3
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determina il humero diterazioni necessarie allaveogenza al di ogni
intero positivo fino &0.000.009 visualizza le sequenze, ne trova il massimo e
puo cercare tutti i numeri di un dato intervalloeatonvergono a in un
numero prefissato di passi. Chi vuole potra farmeokiesta via e-mail
scrivendo nel campoOggettd semplicemente Syr’, entro un anno dalla
pubblicazione di questarticolo.

Struttura dell’articolo - | paragrafi dalll al 4 hanno un tono discorsivo, i
seguenti, fino al paragrafbl, contengono alcuni risultatdei quali quelli
che, a mio awviso, potrebbero avere maggior rilieeno: i teoremé.4 € 6.6
(uguaglianze notevdli il teoremas.2 (dei massimi dK; eK’)) e il teoremal1.6
(intersezione degli insienk). Nel 87 troverete degli esempi sulla costruzione
di alcuni insiemiK. In una prima lettura di questo lavoro ci si pdinditare

ai risultati nei quali I'algoritmo & usato nellampea forma per poi passare, se
si vuole, a quelli dell'altra formanutatis mutandisNell'appendice, infine,
troverete la codifica di base dell'algoritmo in @b dei diversi linguaggi di
programmazione che ho provato alla ricerca delksipdita di usare interi
positivi molto grandi

Gli insiemi K - Quando ero indotto ad indagare in una direzionengevo
nota. Cosi, ipotesi dopo ipotesi, moltissime dejlali infruttuose, alcune
osservazioniy inizio 86) mi spinsero a costruire gli insiemi caratteriskice

K. (o semplicementeK), a scomporli, a determinarne il massimo e
I'intersezione e a formulare una congettura eqeva a quella di Collatz.
Gli insiemi K sono costituiti da interi positivi raggruppati eado il numero

di iterazioni che li portano acon l'algoritmo di Collatz e forse partizionano
N, (congettura, v. 810

Alcuni esempi -Nella Tabellal sono elencate le iterazioni necessarie per la
convergenza a dei primi 20 interi positivi e il massimo delle sequenze
generate quando I'algoritmo e usato nella primengor

® Nel settembre del 2006 quasi tutti i risultatiqdiesto articolo, e altri che non ho incluso, ergito
definiti, mentre lo studio dell'intersezione degisiemiK (810) risale al mese di marzo 2010 e quello sul
massimo dei derivati dispasi (89) al luglio 2010. Dal 2007 fino al 2010 ho deatd pochissimo tempo a
questo problema.

® Il Free Pascal e Lazarus consentono di usateatgit e iQWord((interi con segno e interi senza segno a
64 bit), il GNU Pascal haliongCarde i LongestCard(interi senza segno a 64 bit) e il Delphi6lgtb4.
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N Iteraz. Max N Iteraz. Max
1 0 1 11 14 52
2 1 2 12 9 16
3 7 16 13 9 40
4 2 4 14 17 52
5 5 16 15 17 160
6 8 16 16 4 16
7 16 52 17 12 52
8 3 8 18 20 52
9 19 52 19 20 88
10 6 16 20 7 20

Tabella 1 — Iterazioni per arrivare a uno e massielle sequenze generate dai
primi 20 interi positivi con I'algoritmo di Collatrella prima forma.

§ 2. - ORIGINE DEL PROBLEMA

L’origine del problema non é certa ma forse laesigdattribuire allo studente
Lothar Collatz che lo propose negli anni trérdel secolo scorso mentre si
interessava di grafi e funzioni in teoria dei numgr seguito, negli anréo
dello stesso secolo, H. Hasse, collega di Colfsdp del3n+1 all’'universita

di Syracusge cosi il problema fu chiamato problema di “Syssu(1], [6],
[91). Il problema é conosciuto anche come congettur€ailatz, oppure:
problema di Ulam, problema di Kakutani, algoritmaHsse, congettura di
Twaites, dal nome dei matematici che riproponevdao questione
contribuendo alla sua diffusione orale. Con uresmst di calcolo distribuito
0ggi si cerca un controesempio, in altre paroléergia di individuare almeno
un intero positivo che generi una sequenza che passi per uno. La
congettura & stata verificata al computer per fiitiinteri n < 19x2® =
5.48x1G® (Oliveira e Silva 2008 ma il controesempio non & stato trovato.
Sicuramente questo limite oggi sara stato supefatbsito di Jeff Lagarias
(151, [6]) si legge di un’efficace e divertente voce chealamva negli annb0
del secolo scorso negli ambienti matematici deflieersita degli Stati Uniti:
si diceva che il problema facesse parte di una icazipne tendente a
rallentare la ricerca matematica negliSA. Tra gli studiosi & diffusa

” Alcuni riportano I'anno 1937, ad es. [3].
® Citta dello Stato di New York, Stati Uniti.

% problema attrae molto alcuni matematici tant@ @n Germania alla Katholische Universitat Eictista
si é tenuta, il 5 e 6 agosto del 1999, la primaem@mza internazionale sul problema di Collatz)(E'ke
ne & parlato anche all'lstituto Elie Cartan di Nafferancia) nel periodo 18-22 settembre del 2086n(
ho trovato notizie di altre conferenze sulla congatdi Collatz.)

Michele Ventrone — 8 maggio 2011 - 13 settembrel2022 gennaio 2012 4



I'opinione che la congettura potrebbe essere ingirabile®. Il famoso Paul
Erdds osservo chia matematica non € pronta per risolvere questo tip
problemie offri $500 per la dimostrazione. Anche altri offrirono denairb
S. M. Coxeter,$50 nel 1970 B. Thwaites,£1000 nel 1996 (3],[5]). |
matematici che lavorano sul problema ritengono sle d'eccezionale
difficolta.

§ 3. - L'ALGORITMO DI COLLATZ

Prima forma - Si parta da un intero positivoe si applichino i seguenti passi

1) sen é pari lo si divida per 2;
2) sen é dispari si calcolBn+1;
3) con il numero ottenuto si riparta da 1);

ossia, com/Ny e i/ Ny, I'algoritmo € l'iterazione della funzione

=7 sel,_, (n)é pari
T(n)=1 2 ' 3.1)
3T, (n)+1  seT_, (n)édispari

conTy(n)=n, se i=0.

Seconda forma- Si parta da un intero positivoe si applichino i seguenti passi

1*) sen é pari lo si divida per 2;
2*) sen e dispari si calcol3n+1)/2;
3*) con il numero ottenuto si riparta da 1*);

ossia, com/Ny e i/ Ny, I'algoritmo € l'iterazione della funzione

sz(n) seT (n)eé pari
R 2
3, gn)+1 seT (n)edispari .

conT o(n)=n, se i=0.

19 Nel 1931 Kurt Gédel ha dimostrato che Paritmetéctutte le teorie matematiche che la includono non
sono complete, in altre parole: qualunque siaupgo di assiomi che si accetta, una Teoria coexdrae
includa l'aritmetica ha necessariamente almeno pirmgosizione che non pud essere dimostrata o
confutata a partire da quegli assiomi (Primo te@refincompletezza di Godel).
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§ 4. - TRAIETTORIE

Nell’'applicazione dell’algoritmo, partendo dall'aro n positivo, si genera
una successione di interi che viene chiarsatguenzajraiettoria, orbita o
volo di n ed & denotata cof(n) (o T (n), con la seconda forma dell’algoritrho
Talvoltan € detto anchesemé della traiettoriaT(n). Il termine generico
della traiettoria generata deé denotato cofi(n), conn fisso e con l'indice
variabilei che indica li-esimaiterazione, ossia la posizione del termine nella
sequenza dopa Se l'indicei vale zero, allordy(n)=n si trova al posto zero
nella sequenza. In mancanza di una dimostrazioia dengettura si
ipotizza che possano esistere tre tipi di traiggtaquelle che contengono il
numerol (convergendi, quelle che hanno infinito come massinaefgent),
quelle che cadono in un ciclo diverso dal ciclo dlam,2,1 (cicliche).
L’esistenza di traiettorie divergenti o ciclich@on & stata ancora provéta

| termini del ciclo4,2,1,4,2,1,.,. dopo il primol che si incontra, non si
scrivono. Ad esempio, la traiettoria generata deth@ro21 con I'algoritmo
nella prima forma &(21)={21,64,32,16,8,4,2,1}Le traiettorie sono chiamate
anche Hailstone sequencégerché i numeri si comportano come i chicchi
di grandine durante la caduta verso teggp.(Se la traiettoria(n) (0 T'(n))
generata da converge, diremo semplicemente e¢heonverge Nel seguito
denoteremo corTST? linsieme dei tempi di volo degli interi positivi
convergenti, cioe I'insieme delle iterazioni neegsalla convergenza degl
interi positivin. Con la notazionev[n]=t indicheremo chea converge 4. in

t iterazioni, ovvero, con linguaggio suggestivog ¢a durata del volo di
prima di fermarsi a terraté Per esempi®/[3]=7 ** significhera che il volo di
3, misurato in termini d'iterazioni, &. Nel seguito, la locuzionét-
convergenté sara equivalente ‘aconvergente in t iteraziohi e la notazione
abbreviatak;, indichera che il numerk € t-convergente Quest'ultima
notazione mi e stata davvero utile nelle dimostmaizi Osservando le
traiettorie e i loro grafici si nota che numernvelisi generano sequenze che
da un certo punto in poi hanno gli stessi termial.esempio, i numeri42 e
143 generano la stessa sequenza dalla nona iteranriqguoe con I'algoritmo
nella prima forma, dalla sesta in poi con I'algmat nella seconda forma.
Questa proprieta & chiamataalescenza

1 con ciclo diverso dal ciclo 4,2,1.

12 esistenza di una traiettoria divergente o c&lroverebbe che non tutti gli interi positivi pass per

1 e la congettura di Collatz risulterebbe falsa.

13 batotal stopping timeossia tempo totale di fermata che € il numero di iterazioni necessarie per
avere 1 a partire daed e denotato anche con(n).

14\VI3]=7 equivale a0.(3)=7.
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Figura 1 — Grafico della traiettoria del numero 24Algoritmo di Collatz nella prima
forma).

Il grafico della traiettoria generata dal numed@,applicando I'algoritmo di
Collatz nella prima forma, e riportato nelkigura 1. L'ascissa indica il
numero delle iterazioni e I'ordinata indica il vedoottenuto all'i-esima
iterazione ¢ passd. La sequenza arrivalain 103 iterazioni e il suo massimo

€9232

Terminiamo questo paragrafo con due proprieta etideelle due forme
dell'algoritmo di Collatz.

PROPRIETA 4.1 - Sen converge allora ogni termine della sua traiettoria
converge.

Ad esempio, tutti i numeri di(3)={3-10-5-16-8-4-2-1 sono convergenti.

Se la congettura dovesse risultare falsa sareblee ateche la seguente
proprieta.

PROPRIETA 4.2 - Sen non converge allora ogni termine della sua
traiettoria non converge.
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85. — COSTRUZIONE DEGLI INSIEMI K

Costruiremo, adesso, gli insieri legati alla congettura di Collatz e ne
evidenzieremo le prime semplici proprieta. Poniarethio stesso insiemi,

la totalita degli interi positivi-convergenticon l'algoritmo di Collatz nella
prima forma:

Ki={nLN, : n é t-convergente/t/ N} . 5.1)
Ad esempio, applicando I'algoritmo nella prima farm

Ko= {1}, perchél converge d in zero iterazioni
Ki= {2}, perché2 converge d in un’iterazione
Ko= {4}, perché4 converge d in due iterazioni

K;= {3, 20, 21, 128, perché 3, 20, 21 e 128 convergono al in sette
iterazioni
ecc., ecc.

Y

Se lalgoritmo di Collatz e usato nella secondamfm nella 5.1)
aggiungeremo alla lettekail simbolo asterisco, ossia:

K'.= {nN, : n & t-convergenteéZt/N} . 5.2)

Cominciamo con I'affermare, con la proposizione shgue, che gli insiemi
K. eK’; contengono almeno il nume2b

PROPOSIZIONE 5.1 fondamentale)
[X[N, K e K, sono non vuoti.

DIMOSTRAZIONE

Banalmente: qualunque giaN & V[2'|=t*®, poiché applicando I'algoritmo di
Collatz (nella prima o nella seconda forma) si div®' per due,t volte.
Quindi inK, (K') vi & almenc®'. m

Nel successivo paragrafé vedremo che gli insiemK, per t>4, non
contengono solo il nume.

OSSERVAZIONI - Ad ognit/N si puo associarg per il tramite di2' e ad
ogni K, il quale contiene almena@, si pud associaré/N, pertanto la

15 V[2']=t indica che2' converge a 1 ihiterazioni. In particolar&[2°=0, cioé: 1 converge a 1 b
iterazioni.
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collezione di insiemifK},n € numerabile &ST=N Ovviamente anche la
famiglia /K J,-n € numerabile.

Possiamo allora enunciare i seguenti corollari Ealgoritmo di Collatz
nelle due forme.

COROLLARIO 5.2 - Esiste sempre un tempo di volo

COROLLARIO 5.3 - Ognuna delle famiglie/Kjun € {Kn €
numerabile.

E’ semplice mostrare che gli insiemi (K';) sono a due a due disgiunti.

PROPOSIZIONE 5.4 (elle classt® di N,, algoritmo nella prima forma e
nella seconda forma

Set, et,, cont;#,, sono nell'insiem@ST, allora

|2 |‘$1 n Kt*gzﬂ

|) Kt]_/? thzﬂ.

DIMOSTRAZIONE

i) - Algoritmo nella prima forma - Per la proposizions.1, K, € K, Sono
non vuoti. Supponiamo per assurdo e K,#/7, cont;#t,.

SiakKy n Ke. DaV[K=t,"" e da V[K]=t, seguet,;=t, poiché gli elementi
dell'intersezione devono convergere &on lo stesso numero di iterazioni,
contro I'ipotesi cha,#zt,. DunqueKy N Kp=/77 .

i) - Algoritmo nella seconda forma— La dimostrazione & analoga alla
precedente: basta aggiungere I'asterisagli insiemikK,. m

OSSERVAZIONI - Un numerok/K; (tale cheV[k]=t) si trova solo inK..
Ovviamente anche le poten2e@t/TST, si trovano in un unic&;. Lo stesso
avviene perk/K'..

QUESTIONI - E’ naturale porre le seguenti domandg. possibile
determinare il massimo di ogKj e di ogniK',? Le famiglie /Kun € {K Jun
partizionanoN, ? Rispondero alla prima ned8. Nel §10 ritroverete nei
dettagli la seconda.

16 Non di equivalenza.
Y VIK=t s equivale agu(k)=t; .
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86. - SCOMPOSIZIONE DEGLI INSIEMI K

Gli insiemi K; (K') possono essere costruiti mediante ricerca bruta al
computeroppure attraverso gli elementi dell'insieme preaade.; (K .,).
Ottenni laTabella2 (alla fine di questo paragrafepn I'aiuto del mio software.
Cercai gli interi di un determinato intervallo diéri positivi convergenti a
nello stesso numero di iterazioni. Esaminando |&abella2 pensai alla
possibilita di costruire ogrk.; a partire d&; con carta e penna, giacché
ogni K, contiene anche i doppi dei numeri dell'insiemecpdente.

Quando costruii [Tabella3 (alla fine di questo paragrafpgnsai che si potesse
fare la stessa cosa quando I'algoritmo & usat@ regltonda forma. Dopo
alcuni iLtsentativi, supposi che., fosse Sempré formato da due insiemi di
numerr”:

1) dai doppi dei numeri d{;;
2) dagli interi n che sono soluzioni dispari M, del’equazionesn+1=k, con
k[K; pari ekz4", se si applica la prima forma dell’algoritmo;

e cheK', fosse $empré formato da due insiemi di numeri:

1) dai doppi dei numeri d{’,;
2') dagli interin che sono soluzioni dispari &, dell’equaziong3n+1)/2=k,
conk [K'; e k#2% se si applica la seconda forma dell’algoritmo.

Detto P I'insieme dei pari, indicai cogK; l'insieme ottenuto raddoppiando
tutti i numeri diK, , ossia quelli inL), e li chiamai fnsieme dei derivati pari
del primo tipo” o “insieme dei derivati pari dK; ” 0 “insieme dei doppi
del primo tipd:

LAON, 2K = {n[P: n=2k, k/K;}  (derivato pari del primo tigo 6.1)

Similmente, indicai corzK’; quelli in 1) e li chiamai fnsieme dei derivati
pari del secondo tipd o “insieme dei derivati pari dk’; ” o “insieme dei
doppi del secondo tigo

AN, 2K = {nP: n=2k, k ﬂ(*t} (derivato pari del secondo tipo ~ 6.2)

18 Consiglio di vedere subito nel 87 gli esempi saatruzione degli insienii;, Ks e Ky .
19 perk=4 si avrebb@=1 che non appartieneBa perché vuoto. Si osservi chg=K o={1}.
20 perk=2 si avrebbe=1 che non appartieneBi, perché vuoto. Si osservi chg=Ko={1}.
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OSSERVAZIONE 1 -Set=0 Si hak=K o={1} e, quindi,2K,=2K ={2}=
:K1: K*l .

Denotai poi conB,,; i numeriin 2): " insieme dei derivati dispari d{;” e
conB*,; inumeriin2’):” insieme dei derivati dispari d{’; .

Detto D l'insieme degli interi positivi dispari, I'insiemdei derivati dispari
del primo tipo &

[N, By, = {nOD: 3n+1=k, kK, [k pari [Jk#4 *%} 6.3)

dérivato dispari del primo tigo
mentre l'insieme dei derivati dispari del secongo té

* 3n+1 * * * *
AN, B'wi={nD: —5 =k, KK\ OK#2°%} 6.4)

dérivato dispari del secondo tjpo

Talvolta, per brevita, chiamefinsieme dei derivati dispari del primo o del
secondo tipoe l'insieme dei derivati pari del primo o del secontipo
rispettivamente derivato disparl e “derivato parf o “insieme dei doppi
se apparira chiaro dal contesto a quale tipo faf@rimento, oppure
semplicemente insiensi.

TEOREMA 6.1 (Teorema dell’inclusione dei dopp)
Il derivato pari diK; (K'y) & contenuto if.; (K'i1), cioé

RN, 2K [0 Ky [N, 2K 0K 1) 6.5)

DIMOSTRAZIONE

Per il corollario 5.2 esiste sempre un tempo di volo. Fissata,
consideriamo K,. Banalmente’k./K;, la traiettoria T(k)={k...,4,2,1} €
contenuta nella traiettorie(2k)={2kk,...,4,2,1} Cio significa cheek e (t+1)-
convergentequindi2k & contenuto ifk..,>. SeK, & privo di numeri dispari
vale il solo segno di uguaglianza. Per provarlgpsmiamo per assurdo che
in K1 esista un numero palsi,; che non e doppio di alcun numerokgi
Siccome b,; € pari e ft+1)-convergente la traiettoria T(bui)={bu1,

2 V. nota 19.
2 V. nota 20.
2 per definizioneK:.;, rappresenta la totalita degli interi positftA41)-convergenti
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bui/2,...,4,2,3 contiene la traiettoriaT(b.1/2)={bw1/2,...,4,2,3 che pure
converge, sicché../2 € in K, e questo significa chie.,/ K., € doppio di
b.1/20K;, contro l'ipotesi fatta. Ne segue cKg; (se privo di numeri dispaii
contiene solo i doppi dei numeri i . Dunque, vale |&.5) per I'arbitrarieta
dit. Nel caso dKk’, si procede allo stesso modtatis mutandism

Il teoremasé.1 fornisce un semplice modo per individuare alcugii mumeri
degli insiemi Ky; €K'y,

Individuiamo adesso i numeri Hj,; .

TEOREMA 6.2 (Teorema dei derivati dispari del primo tipo)

Siak,/N, pari et-convergentecon |'algoritmo di Collatz nella prima forma.
Se (b # 1 soddisfacente all’equazione

3b+1=k, 6.6)

allora il numero dispari

p=k-1 6.7)
3

appartiene a B; .

DIMOSTRAZIONE
Soddisfinob ek, alle ipotesi. Poiché e dispari, il suo successoré.gperché
ab si applica la seconda legge ddlla), quindi la traiettoria

T(b):T(k‘ _1) :{k‘_l, ,...,4,21}

3 3

contiene la traiettoria
T(k)={ ky,...4,2,1},

dunqueb converge in+1 iterazioni, cio&/B,.,** c.v.d. =

% per definizioneB., contiene tutti degli interi positivi disp&ti+1)-convergentiottenuti dai pari dK;.
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OSSERVAZIONE 2 - | numeri disparib del teorema6.2 potrebbero non
esistere anche per valori molto grandi, diioé I'insiemeB,., potrebbe essere
vuoto. Ad esempi®; ha il derivato dei dispaBg vuoto.

OSSERVAZIONE 3 - Un derivato dispar; o € vuoto o e formato da numeri
dispari diversi da .

OSSERVAZIONE 4 - | numeri di un insiemé possono essere riguardati in
un duplice modo. Sk € visto come un numero dell'insierBg; diremo che

b proviené® da un park/K, Seb & visto come numero della traiettofi¢b)
diremo cheb genera il parik/K, Tuttavia questa distinzione qui non &
determinante.

TEOREMA 6.3 (Teorema dell'inclusione stretta dei derivati dispai )
Il derivato dispari diK; (K') € contenuto strettamenteKn, (K',), Cio€:

LREN, Bay OKig [N, By TK 41) 6.8)

DIMOSTRAZIONE

Per la proposiziond.1, ogniK..; (K'w:1) € non vuoto perché contiene sempre
almeno il pari2**, quindiB.; (B'..), che & composto da soli dispari diversi
da1, anche se fosse vudtonon potrebbe coincidere cdf.; (K'w1). =

TEOREMA 6.4 (Teorema dell’'unione dei derivati pari e dispari, agjoritmo
nella prima forma)

Se l'algoritmo di Collatz & usato nella prima forpfansiemek..; € I'unione
dell'insieme dei doppi e del derivato dei dispagllinsiemek; , ossia:

[N, Ki1=2K; [7 By (Iuguaglianza notevole) 6.9)

DIMOSTRAZIONE
Consideriama,*®, cont/N. Occorre dimostrare che

5 perk pari ek#4 'equazione 6.7 non ammette la soluziord..
2y 12 6.3).

27y, osservazione 3 di questo paragrafo.

28 per definizioneK; rappresenta la totalita degli intéigonvergenti

Michele Ventrone — 8 maggio 2011 - 13 settembrel2022 gennaio 2012 13



1) non esistono altri pafi+1)-convergentioltre quelli di2K;;
2) i numeri disparit+1)-convergentisono solo quelli dB..;.
1) Indichiamo com.; la totalita degli interi positivi pari convergetii t+1

iterazioni che sappiamo essere non vu@gni A contiene almenc?).
Ovviamente risulta subito:

LAON, 2K [T A
Mostriamo che
[RON, 2K, = Avyq . 6.10)

Se per il fissata/N esistesse un paai.;//A., che non & doppio di nessun
intero positivo diK;, si avrebbe un assurdo perché la traiettoria

T(at+1 ) = {aﬁl 1% 114»211}

conterrebbe la traiettoria

) _[2n
(%) {2 a2

il cui semea.1/2 et-convergenteln altre parole esisterebbg,/2 in K; il cui
doppioas; € inAuq, contro l'ipotesi chey,; non & doppio di elementi di.
Quindi l'inclusione stretta non puo valere e parlitrarieta dit la 6.10) €
vera.e

2) Con lo stesso fissatt’N, indichiamo cong., la totalita degli interi
positivi dispari(t+1)-convergenti Ovviamente si ha subito:

B'[+1 Dﬂﬁl 29-

29 | 4 differenza tra gli insienB..; e 3.1 € che il primo, se non & vuoto, contiene solarmeari dispari
(t+1)-convergentiche provengono dai pari Hj, il secondo, se non & vuoto, contiene tutti i ndmlispari
(t+1)-convergenti
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Mostriamo che

[R[N, By = ﬂ+1 . 611)

Se per ilt fissatop..,=/7, allora anch®,.,=/7 e quindi

K1 = 2K, .

Sia, per lo stesse, p..#/7. Se esistesse un dispdki,/p.. che non
proviené‘0 da alcun pari dkK,, cioé tale chéb.,/B.,, allora seguirebbe un
assurdo perché la traiettoria

T(bt+l):{ bt+lv3b[+l+1l L] 14'1211}

conterrebbe la traiettoria

T(3h+l+1):{ 3bt+1+1,...,4',2,1}

il cui seme3h.;+1 € t-convergentecioe 3b.,+1/K,. Quindib,; genererebbe
3b.1+1 che et-convergente contro l'ipotesi. Per questo motivo I'inclusione
stretta non puo valere e per I'arbitrarieta ldi6.11) e verae

Dal) e2) segue la prima uguaglianza notevel®),q. e. d. m

Con i teoremi sopra esposti si individuano tuttumeri che convergono in
t+1 iterazioni a partire da quelli che convergonotiiterazioni quando
I'algoritmo € nella prima forma.

OSSERVAZIONE 5 - Per la6.10) la6.9) diventa

[ACN, K1 = A O Baa (1 uguaglianza notevolg 6.12)

Per un dato se il derivat®,,; di K; € vuoto, si ha

Ki1 = A1 6.13)

Ad esempio, siccomié; ha il derivato dispari vuotdg=A¢={10,64}.

30y, osservazione 4 di questo paragrafo.
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Individuiamo adesso i numeri Bi.;.

TEOREMA 6.5 (Teorema dei derivati dispari del secondo tipp
Sia h'\/N, t-convergentg h'#2, con l'algoritmo di Collatz nella seconda
forma. Se7b # 1 soddisfacente all’equazione

B+l 6.14)
2

allora il numero dispari

. 2h;3— 1 6.15)

appartiene a B.; .
DIMOSTRAZIONE

Sianob” e h'; soddisfacenti alle ipotesi. Poiclé & dispari, si ottiené’,
applicando ab’ la seconda legge deBter). Quindi la traiettoria

T(b*):T(ZhI -1J :{th BEgN ,...,4,21}

3 3

contiene la traiettori@(h’), sicché /B’.;. Come volevasi dimostrarem

OSSERVAZIONE 6 - Il numeroh’, del teorema.5puo essere pari o dispari e
il derivatoB’.,, potrebbe essere vuotorée anche per valori di t molto gran)diAd
esempid’, ha il derivato dei dispaB; vuoto.

OSSERVAZIONE 7 - | numeri di un insiem@&’ possono essere riguardati in
un duplice modo. S&" & visto come un numero dell'insiendg,,; diremo
che b" proviené" da un parik K. Seb" & visto come numero della
traiettoria T(b) diremo cheb genera il parik K. Tuttavia questa
distinzione qui non é determinante.

31V, 1a 6.4)
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OSSERVAZIONE 8 - Un derivato dispar’, o & vuoto o e formato da numeri
dispari diversi da *.

OSSERVAZIONE 9 - Analogamente allg.10)si ha:

2K =A’1, (AN 6.16)

dove A'.; € linsieme di tutti gli interi positivi parit+1)-convergentie che
sono i doppi dei numeri d{’.. La 6.16) si dimostra come si & fatto nella

prima parte della dimostrazione del teoreénéaggiungendo I'asterisco
agli insiemi2K; e A, e ricorre nella prima parte del teoreéna

OSSERVAZIONE 10 - Un derivato pari &€ formato solo da numeri pari.

OSSERVAZIONE 11- Pert>4, A#A %,

TEOREMA 6.6 (Teorema dell’'unione dei derivati pari e dispari, ajjoritmo
nella seconda forma

Se lalgoritmo di Collatz € usato nella secondarnfa, I'insiemeK’, &
I'unione dei doppi e dei derivati dispari dell'ilesneK’, , ossia:

[AN, K 41=2Ky [T B 1 (Il uguaglianza notevolg 6.17)

DIMOSTRAZIONE

Si procede come nella dimostrazione del teor@&daaggiungendo pero
I'asterisco” a tutti gli insiemi:K;, B., €cc. , e considerando, nella seconda
parte,(3b ,;+1)/2 come successore li,; 5 .;. m

OSSERVAZIONE 12 - Per la6.16), la6.17) puo essere scritta

(AN, K 1=A" 1 OB g (Il uguaglianza notevolg 6.18)
e se per un certdl derivatoB',,; di K'; & vuoto, allora
K w1=A 1 6.19)

Ad esempio, siccomi€’, ha il derivato dei dispaB; vuoto,K ;=A";={8} .

% Perh#2 I'equazione 6.15 non ammette la soluzioré.
33V. teorema 11.5 nel §11.
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t Ki

=0 | Ko={1}
=1 | K={2}
=2 | K={4}
=3 | Ks={8}

t=4 K.={ 16}

=5 Ks={5-32}

=6 Ke={10-64

t=7 K;={3-20-21:-128

=8 Kg={6-40-42-256

t=9 Ko={12-1380-84-85512

t=10 | K,={24-26-160-168-170-1024

t=11 | K,,={48-52-53320-336-340-342048

t=12 | K,={17-96-104-106-113540-672-680-682-4096

t=13 | Ki,5={34-35192-208-212-21226-2271280-1344-1360-
1364-13658192

t=14 | Kq,~{11-68-6970-75384-416-424-426-452-45854-2560-
2688-2720-2728-2730-163B4

t=15 | Kys={22-23136-138-140-141150-151768-832-848-852-
853-904-906-908-90%120-5376-5440-5456-5460-5461
32768

=16 | K,={7-44-4546-272-276-2772280-282-300-30B02-1536-
1664-1696-1704-1706-1808-1812-181316-1818-10240-
10752-10880-10912-10920-10922-65536

Tabella 2 — Tabulazione dei primi sedici insiemi#goritmo nella prima forma). |
numeri sottolineati sono i derivati dispari defi§ieme precedente.

QUESTIONE - Quale insieme rappresenta l'intersezidsqen K, &[N ?
Rispondero a questa domanda §1l
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*o={1}

*1={2}

*={4}

K*s={8}

*4={5-16}

*;={3*-10-32}
K*s={6-20-21*-64}
K*,={12-13*-40-42-128}

*e={24-26-80-84-85*-256}
K*q={17*-48-52-53*-160-168-170-512}
K*16={11*-34-35*-96-104-106-113*-320-336-340-341*-
1024}
t=11 | K*={7*-22-23*-68-69*-70-75*-192-208-212-213*-226-
227*-640-672-680-682-2048}
t=12 | K*,={14-15*-44-45*-46-136-138-140-141*-150-151*-384-
416-424-426-452-453*-454-1280-1344-1360-1364-1365*-
4096}
t=13 | K*3={9*-28-29*-30-88-90-92-93*-272-276-277*-280-282-
300-301*-302-768-832-848-852-853*-904-906-908-909*-
2560-2688-2720-2728-2730-8192}
t=14 | K*,={18-19*-56-58-60-61*-176-180-181*-184-186-201*-
544-552-554-560-564-565*-600-602-604-605*-1536-1-664
1696-1704-1706-1808-1812-1813*-1816-1818-5120-5376
5440-5456-5460-5461*-16384}
t=15 | K*5={36-37*-38-112-116-117*-120-122-352-360-362-368}
369*-372-373*-401*-402-403*-1088-1104-1108-1109*-
1120-1128-1130-1137*1200-1204-1205*-1208-1210-3072
3328-3392-3408-3412-3413*-3616-3624-3626-3632-3636)
3637*-10240-10752-10880-10912-10920-10922-32768}
t=16 | K*={25*-72-74-76-77*-81*-224-232-234-240-241*-244-
245*-267*-704-720-724-725*-736-738-739*-744-746-753
802-803*-804-805-806-2176-2208-2216-2218-2240-2256
2260-2261*-2274-2275*-2400-2408-2410-2416-2417*@47
2421*-6144-6656-6784-6816-6824-6826-7232-7248-7252
7253*-7264-7272-7274-7281*-20480-21504-21760-21824
21840-21844-21845*-65536}

NN IR R IR RIS

~ |+ |+ ||+ |||+~
OO |N[O|O|A~(WIN|FL|O

,_,.
1
=
o

NJ

Tabella 3 - Tabulazione dei primi sedici insiemi, Kalgoritmo nella seconda
forma). | numeri con 'asterisco sono i derivatsdari dell'insieme precedente.
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Capovolgendo Iaabella3 si ottiene il grafo di Collatz<{gura 2) che bisogna
immaginare esteso verso l'alto. Si osservi cheiizzontale vi sono gli interi
che convergono nello stesso numero di passi.

13 35
3367 34 W‘ ‘9 108 (1§34 $i04
168y I £2 A8 53{ 160 K7 52

&

Figura 2 - Grafo di Collatz (algoritmo nella secantbrma)

§7. - ESEMPI

Costruiamo alcuni insien con I'algoritmo di Collatz nella prima e nella
seconda forma.

Prima forma

Se l'algoritmo € applicato nella prima forma, petetminare tutti i numem che
convergono irt+1 passi a partire dai numekidi K; non bastera raddoppiare ogmni
di K; ma bisognera verificare anche, quakd® pari, chek-1 sia divisibile per tre,
perché deve esseBa+1=k, con k4 (teorema 6.9)

Ko
RisultaKy={1} in quanto occorrono zero passi per portiasae 1.

Kl, Kz s K3 eK4

In Ky ci sono i doppi degli elementi &, e non esiste#1 soddisfacente ilN
I'equazione3n+1=k, conk/K, ek pari, poichéK, contiene sold, percidA={2} e
B;=/7. Dunque:K; = A; [7 B; ={2}. InK, c’'e solo4 perché I'equazion8n+1=2
non ha soluzioni in NBy=/7 e K= A,/J/[7 ={4}. SiccomeB;=/7 e B,=/7 , allora
K= AslJ[7 ={8} eKs=A4 7 [T ={16}.
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Ks
L’equazione3n+1=16 ha la soluzione intera positi& pertantoAs={32}, Bs={5} e
Ks= As [/ Bs={5,32}.

Ke

L’insieme Kg contiene sold.0 e 64 che sono i doppi degli elementi . Infatti le
equazioni 3n+1=5 e 3n+1=32 non hanno soluzioni in N quindBs=// e
Ke=As [7[7={10,64}.

K7

K; ha come elementi pa20 e 128 perché doppi di quelli dfs e le soluzioni in N
delle equazioni3n+1=10, 3n+1=64 che sono3 e 21. Quindi: A;={20,128},
B.,={3,21} e K= A;/7B;={3,20,21,128.

Kse

Usiamo il precedente insienke=¢3,20,21,1283. Nessuna delle seguenti equazioni
3n+1=20
3n+1=128

ha soluzioni inN, sicchéBg= /7 .QuindiKg=2K- /7 [7 ={6,40,42,258.

Ko

Usiamo il precedente insiemig=76,40,42,258. Si ha 2Kg={12,80,84,512.
Risolviamo in N le seguenti equazioni:

1) 3n+1=6

2) 3n+1=40

3) 3n+1=42

4) 3n+1=256.

La prima e la terza equazione non hanno soluziom.iLa seconda e la quarta
equazione hanno come soluzioni rispettivameb8e 85 percid Bs=713,85.
DunqueKy=2Kg//By={12,80,84,512/7{13,85={12,13,80,84,85,512

Seconda forma

Se I'algoritmo € applicato nella seconda forma, geterminare tutti i numern che
convergono irt+1 passi a partire dai numeri di K’y non bastera raddoppiare ogni
h" di K'; ma bisognera verificare anche te-1 sia divisibile per tre, perché deve
esser@n+1=2h’, con h#2 (teorema 6.5)

K'o
Si haK’={1} perché occorrono zero passi per porfaael 1.
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K1, K5, K3

In K’y ci sono i doppi degli elementi &, e gli interi positivin che soddisfano
I'equazione 8n+1)/2=1. La soluzionen=1/3 non & accettabile percid={2} e
B',=/J. DunqueK'1=A",/77={2}. InK', c’é solo4 perché I'equazione3a+1)/2=2
non ha soluzione diversa da 1N K ,=A",/J[J={4}. Siccome anche I'equazione
(3n+1)/2=4 non ha soluzione in N 3= A"3/77={8}.

K',

Il doppio dell'unico elemento dellinsiem&’; porta adA’,={16}. Risolvendo
I'equazione 8n+1)/2=8 otteniamon=5, dunqueB’,= {5} eK ;= A"4/7B ,={5,16}.

K's

| doppi degli interi diK’, sono 10 e 32 quind\'s={10,32.. Delle due equazioni
(3n+1)/2=5 e @n+1)/2=16 solo la prima ammette iN la soluzionen=3 quindi
B's=73} e K's= A's[7B's={3,10,32.

K's

| doppi degli interi dK's sono 6, 20 e 64, quinéi = {6,20,64. Delle tre equazioni
(3n+1)/2=3, (3n+1)/2=10 e (3n+1)/2=32 solo la terza ha la soluzione accettabile
n=21, dunqueB’s={21} e K'= A's/7 B ¢={6,20,21,64.

§8.— I MASSIMI DI K, E K.

Alla fine del 85 ponevo la questione della ricerca del massimo gtii 0
insiemeK. Esaminando le tabelize 3 del §6 avevo ipotizzato che il numero
2' fosse il massimo di og; e K',. Cio & confermato dal teorend2. Ho
preferito inserire qui, nel lemn@&al, alcune ovvie conclusioni.

LEMMA 8.1

i) Se kKK, allora 2k/ Ay, ,[XLN.

i) Se @A allora 2a/lAu1 ,[A[N,.

i) Se kK, allora 2K{A 11 ,[XON.
i) Se & JA'; allora 2a/7A 1 ,[X[N,.

DIMOSTRAZIONE
Ricordiamo che valgono &10)e la 6.16).

i) Siak, t-convergentecont/N. La traiettoria

T(k)
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e contenuta nella traiettoria
T(2k ) ={2K k. ,...421
percido2k € un pari che converge tifil iterazioni, ovver@k/ Ay, C. V. d.®

i) Sia a,/JA et/N, PoicheA/K, & purea/K; . Applicando la), segue che
28/ A1 , [ALN, C. V. d @

La i') e laii’) si dimostrano rispettivamente come iJae laii), basta

asteriscare gli insien;e A.. =

TEOREMA 8.2 (Teorema dei massimi d; eK’;)
) &N, max(K)=2".

i) N, max(K)=2".

DIMOSTRAZIONE

i) Algoritmo di Collatz nella prima forma

Procederemo per induzione usando la prima uguaglinatevole.12)
Set=1 allora max(K)=2"'=2.

Siat>1

e

max(K)=2". 8.1)
Dimostreremo che & anchex(K.,)=2"". Per farlo, occorrera provare che
1) max(A.)=2""  (prima parte);

e

2) ogni numero dB,,; & minore d2*! (seconda parte).
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Prima parte

1) Mostriamo chemax(A.,)=2"" e cioé che ogni numero dj,; & minore di
2"t e che2™! @ inAs;.

Siak,/K;. Allora, per l'ipotesig.1)

(kK , k<2, 8.2)
Per lai) del LemmaB.1)

2k A1 - 8.3)
Das8.2) segue che

kK, 2k <2, 8.4)
Siccome per |&8.1) & anche

2K,

per la prima uguaglianza notevaa2),

21

da cui, per laii) del LemmaB.1), si ha

2" Ay 8.5)

Da 8.3), 8.4)e 8.5)segue chenax(A.;)=2"*, cioé la1), c. v. d.e

Seconda parte

2) SeBy;=/J, dalla6.12) segue che&,=A.; e damax(A.;)=2"" (prima parte)
segue chenax(k,;)=2"'. SiaB.,#/J. Mostriamo che ogni elemento Bli, &
minore di2**. | numeriby; di B..; sono i dispari del tip6.7):

-1 .
b,, = K3 , conk, 0K, ek, pari 8.6)

Michele Ventrone — 8 maggio 2011 - 13 settembrel2022 gennaio 2012 24



ma avendosi da
k-1<k

che

k‘3_1<h 8.7)

si ha, da8.6), 8.7)e8.1),che

By < ke <2 8.8)
e quindi

(D1 By, by < 2.

Dunque anche tutti i numet, di B,; sono minori di2*! e la2) &
dimostratae

Dalla prima e dalla seconda parte segue che tottmeri diK..; SONno0 minori
o uguali di 2** e questo dimostra . @

i) Algoritmo di Collatz nella seconda forma

Procederemo per induzione usando la seconda ugnaglhotevolé.18)
Set=1 allora max(K)=2"=2.

Siat>1

e

max(K)=2". 8.9)

Dimostreremo che & anchex(K,,;)=2"". Per farlo occorrera provare che
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1) max(A.1)=2"  (prima parte;
e
2") ogni numero dB,,., € minore d2** (seconda parte

Prima parte”

1) La dimostrazione & analoga a quella della partmardellai) con
I'algoritmo nella prima forma, basta aggiungerestéisco agli insiemiA, e
K. Dunque2™! & il massimo di’.; e la1l’) & dimostratae

Seconda parté

2') Se B'w.=/J, da6.18) segue cheK',=A"\,; € damax(A.;)=2"" (prima
parte) segue chenax(K.;)=2"". SiaB'..;#. Proviamo che tutti i numebi
di B'w1 sono minori d2**. | numerib’.; sono i dispari del tip6.15)

*

2 -1

b, = ,conk; OK; 8.10)
ma da

2K - 1 < 2K,

segue che

2k -1 .

ktT <2 8.11)

Per l'ipotesig.9)

KK, K s2'

da cui segue che

K (K, 2K, s2% 8.12)
Infine, per 1€8.10), 8.11)e8.12) possiamo scrivere

by < 2K <2,
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Dunque tutti i numerd ., di B, sono minori d2** e la2) & dimostratae

Da1’) e da2') segue che tutti i numeri &i., sono minori o uguali d2"* e
cosi anche &) & dimostratam

Dal teorema 8.2 seguono subito i seguenti corollari
COROLLARIO 8.3

) [tON, max(2K=2"*

i) (AN, max(2K)=2"".

COROLLARIO 8.4

i) CtNo, max(R)=2"

i") AN, max(A)=2".

OSSERVAZIONE - Il teoremas.2 fornisce indicazioni sul tipo di numeri
contenuti negli insiemK: o ¢’é solo2' o ¢i sono i numeri minori o uguali di
2' e questo significa che ogki & un insieme finito.

Possiamo enunciare il corollario che segue.

COROLLARIO 8.5 - [&/N, K, e K, sono finiti.

Ogni insiemeK e formato dagli insiemi numeri@ e B. Se un insiem® e
non vuoto, allora & dotato di massimo, essendddimisuperiormente dal
massimo dell'insiemek che lo contier. Vale percid anche il seguente
corollario.

COROLLARIO 8.6
i) SeB,# /7 allora/7max(B) conmax(B)<2".
i) SeB',# [J allora/Jmax(B;) conmax(B;)<2".

QUESTIONI - E’ possibile calcolare o almeno stimare la numégodi K,
(K'), perundato? Sipud fare altrettanto per i sottoinsiéngB ?

34 V. teorema 6.3.
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89. - SUI MASSIMI DEGLI INSIEMI B
Diamo una maggiorazione stretta dei massimi degiemiB.
PROPOSIZIONE 9.1

i) Se B.1# /7 allora

-1
[k K, ke pari : max(Bi1) < KT; 9.1)
i") Se Bu1# 7 allora
2k -1
KK+ max(Byy) < KT 9.2)

DIMOSTRAZIONE
i) SeB.; # [, allora in corrispondenza di ogni dispéafi; /B, esistera un
numero park./K, tale ché&

_k-1
bt+1_ 3

Allora, in particolare, anche per il massimo &li; vale la precedente
diseguaglianza, cioe fal), c. v. d.@

$V. 1a6.3).
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i) SeB'..# [, allora in corrispondenza di ogni dispBfi, B, esistera un
numerok' /K, tale ché®

ma

2 -1_2 -1
3 2

quindi

Allora, in particolare, anche per il massimo Rli,; vale la precedente
diseguaglianza, cioe fa2), c. v. d.m

Dalla proposizioned.1 discende la seguente proposiziahg che da una
maggiorazione un po’ piu larga dei massimi degliemiB.

PROPOSIZIONE 9.2
) Se B.# /7 allora max(B,) < 2" 9.3)

i) Se By # 7 allora max(By) < 2. 9.4)

DIMOSTRAZIONE
i) Se B, # 7 allora vale la diseguagliangal) ed anche

kt2_1<kt

ma, per il teorema.2,il massimo dk; &2, ossia

Ok OK,, k <2

%V, l1a6.4).
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quindi
max(B.;) <2, c.v. d®

i) Se B, # [7 allora vale la diseguagliangz2) ed anche

K -1
2

<k

ma, per il teorema.2,il massimo dK’, &2', ossia
Ok 0K, k <2

quindi

max(Bu1)<2',c.v.d. m

OSSERVAZIONI 1 - Si pud far discendere la proposizio®el) dalla
proposizione.2).

E’ possibile in alcuni casi determinare il massidegli insiemiB. Vediamo

come. | numeri d,, e diB".; provengono dalle soluzioni, se esistono, delle
equazioni

k. -1
by :tT con k, OK, ,k, pari, k, #4 9.5)

. 2k -1
by, =

con k; OK; ki #2 p.6

per i teoremi, rispettivamente.2 €6.5.

Il pit grande numero intero dispari che si puo ratte dalla9.5), se
sostituiamo ak, il massimao2' di K, , &

2-1
3
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se2-1 e divisibile per tre.

Allo stesso modo, il pit grande numero intero dispae si pud ottenere
dalla9.6), se sostituiamo i, il massimo2' di K’ , &

2"t -1
3

se2"!-1 & divisibile per tre.

Possiamo, quindi, enunciare il seguente teorema.

TEOREMA 9.3 (Teorema dei massimi dB,eB";)

2' -1
i) Se 21 = 0 mod 3, con/iN, e t2, allora MaxXB,.,)= 3

« 2"t -1
i") Se #'-1 =0 mod 3, con/iN, e t1, allora ma)(BHl):T :

E’ possibile dare un’altra dimostrazione del teca@®s.

SECONDA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 9.3
i) Per ipotesi il numera' ét-convergentee I'equazioneb+1=2" € soddisfatta
da

2'-1
3

b=

che é diverso da perché&z2, quindi, per il teorema.2
b/7Buy .

Supponiamo adesso, per assurdo, che

[BOB,, :b<p

cioé, tenendo conto della formadé dig
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t — —
2-1_k-1
3

con k OK, ek, pari

Dalla precedente disuguaglianza segue che

2'<k,

fatto assurdo perché il massimakgé 2', allora deve risultare:
OB0B..,B<b  gioe la tesi. ®

i) Per ipotesi il numer® & t-convergentee I'equazione3b+1=2%! &
soddisfatta da

t—
b*=2[2 1
3

che e diverso da, perchéz1, quindi per il teorema.5
b /7B .

Supponiamo adesso, per assurdo, che

0B OB, :b <f

ciog, tenendo conto della formatdie dig’

t_ o
m% 1_2¢ -1

con ki OK;

Dalla precedente disuguaglianza segue che

2'<k’

fatto assurdo perché il massimakdie 2, allora deve risultare:

0F UB...B b ciog latesi. m
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OSSERVAZIONI 2 — Nel casa=0 il predecessore di 2' non € un dispari, nel
casot=2 éb=1 che non appartiene a nessun derivato disparit=Pe¥t=3 il
numero2-1 non é divisibile per tre.

810. - CONGETTURA DEL PARTIZIONAMENTO DI N,

Abbiamo visto, con la proposizione fondamentale che gli insiemk; eK’;
S0oNo non vuoti:

a) [A[N, K+ 0O a) (AN, K £ O 10.1)

Abbiamo dimostrato, proposiziomes, che gli insiemk; eK’; sono a due a
due disgiunti:

py Ot #t,. K, nK, =0 by Ot %t K n K, =0 10.2)

Se fossero vere anche le uguaglianze di ricoprioneint,:
©) JK =N, tON ¢) JK; =N, tON 10.3)
t=0 t=0

potremmo affermare che ognuna delle famigli@},n € /K'Jin € una
partizioné’ di N,. Dunque, se fossero verpec’) di 10.3) sarebbe provata la
congettura di Collatz e cioé che ogni intero pesite in solokK o, in altri
termini, cheogni intero positivo converge

§11. — SULL'INTERSEZIONE DI K; e K},

In questo paragrafo dimostreremo che l'intersezibegli insiemik, e K'; &
{2}.

La relazione R="gli interi positivi x e y sono dgalenti se sono entramlticonvergenti non &
riflessiva perché non si sa se ogni intero positienverge (& cid che bisogna dimostrare).
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LEMMA 11.1
L'intersezione dei derivati dispari del primo tip@onvergentie dei derivati
pari del secondo tipeéconvergentié vuota, ossia:

[N, BN A'=0 11.1)
DIMOSTRAZIONE

Ovwvia, perché un derivato dispari 0 € vuoto o énfto da numeri dispari
diversi da1 e un derivato pari contiene solo numeri Parim

LEMMA 11.2

L'intersezione dei derivati dispari del secondootipconvergentie dei
derivati pari del primo tipa-convergentie vuota, ossia:

[N, By n A= 0 11.2)
DIMOSTRAZIONE

Ovwvia, siccome un derivato dispari o0 &€ vuoto orenfiio da numeri dispari
diversi dal e un derivato pari contiene solo numeri Pan

LEMMA 11.3

L'intersezione dei derivati dispari del primo tip@onvergentie del secondo
tipo t-convergenti € vuota, ossia:

[A[N,, B nB' =0 11.3)
DIMOSTRAZIONE

Banalmente, seé uguale a 1, 2, 3, gli insierdi e B, sono entrambi vuoti.
Supponiamo per assurdo che per un fissagorisulti

B, n B \#0.

Allora esistera almeno un

n°/B, n B,

38\/. osservazioni 3 e 10 del 86 .
39, osservazioni 8 e 10 del 86 .
01 notazioney, indica che il numera ét-convergente
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Da
By = {NLD: 3n+1=Kea, ka1 Kia ke pari}“l
segue che e un intero dispari della forn&7), ossia

k., -1

n = , con k_ OK_, ek_, pari

e da

* 3r][ + 1 * * *
nB = {n/[D: T=k 1, KK t—l}42

segue che, & un intero dispari della forng&l5), ossia

:M, con ki, 0K,

percio, eguagliando le due espressiomi,didovra essere anche

k,-1_2k,-1
3 3

e quindi anche

k1=2K 1y 11.4)
conke1/Kes € Ko1K ¢4,

L’eguaglianzall.4) &€ manifestamente assurda perkhé (t-1)-convergente
2K, ét-convergenteper lai’) del lemmas.1 Dungue non ha senso supporre

non vuota lintersezioned, »n B, e per larbitrarieta dit >3 la 11.3) &
dimostrata. m

41y, 12 6.3) del §6.
42\, 12 6.4) del §6.
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LEMMA 11.4

L'intersezione dk, eK’; & uguale all'intersezione dei derivati parikii; e
dei derivati pari diK",, , ossia:

[N, K n Kt =An A 11.5)
DIMOSTRAZIONE

Per la dimostrazione ci avvarremo delle uguagliamzievoli6.12) e 6.18)
Fissatot/N, si ha:

Ken K= (A OB) n (A TBY)=

=((A«TB) n A) (A B) n BY)=

=(AANnA) OB NA)TANBYIB nBY 11.6)

La tesi segue applicando alla seconda, terza eagudersezione dellal.6),

rispettivamente, i lemniil.1) 11.2)e 11.3)e per l'arbitrarieta di. =

LEMMA 11.5
L'intersezione dei derivati pari del primo tipeconvergentie del secondo
tipo t-convergenté {24, ossia:

[RNo, A 0 A'={2" 11.7)
DIMOSTRAZIONE

Per la dimostrazione faremo uso delle uguagli@nz® e 6.16). Banalmente,
set é uguale &, 2, 3, la11.7) & vera. Per un fissate:3 si puo scrivere:

A n A =2Key 10 2K 1 =2(Keg 1 K'i) 11.8)

Applicando il lemma11.4 all'intersezione nell'ultima parentesi delld.8)
otteniamo

2(Ke1 0 K*t—l) =2(Acan A*t-l)z

= 2(2K:2 1 2K 12)=2%(Ke2 11 K'r2) )8
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Applicando il lemmat1.4 allintersezione nell'ultima parentesi della.9) e
iterando otteniamo

2(Kizo N K'12) =24 Az N A')= .= 274Ky n K'y) 11.10)

Infine, applicando il lemmazl.4 all'intersezione nell’ultima parentesi della
11.10) si ha

2% Ky n K'y) =24 AL 0 A= 22Ky n 2K o) =2'(Ko n K'o) =
=2'(A0 n Ao) = 2'({1} n {1D={2'}.

Per l'arbitrarieta dit >3 la11.7)e dimostrata. m

TEOREMA 11.6
L'intersezione trak, eK';, € uguale §2%, ossia

[N, K n K ={2' . 11.11)

DIMOSTRAZIONE

Applicando allintersezione K, n K il lemma 11.4 si ha la11.5)
Applicando il lemmat1.5 all'intersezione A, n A, della11.5) si ottiene la
11.11)c.v.d. m

§ 12. - CONCLUSIONI

Abbiamo visto che ciascuna delle famiglig /- e /K Jun , legate alla
congettura di Collatz nelle due forme, & formatglidasiemi numerici finiti
K di interi positivi, a due a due disgiunti. Ognsi@meK, a sua volta, e
formato dagli insiemi numerici di interi positii e B, /t/N,, ed ha per
massimo il numer@'. Il lettore avra notato, in particolare, che gisiemiA,
e A', non sono doppi di alcun insierde allora, ponend@=K, e A’ =K',*3,
possiamo considerare gli insiemie A';, /&N, come costituiti dagli interi
positivi della formaa2, cona/N, e tZN. In questo modo il teoren@2 e |l
corollario 8.4 del 811 saranno validi’t/ZN. Continueranno a valerg/N, le

43V, note 19 e 20.
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6.9), 6.10), 6.12), 6.16), 6.17)€ 6.18), perché non generamg e A',. Bisognera
prestare attenzione alle due uguaglianze notévist) e 6.18) se scritte nella
seguente forma:

[AON, K = A OB (I uguaglianza notevolg

[A[N, K=A", B, (Il uguaglianza notevolg

dato che gli insiemiA, e A, non possono essere considerati come doppi,
rispettivamente, dk.; e diK';; set=0. In questo caso gli insienA vanno
interpretati come sopra detto. Infine, anche fulgéimmi dall.1a1l.5e il
teoremall.g con la nuova definizione degli insiemi possono rienunciarsi

[X[N, evitando, se si vuole, le locuzionietivati pari’ 0 “insieme dei doppia
favore dei semplici nomi, eA’, .

APPENDICE

ALCUNE CODIFICHE DELL’ALGORITMO DI COLLATZ  (prima forma )

QBASIC

'PROGRAMMA 3n+1
DO
INPUT "Immetti un intero positivo N >>>_ ", n
DOWHILEn >1
IFnMOD 2 =0 THEN

n=n/2
ELSE
n=3*n+1
END IF
PRINT n; " "
LOOP
PRINT

INPUT "ANCORA (S/N) >>>_ ", RISPOSTA$
RISPOSTA$ = UCASES$(RISPOSTAS)
LOOP UNTIL RISPOSTAS$ = "N"

Free Basic

'PROGRAMMA 3n+1
DIM n as Longint
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‘Longlint: -9 223 372 036 854 775 808 to 9 223 33@ 854 775
‘ULongint:0 to 18 446 744 073 709 551 615
'Ulnteger:0 to 4 294 967 295
DIM RISPOSTA as STRING
DO UNTIL (RISPOSTA ="N")
INPUT "Immetti un intero positivo N >>>_ " n
WHILEn>1
IFn MOD 2 =0 THEN
n=n/2
ELSE
n=3*n+1
END IF
PRINT n; " ";
WEND
INPUT "ANCORA (S/N) >>>_ " RISPOSTA
RISPOSTA = UCASE$(RISPOSTA)
LOOP

Nota
Non usate gli interi del tipo ULongInt con il Fre&BIC v.0.20.0b-win32.

Pascal (Free Pascal)

Program Syracuse;

Var n:Integer;

risposta:Char;

Begin

Repeat

Write(Immetti un intero positivo N >>>_');
ReadIn(n);
While n > 1 Do
Begin
IfnMod 2 =1 Then
n=3*n+1
Else
n:=n Div 2;
Write(n,"");
End; { End While }

Writeln;

Write(ALTRA ELABORAZIONE ? (S/N) >_");

ReadIn(risposta);

risposta:=UpCase(risposta);

Until risposta="N';

End.

FORTRAN95

program collatz
I scritto in F_world version 1.0 - (Imaginel) -
character(len=1) :: risposta
integer::N
do
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print*," Immetti un intero positivo N >>>>"
read*,N

do
if (modulo(N,2)==0) then
N=N/2
else
N=3*N+1
end if
print*,N

if (N==1) then
exit
end if
end do

print*,"”ANCORA ? (S/IN) >_"
read*,risposta
if ((risposta=="n") .or. (risposta=="N"fe&n
exit
end if
end do
end program collatz

OCTAVE

function syrac=syr(n)
syrac=[n];
while (n>1)
if (mod(n,2)==0)
n=n/2;
else
n=3*n+1,
endif
syrac=[syrac,n];
endwhile
endfunction
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