Soluzione del gioco n. 9: “Biglie rotanti”

Risposta:  Mentre la biglia percorre la guida, Antonio osserva che essa 

                 compie su se stessa un numero di giri pari a  2,10344787532
Motivazione:


[image: image1]Il punto P descriverà una curva a spirale sulla superficie sferica percorrendo il binario per cui detto dl  l’elemento di lunghezza del binario si ha: dr = 0  e  ds = dl
Da ciò la relazione precedente diviene:

dl 2 = r2 d( 2 + r2 sin2 ( d(2 = r2 d( 2 + (2 d( 2
dove  il raggio di rotazione istantaneo  ( = r sin (  = 5 sin (
Dalla relazione si ricava il differenziale
d(  = (1 / () Sqrt ( dl 2 ( 25 d( 2 )
ma dalla prima figura si ha anche ( = Sqrt( r2 - x2 ) = Sqrt( 25 - x2 )             
dove x  è la distanza PPo








Dalle relazioni sopra riportate si ricava il differenziale d( in funzione di x

d( = (1/sin () [Sqrt(25 cos2 ( ( x2) / (25 ( x2)] dx

da cui integrando rispetto ad  x  tra il limite inferiore 1 e limite superiore 4,5

si ottiene l’angolo di rotazione (1  che la biglia compie intorno al proprio asse

                                          4,5

(1   = (1/sin () ( [Sqrt( 25 cos2 ( ( x2 ) / ( 25 ( x2 )] dx 
                              1

Trovata una primitiva dell’integrale si ottiene che l’angolo (1  ha un valore pari alla seguente funzione calcolata tra  x =1  e   x = 4,5 

                                                                                                                                                                               4,5
(1 = [(1/sin () arcsin( x / (5 cos ()) – arctg( x sin ( / Sqrt( 25 cos2 ( ( x2 ))]
                                                                                                                                                                                1

dove (  = arctg( 3,5 / 50 ) 

Eseguito il calcolo si ottiene:       (1 = 13,0871025600 radianti
La proiezione dell’asse di rotazione della biglia su di un piano ortogonale allo stesso asse percorre una curva in quanto i due elementi del binario non sono paralleli fra di loro.

L’osservatore esterno Antonio vede un angolo di rotazione somma di due contributi: il primo è pari al valore (1  già calcolato, il secondo (2 dovuto allo movimento dell’asse come sopra spiegato.

Questo secondo contributo si può calcolare considerando l’equazione della curva:

Y(z) = Sqrt [ 25 ( (1+7 z /100)^2 ]
dove l’asse z rappresenta la retta giacente nel piano del binario come indicato nella seconda figura.

Il secondo contributo è pari alla differenza tra l’angolo che la tangente a tale curva forma in corrispondenza della posizione iniziale e l’angolo formato in corrispondenza della posizione finale della biglia.

Sapendo che le tangenti trigonometriche di tali angoli sono date dal valore della derivata della funzione della curva calcolata nei punti iniziale (z=0) e finale (z=50),
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si ottiene l’angolo (2  pari a:

(2 = arctg(dy/dz)z=0 ( arctg(dy/dz)z=50 = 0,12925022462 radianti
Per cui il numero di giri rilevati da Antonio risulta pari:

n = ( (1 + (2 ) / 2( = 13,216352784635 / 2(  = 2,10344787532 
Nickname: mike

La funzione primitiva è stata trovata con l’aiuto del sito “The Integrator” riportato sui links:

“Analisi Matematica” di Matematicamente.

I valori degli angoli sono stati calcolati mediante un foglio elettronico excel che viene allegato.

Pertanto il numero di giri trovato risulta di una grande precisione fino alla decima cifra decimale.
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x = asse di rotazione
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Sia dato un sistema di riferimento


in coordinate polari : r, (, ( 


come in figura, dove l’asse x è l’asse di rotazione della biglia e gli altri due assi fissi nello spazio:


Si può scrivere l’espressione dell’elemento di arco ds descritto dal punto P in coordinate polari:


ds2 = dr2 + r 2 d( 2 + r 2 sin2 ( d( 2 


Sia P uno dei due punti di contatto tra la biglia e i binari nell’istante di partenza della biglia.
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Da cui:


( = arcsin [ Sqrt( 1 - x2/ 25 ) ]


Eseguendo la derivata rispetto ad x


si ottiene:


d( / dx = ( 1/ Sqrt( 25 - x2 )





Dalla seconda figura si ottiene:


x = 4,5 – l sin (


l = (4,5 – x) / sin(


derivando rispetto ad x si ha:


dl /dx = ( 1/sin (
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