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Presentazione

Nel corso della lettura dei volumi troverai diverse cose, che di seguito ti spiego brevemente.

All’inizio di alcune unita trovi un breve ripasso di argomenti svolti negli anni precedenti che ti risultano
utili per affrontare serenamente la stessa unita. Vanno sotto il nome di Richiamiamo le Conoscenze. In
alcune unita vi sono anche argomenti di approfondimento, denominati con il titolo Quelli che ... voglio-
no sapere di piu

Le definizioni, i teoremi, i corollari e simili enti matematici, sono contenuti all’interno di appositi box di
un uguale colore (verde per le definizioni, celeste per i teoremi e cosi via)

Ogni tanto troverai anche un box che ti spiega il significato di alcuni vocaboli, si intitola Che cosa signi-
fica?

Poi ci sono tre diversi tipi di box con diverse informazioni storiche, precisamente ci sono quelli intitolati
I Protagonisti, che contengono informazioni relativamente a famosi matematici citati nelle stesse pagi-
ne; invece ne L.’angolo storico ci sono informazioni di varia natura, su quando per la prima volta si sono
incontrate le nozioni di cui si sta parlando e simili informazioni; infine in quelli dal titolo L’antologia
sono riportati e commentati passi di famose opere matematiche.

Vi sono anche dei box chiamati Intervallo matematico o Giochiamo alla matematica, che si riferisco-
no, i primi ad applicazioni della matematica e gli altri alla cosiddetta matematica ricreativa.

Tenuto conto delle ultime riforme scolastiche, in particolare della prova multidisciplinare dell’Esame di
Stato, che riguarda la matematica e la fisica, ogni tanto troverai anche L.’angolo della MateFisica, in cui
sono trattati argomenti di fisica attinenti quelli di matematica sviluppati nell’unita.

Alla fine di ogni argomento vi sono le relative verifiche. In esse sono presenti esercizi di tre livelli di dif-
ficolta, opportunamente indicati. Il Livello 1 & relativo a esercizi che sono spesso semplice applicazione
di quanto detto nella teoria; quelli di Livello 2 o contengono calcoli pit complicati, o hanno bisogno di
un impegno maggiore; infine quelli di Livello 3 riguardano quesiti che devono essere impostati usando
la fantasia e non in modo ripetitivo. Questi ultimi sono riferiti ai pit volenterosi. Per quelli a cui piace
veramente ragionare e impegnarsi, alla fine di ogni unita sono presenti alcuni esercizi molto complessi,
che vanno sotto il nome di La sfida. Invece per aiutarti all’inizio di ogni gruppo di esercizi di livello 1 o
2 vi sono alcuni esercizi simili svolti. Inoltre, in alcuni casi ¢ presente L.’angolo delle correzioni, in cui
vengono mostrati esercizi errati da correggere.

Sono talvolta presenti box legati a importanti software matematici, quasi tutti di libero uso. In essi sono
presenti dei link a delle applicazioni che descrivono come usare il software per comprendere meglio gli
argomenti trattati o dei files che puoi usare solo se hai il software installato.

Sono riportati quesiti assegnati nelle prove INVALSI e nelle prove OCSE PISA ((Programme for Inter-
national Student Assessment) degli ultimi anni. In particolare si ricorda che le prove INVALSI dal 2003
al 2007, in via sperimentale furono assegnate agli alunni di prima superiore, successivamente, dal 2011
in poi a quelli di seconda superiore.

Sono anche presenti dei quesiti tratti da gare matematiche italiane ed internazionali, alcuni quesiti sono
anche enunciati in lingua inglese.

Alla fine di ogni unita vi sono le attivita di recupero, formate essenzialmente da una serie di esercizi
svolti, da completare e da svolgere interamente.

Infine sono proposti dei test in formato multimediale, almeno 10 di numero, relativi ai pit importanti ar-
gomenti dell’unita didattica, essi sono utilizzabili solo on line dal sito http:/mathinterattiva.altervista.org.

Un altro sito da cui puoi scaricare molto materiale didattico gratuito ¢ http://matdidattica.altervista.org.

Vi sono anche diversi collegamenti multimediali che ti portano a pagine web o a files di qualcuno dei
software liberi che sono descritti nel libro, o ancora delle applicazioni che mostrano meglio come si fa
una certa procedura o come si dimostra un teorema o altro ancora.

Buon lavoro da Carmelo Di Stefano
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5. Algebra non lineare

5.1 I numeri irrazionali

Prerequisiti
e Numeri razionali e relative operazioni
e Relazioni di equivalenza
¢ Geometria euclidea
¢ Concetto di elevamento a potenza
¢ Insiemistica
¢ Numeri razionali
¢ C(Calcolo polinomiale
¢ Diseguaglianze e disequazioni di primo grado o a esse riconducibili
Obiettivi
e Acquisire il concetto di numero irrazionale
e Acquisire familiarita con le operazioni aritmetiche con 1 radicali
¢ Determinare, almeno in linea di principio, un valore approssimato di un radicale irriducibile
e Comprendere il concetto di esponente frazionario
¢ Distinguere i valori approssimati da quelli esatti
Contenuti
¢ Richiamiamo le conoscenze: I numeri reali
e Operazione di estrazione di radice n—esima
e Operazioni con i radicali
¢ Notazione esponenziale dei radicali
¢ Razionalizzazione di una espressione irrazionale
Quelli che vogliono sapere di piu
Costruzione dei numeri irrazionali
Parole chiave

Approssimazione per difetto — Approssimazione per eccesso — Indice — Irrazionale — Radicale — Radicando —
Incommensurabile — Radicale apparente — Radicale irriducibile

Simbologia

o | Indica I’insieme dei numeri irrazionali

° ﬁ Indica la radice n—esima del numero R
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Richiamiamo le conoscenze
I numeri reali

Definizione A

e Chiameremo insieme dei numeri reali I'insieme dei numeri che possono essere scritti premettendo il se-
gno + o — a un numero intero, facendolo poi seguire da una virgola e da altre cifre in numero qualsiasi.

¢ Chiameremo sua parte intera il numero che precede la virgola.

¢ Chiameremo sua parte decimale le infinite cifre che seguono la virgola.

Notazione A
L’insieme dei numeri reali si indica con il simbolo R .

Notazione B

Quando scriviamo i numeri reali positivi possiamo anche omettere il segno +. Se a partire da una certa cifra
in poi tutte le altre sono zero conveniamo di non scriverle; se tutta la parte decimale ¢ composta da infiniti
zeri non scriveremo nemmeno la virgola.

Esempio A

L'insieme R risulta infinito e comprende come sue parti

e l'insieme N: i numeri naturali sono quelli che sono preceduti dal segno + e hanno parte decimale tutta
formata da zeri;

e linsieme Z: gli interi relativi si comportano come i naturali ma possono essere preceduti anche dal
segno — o essere il numero 0;

¢ ['insieme Q: i numeri razionali che hanno la parte decimale che contiene infiniti zeri a partire da una
determinata posizione (numeri decimali limitati), oppure la parte decimale formata ripetendo all'infinito
le prime n cifre (numeri periodici semplici), o infine la ripetizione all'infinito di gruppi di cifre tutti
uguali a partire non dalla prima cifra dopo la virgola ma dopo un certo numero di altre cifre (numeri
periodici misti).

Cosi 1 seguenti sono esempi di numeri reali: 123; 12,31; 14,2323232323... ; 0,12345678... In particolare

nell’ultimo numero sottintendiamo di scrivere uno dietro I’altro tutti i numeri naturali.

Vediamo adesso due importanti proprieta dei numeri reali.

Definizione B

¢ Dato un insieme numerico se fra due suoi elementi qualunque, a e b, con a < b, esiste sempre un numero
c tale che si abbia a < ¢ < b, I’insieme si dira denso.

¢ Dato un insieme numerico denso, se fra due suoi elementi qualunque, a e b, con a < b, esistono solo nu-
meri dello stesso insieme, esso si dira continuo.

Esempio B

¢ ['insiemeN non ¢ denso, per esempio fra i numeri naturali 2 € 3 non vi sono altri numeri naturali. Lo
stesso succede per Z .

e Invece sia Q che R sono densi. Per esempio fra 1,2 e 1,3 c’¢ il numero razionale 1,25. Fra 0,123...
format da tutti i numeri naturali scritti uno dietro 1’altro e 0,13579... scrivendo solo i numeri dispari vi ¢
per esempio il numero reale 0,124567...

¢ Invece Q non & continuo perché per esempio fra 3,14 e 3,15 c’¢ il numero 7 che non ¢ un numero
razionale. Invece R & un insieme continuo, fra due numeri reali ci sono solo numeri reali.
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Definizione C
Diciamo insieme dei numeri irrazionali I’insieme differenza R\Q

Notazione C

L’insieme dei numeri irrazionali si indica con il simbolo I.

Che cosa significa?

Numero irrazionale letteralmente vuol dire che sfugge alla ragione. Per la prima volta Michel Stiefel nella
Arithmetica integra del 1544 parla di numeri irrationales riferendosi ai rapporti di grandezze geometriche
incommensurabili, ossia che non possono essere espresse nella stessa unita di misura.

Esempio B
I numeri irrazionali sono tutti quei numeri esprimibili con una parte decimale infinita ma non periodica. Il

numero \/E =1,4142...e il numero = 3,1415... sono due fra i numeri irrazionali piu utilizzati. Non ci si
lasci ingannare dalle ellissi: esse compaiono qui perché le cifre sono infinite, non perché esse verificano
qualche particolare condizione. Infatti la quinta e la sesta cifra decimale di V2 =1,4142... non sono 4 e 3
mentre invece esse sono 1 e 3. Lo stesso discorso vale per T e per altri numeri irrazionali .
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Operazione di estrazione di radice n—-esima

In fondo, anche se in questo testo non abbiamo mai parlato di radici quadrate, queste sono note allo studente
sin dalla scuola media, in particolare dall’applicazione del teorema di Pitagora. Queste conoscenze sono pe-
ro intuitive e poco rigorose, adesso ¢ venuto il momento di renderle piu precise.

Definizione 1
Dato un numero reale non negativo a, diciamo sua radice quadrata il numero reale positivo r il cui quadra-
to ¢ uguale ad a.

Notazione 1
Per indicare la radice quadrata di a scriviamo +a .

L’angolo storico

Il simbolo Y ha avuto una lunga storia nel corso dei secoli. Gia in un papiro egiziano compare il simbolo di
una squadra posta in piedi. In seguito, durante il medioevo, in Europa i simboli piu usati furono R, con il si-
gnificato di radix; [, con il significato di latus, e il segno V. Quest’ultimo segno ebbe origine in Germania e
probabilmente ¢ una deformazione della lettera r. Il simbolo piu vicino a quello attuale si trova nei lavori di
Christoff Rudolff, un matematico tedesco vissuto nei primi del 1500. Dopo 1’acquisizione di tale simbolo
per la radice quadrata dovettero passare secoli perché lo stesso simbolo, con un indice numerico, indicasse,
anche le radici terze, quarte e cosi via

Nella definizione abbiamo detto che a non deve essere negativo; cio € motivato dal fatto che, considerate le
regole dei segni per la moltiplicazione di due numeri relativi, il quadrato di un numero reale ¢ sempre un
numero non negativo. Potrebbe pero sorgere il dubbio se, qualunque sia il numero reale non negativo a, esi-
sta sempre la sua radice quadrata. Nel seguente esempio proponiamo una strategia che ci aiuta a capire che
la risposta al quesito ¢ sempre positiva e che ci permette di calcolare un valore approssimato di tale radice.

Esempio 1
Si voglia calcolare la radice quadrata di 73. Cominciamo a chiederci: esistono numeri interi il cui quadrato
uguagli 73? La risposta & negativa, infatti 8 < 73 < 9%. Proprio queste disuguaglianze ci fanno capire che il

numero +/73 ¢ del tipo 8,a1a2a3...., con ajayas cifre da determinare. Se vogliamo determinare a; possiamo
considerare che tale cifra puo essere uguale a una qualunque delle dieci cifre O, 1, ..., 9. Consideriamo allora
i quadrati dei numeri 8,0; 8,1; ...; 8,9 o meglio solo quei quadrati, dei numeri precedenti, che non superano
73. Cosi troviamo 8,57 = 72,25 < 73 < 73,96 = 8,6% Cid significa che 8,5 ¢ un’approssimazione per difetto di

V73, 8,6 un’approssimazione per eccesso. Quindi a; = 5. Con analoghi ragionamenti possiamo determinare

quante altre cifre vogliamo (in linea teorica tutte). Per esempio, possiamo trovare le seguenti prime sei cifre
esatte: 8,544003.

Precisiamo quanto visto nell’esempio precedente.

Definizione 2
Dato un numero irrazionale r e un numero razionale a, che approssima r, il numero |r — a| si chiama errore
commesso considerando il numero a come approssimazione di r.

Esempio 2
La civilta babilonese, vissuta nella regione mesopotamica dal 2000 al 600 a.C., aveva calcolato il numero

1,414222 come valore approssimato di /2 . Dato che il valore esatto di +/2, calcolato fino alla sesta cifra
1,414213... — 1,414222| =

N

decimale ¢ 1,414213, possiamo dire che 1’errore commesso dai babilonesi ¢
0.000009....
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Generalizziamo quanto detto precedentemente a proposito della radice quadrata.

Definizione 3
Dato un numero reale a, se esiste un numero reale r, dello stesso segno di a, la cui potenza ennesima ¢ ugua-
le ad a, diciamo che r ¢ la radice ennesima di a.

Notazione 2

La radice ennesima di un numero reale a, se esiste, si indica con il simbolo % . n si chiama indice, a si
chiama radicando e 4/a si chiama radicale.

Si conviene di non scrivere 1’indice se esso ¢ uguale a 2, cioe %/Z = JZ .

Se I’indice & uguale a 1, per la definizione 3 si ha che Aa = a , mentre, se I’indice & uguale a zero, alla scrit-
ta {/a non si attribuisce alcun significato.

Esempio 3

Calcolare il valore di /32 con tre cifre decimali esatte. Lavorando con il procedimento utilizzato per le
radici quadrate, costruiamo le seguenti catene di disuguaglianze: 3P =27;48=64=3<1332 <4 Quindi la
parte intera & 3. 3,1° = 29,791 ; 3,2° = 32,768 = 3,1 < /32 < 3,2. La prima cifra decimale esatta & 1.
Passiamo alla seconda: 3,173 =31,85... ; 3,183 =3215... = 3,17 < 32 < 3,18. La seconda & 7. Per la

terza: 3,1743 =31,97...; 3,1753 =32,005... = 3,174 < 3\’/5 < 3,175. Quindi 3\’/5 = 3,174 e tutte e tre le
cifre decimali sono esatte.

Nella definizione 3, abbiamo scritto se esiste, infatti non sempre ¢ possibile risolvere il problema proposto.

Esempio 4
¢ Determinare la radice quarta del numero 16. Dobbiamo cercare un numero reale che innalzato alla quarta

potenza uguagli il numero 16. E facile vedere che 2' =16, quindi si ha: Y16 =2.
e Se avessimo voluto determinare la radice quarta di —16 il problema sarebbe stato privo di soluzioni,
poiché nessun numero reale innalzato a una potenza pari € negativo.

e Poiché anche (-4)* = 16 saremmo tentati di dire che anche +16 =-4. Ma questa uguaglianza &
certamente falsa, dato che il primo membro ¢ positivo, mentre il secondo ¢ negativo. Pertanto possiamo

dire che le uguaglianze corrette sono: 416 =+4¢e —/16 =—4.
Precisiamo quanto osservato nell’esempio precedente, enunciando il seguente

Teorema 1

¢ [a radice ennesima di indice dispari di qualsiasi numero reale ¢ sempre un numero reale dello stesso
segno del radicando.

e [a radice ennesima di indice pari di un numero reale ¢ un numero reale solo per radicandi non negativi e,
in questo caso, rappresenta sempre un numero non negativo.

Esempio 5
e 1l numero reale /9 rappresenta il numero 3 poiché 3> = 9. In questo caso & come se avessimo effettuato
la seguente semplificazione: /3 = 3.

. o 0 2 0 2 9 0 &
e Con lo stesso ragionamento non potremmo pero scrivere 4/(—3)" = —3, poiché il primo membro ¢ un

numero positivo mentre il secondo € un numero negativo, quindi, nel momento in cui si effettua la
semplificazione (solo per i radicali con indice pari), deve tenersi conto del segno dell’intera espressione.

Pertanto la corretta uguaglianza &: /(=3)”> = 3.
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Sulla base dell’esempio precedente, ci chiediamo se sia possibile effettuare la seguente semplificazione:

§7* =3/7* ? Larisposta & fornita dal seguente risultato.
Teorema 2 (proprieta di semplificazione dei radicali)
Valgono le seguenti uguaglianze:

e se m e n sono entrambi dispari allora: "Va" = % ;

e sem ¢ pariallora "Va" =4/|al ;

e sem ¢ dispari e n & pari allora "Va™ = Ala nell’ipotesi che il primo membro abbia significato.

Prima di dimostrare il teorema, presentiamone un’ applicazione a valori particolari.

Esempio 6
Vogliamo verificare che effettivamente si ha §7* =3/7> .

Posto r=3/7? , innalziamo alla terza potenza entrambi i membri: 7 = 7% Posto s = §7* , innalziamo alla

sesta potenza entrambi i membri: s® = 7*. Ora osserviamo che s° = 7% = (;’3)2 = = 5 = r. Abbiamo cosi
provato che le due scritte, diverse, in realta rappresentano lo stesso numero.

Dimostrazione
Consideriamo il caso in cui entrambi i numeri m e n siano dispari.

e Indichiamo con r=4%/a e s= ’"{ﬁT’" e proponiamoci di provare che s = r. Per la definizione di radicale le
precedenti uguaglianze possono scriversi come a = " € a” = 5™ ™. Innalziamo la prima di queste ultime
due uguaglianze alla m—esima potenza, ottenendo: a” = r¥"". Per la proprieta transitiva dell’uguaglianza
possiamo scrivere: s"" = " da cui si ottiene la tesi, poiché r e s hanno lo stesso segno di a.

e Se m ¢ pari allora il primo membro dell’'uguaglianza s="a™ ¢ non negativo, quindi per ripetere il
ragionamento precedente ¢ necessario considerare il valore assoluto dell’altro radicando per far si che

anche r = 1/ a| sia non negativo.

e Se m & dispari e n ¢ pari allora "Va™ ha significato solo se a € non negativo, quindi lo sono anche

s:mW er="4a.

Esempio 7
Grazie al teorema 2 possiamo scrivere le seguenti uguaglianze:

e ¥(-3)’ =¥-3 (me n sono entrambi dispari);

o §/(=3) :3\/@ (m & pari);

e Invece §/(-3)’ non ha significato (m & dispari e n & pari), come visto nell’ultimo caso della

dimostrazione precedente.
¢ Infine +a’ =|a

negativo.

, dato che non abbiamo informazioni su a e non sappiamo quindi se € positivo o

Anche se un radicando non si puo semplificare nella sua totalita puo farsi “parzialmente.

Esempio 8
Il radicale ¥/a’ , ovviamente non pud semplificarsi, perd pud scriversi come ¥a*-¥a , in questo modo il

primo fattore si semplifica: a’ a
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Vogliamo trovare un valore approssimato di J157 . Cominciamo a trovare la parte intera. Abbiamo 12
144 ¢ 13% = 169, quindi la parte intera ¢ 12. Passiamo alla prima cifra decimale: 12,52 = 156,25; 12,62
158,76. Quindi la prima cifra decimale ¢ 5. Continuando questo procedimento possiamo trovare per esempio
le prime 4 cifre decimali esatte: 12,5299.

Trovare, utilizzando un metodo di approssimazioni successive, il valore approssimato delle radici quadra-
te dei seguenti numeri, con quattro cifre decimali esatte.

Solo per controllare i risultati usare la calcolatrice

Livello 1

1. 12;37;48;73;91; 101; 125; 179; 245; 678

2. 1002; 1258; 2674; 5842; 7496; 10245; 23574; 35678; 73145;

3. 99999; 124578; 314256; 456789; 676767; 987654

Livello 2

4.  In effetti i babilonesi usarono come approssimazione di V2, la somma 1+E+5—1+£ dato che

60 60> 60’
usavano un sistema numerico a base 60. Verificare che tale valore coincide fino alle prime 5 cifre de-

cimali con \/E .

5. Nel testo indicano del III-IV secolo a.C., Sulva-Sutras, ¢ usata come approssimazione di \/5 , la som-
ma 1+1+L ! . Stabilire quante cifre decimali coincidono con quelle di V2. [5]

3 34 3.4.34
6.  Quale dei due valori approssimati precedenti ¢ piu “vicino” a quello di V22 [Tl primo]

Vogliamo determinare le prime quattro cifre decimali esatte del numero irrazionale /321 . Cominciamo a

determinare la sua parte intera. Avvalendoci di un foglio elettronico come Excel o anche di una semplice
N [N
11
2 |16
3 81
4

5

256
625 | Cj siamo fermati a 5 perché & il primo

calcolatrice costruiamo la seguente catena di potenze quarte:

valore che supera 321. Possiamo quindi dire che la parte intera di 3/321 ¢ 4. Continuiamo con la prima cifra
N [n¢

4,1 |282,5761
42 [311,1696

decimale: 4.3 [341.8801 | Dato che 4,2* < 321 e 4,3* > 321, possiamo dire che la prima cifra decimale esatta &
N N?

4,21 |314,1437
422 |317.1391
4,23 |320,1559

2. Procediamo con le altre cifre; proponiamo le relative tabelle senza commento. 14:24 [323.1941 |1 3 seconda
N N*

42321 [320,7921
4,2322 |320,8224
42323 |320.8528
42324 |320,8831

N N 42325 3209134
4,231 |320,4587 4,2326 |320,9437
4232 |320,7618 42327 [320.9741
cifra decimale & 3. [4:233 [321.0651 |1 5 terza cifra & 2. [4:2328 321.0044 | ] pumero con 4 decimali esatti & 4,2327

7
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Livello 1
Calcolare il valore dei seguenti radicali numerici con tre cifre decimali esatte. Controllare il risultato con
la calcolatrice

7. 3/38: 4/35 ; Y=745:812345:Y-127

Trovare le formule inverse delle seguenti formule geometriche o fisiche, relativamente alle grandezze con
esponenti
Livello 1

2
lh;a2=b2 VnrhS47tr

{l—x/_l—ﬁr—{/il—\/ﬁb \/:r—\/:r— \f}

1 1
;s—s0+ a-t E—— 2' =1

ol 7

8. A=lz;V=l3;V:: SV =

2

9. A=n-r2;s=la-t
2

Lavoriamo insieme

® Vogliamo semplificare i seguenti radicali ~+/64;3/—125;3/36 . Scomponiamo in fattori i rispettivi
radicandi e poi dividiamo per il massimo comune divisore fra I'indice e gli esponenti del radicando, se

tale MCD & diverso da 1: V64 =+/2° =2° =8; /=125 =3/(-5)° =-5; 436 =4/2> 3> =/2-3=+6.
® Invece il seguente radicale non ¢ semplificabile: §/9_6 =3/2° -3, dato che MCD(5, 5, 1) = 1, pero puo

scriversi 3/2_5%:23/5

Semplificare, ove possibile, i seguenti radicali
Livello 1

10, /64;128;412;364;3/81;3/243 [4;@;@;«@;@;3—

11, U128;/48;3/54;3144; 4162412544 [2:443:3:92;2:39:3-4/2;4:47 |

. \/ [1331_ [2401 \/Eﬁ/fzy{/@ {4’\/F7\/_’\/_\/F
V2197V ese1 V27V 8\ 25 3713 7979 T2 7 5|

13. 144+ 25;3/144— 25,327+ 64;4/36 - 64;3/125-343; /6481 [13;@;%@;48;35;@]

Livello 2

14. N> +6 Na* ;3 Nab: =) 4y [W;az;bz;m;agb“;ﬁ/ﬁ}

15. \/a bict \/x3yzz \/m4n5 \/a6b4 8.5 32x12 31, 6128)624 D)

o-c
Livello 3
\/xéylo \/49z2m4n \/18a3b5 %/27)(9 15 - m 14p21 \/72t6 13

[\/;'16/ y5 Tm? |2 -Nn;3N2a°7 ;3 s min p* - AUm? 2w13}
17 Ya"p* a2 Y6a"b* ;163" ;364m" :§f2164° p° [azb;ﬁlf |6 eifspl’sfop’ ~ﬁ}

zmn

‘bz 402y 3y 2ty Q/—}
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472 6,56
m’n’  |a*h® |x°y’z
18. \/ oy i/ \/ YL dfaxy2 2% 350" K60t s
Lt

pq 6d8’

mn

Z|\/_\/X72\/§ab22/;\/7\/7

ﬁﬁ

Lavoriamo insieme

e Semplificare \/ x*+2x’y+ 7y’ . Poiché il radicando & un quadrato perfetto, possiamo scrivere:

\J(x* +2y)* . Saremmo tentati di semplificare esponente e indice del radicale ma cid pud farsi solo se
siamo certi che il radicando non ¢ negativo, pertanto utilizziamo il valore assoluto della base, ottenendo:
b +2y).

e Semplificare +/m*+2m”>+1. Ancora una volta il radicando & un quadrato perfetto, quindi:
scriviamo+/(m” +1)* . In questo caso siamo certi che il radicando ha una base positiva, perché somma di

un quadrato e di un numero positivo, quindi non abbiamo bisogno di utilizzare il valore assoluto. Il
risultato & percid m* + 1.

e Semplificare \/a® +2ab—b" . 1l radicando non & un quadrato perfetto, quindi non possiamo semplificare
in alcun modo il radicale.

Semplificare, ove possibile, i seguenti radicali

Livello 2
Jp?P=2p+1;36* =37 +3b—1 ; V5m* +10m* +5 [|P—l,b—1;(m2+1)-\/§]
2 6 ) b
= B
(b—c)

) \/4m2+20mn2+25n4 _\/x2—10x+25 _3\/x3—3x2+3x+1
’ 49u* —84u*z° —367° x> +6x-9 2 =3x% +3x-1

‘m+5n2‘ ‘ ‘x—S‘ .m_

Va9u' —84uPs’ ~362° P +6x-9 x-l |

’ i/(x4—81)-(x2—9) _3\/m3+n3 ey /7 /m +n’ x+y 3x+y
' x* 49 NmP=n (x—y) o’

Livello 3

- \/1_ 1 _3\/1 Bab-(b—a)  J(x+D*=(y=2)" | (x"=y")-(x+y?)
' x+1 a’-b’ ’ x+y-1 (X y) (x4 yh

a b
a +ab+b2’

)C+y

2

Lavoriamo insieme

e Per quali numeri reali r il simbolo +/6r —5 rappresenta un numero reale? Il radicando non deve essere

. . . 5
negativo, ossia deve essere 6r —5 >0, da cui r > g .
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e Per quali numeri reali a ha significato il simbolo {/a®+2a+1? Dato che possiamo scrivere:

a® +2a+1= ?/ (a+1)* ; il radicando & un quadrato perfetto, quindi & sempre un numero non negativo
per qualsiasi valore assegnato alla variabile a. Il radicale ha sempre senso.

Determinare per quali valori del parametro a i seguenti radicali hanno significato:
Livello 2

-— 2_
4. |4 5;3\/a2—1;§/ a’—datd 50000

a+4 (@a-D-(a-4)

[a<4va=25;VYae R;a>1l,a#4,a<2va=95]

- Y
- ‘{/ 49 ;\/ ) I Gk - AP+ 4a> -1 [D;a#5;a#-1;Vae R]

a’>-10a+25 a’>=10a+25 "\ (a*+2a+1)

_7\6 2 _ 20—7)3 _
g _(a3 2) 2 ;\/a ! ;S(a )2 ;8 _a a=0va>3;a21;a21;0Sa<1
(a=3)"-(a+2) a+1 2a-7) a—1 2

by @’ —14a+49 _6\/(a—1)-(a—2)_ l[a> —5a+6
" N@-1-¢é-a) a+3 "Na®>+5a-6

[4<a<7,-3<a<lvaz22;a<-6vi<aglvaz=3]

L'angolo delle correzioni
Correggere i seguenti procedimenti errati

1. V121 =411 ; 4-12) =-12; 6 =1; V24> =2a.

3.3
2. 5Ix6y7Z8 =Xy223; /4+9=2+3=5’ ,x2+y2 =x+y;3{x; :%:%
P-2x+1l  [(x=D?  |x—1
3. Jx%yizd =xy; | (x+5)7 -1 :x+5_1:x+4;\/x _ _
’ ’ 2 42x-1 V(x+D?  [x+1|
3 2 _ _ _1 3 _
n i/m3 3m2 3m 1:3(171 )3:m 1;\/m2+2mn+n2=\/(m+n)2= fm+n
m” +3m” +3m+1 (m+1) m+1
— 2 —
5. \8I[—(x2+1)2 =\/—ix2+1i : i/(m oy (@) =i
m+n m+n

Enigmi matematici

Se nell’estrazione di radice quadrata, in generale di indice pari, non si tiene conto del segno del radicando, si
possono realizzare diversi trucchi per provare fatti effettivamente impossibili.

Seguiamo per esempio la seguente procedura.

Consideriamo I'identita 2° = (=2)°. Se estraiamo la radice quadrata di entrambi i membri abbiamo ancora

un’identita: V2° =/(-2)" e, semplificando i radicali, I’assurdo risultato: 2 = —2. Esso deriva dall’errore
commesso nella seconda semplificazione: il secondo membro positivo, dopo la semplificazione errata, di-
viene negativo, il che ¢ impossibile.

. . . . . .. e g eqe . . 2 2
Il trucco riesce ancor meglio se ai valori noti sostituiamo variabili. Scrivendo, per esempio, (x —y)” = (y — x)

= \/ (x—y)* = \/ (y—x)> = x —y =y — x, e sostituendo alle variabili valori a piacere, si trovano
contraddizioni come quella che si ottiene perx=3ey=4=>3-4=4-3.

10
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Operazioni con i radicali

Abbiamo chiamato radicale una particolare forma di numero reale. Cio significa che le operazioni con i ra-
dicali possono effettuarsi allo stesso modo di quelle fra numeri reali. Il problema ¢ che questi numeri hanno
infinite cifre e percido non sappiamo come operare con essi. Per esempio quanto fa 1,234567... + 2,345678...
(questi ultimi due sono ottenuti scrivendo sequenze di numeri naturali consecutivi)? Se i numeri avessero ci-
fre finite sommeremmo cifra a cifra partendo dalle ultime con eventuale riporto, ma qui non vi ¢ un’ultima
cifra.

Lo stesso problema era sorto nelle operazioni fra numeri razionali periodici e lo avevamo superato definen-
do le operazioni fra i simboli, cioe fra le frazioni, anche in questo caso definiremo le operazioni fra radicali
limitatamente ai simboli. In questo caso, 1’operazione aritmetica che appare piu semplice e immediata da ef-
fettuare fra i radicali ¢ quella di moltiplicazione. Vediamo un esempio.

Esempio 9

Vogliamo effettuare la seguente moltiplicazione: V2 -4/3. V2 & un numero, chiamiamolo x, che verifica
I’uguaglianza =2, analogamente 1’altro fattore, V3 , € un numero, y, per cui si ha y: =3, Moltiplichiamo
membro a membro le due uguaglianze precedenti: x* - y* = (x - y)* = 6. Possiamo dire che, grazie alla
definizione di radice quadrata, deve aversi: x- y = 6 . Ricordando i valori numerici di x e y possiamo

scrivere infine la corretta uguaglianza: V243=46.
I risultati del precedente esempio ci conducono a enunciare il seguente teorema

Teorema 3
11 prodotto (o il rapporto con divisore diverso da zero) di due radicali con lo stesso indice, ¢ un radicale con
lo stesso indice, il cui radicando ¢ il prodotto (o il rapporto) dei due radicandi.

Esempio 10

Si ¢ detto che, per esempio, V2 4/3=4/6. Questa ¢ una uguaglianza vera, ma ci0 non significa che il
prodotto di due valori approssimati con uno stesso numero di cifre decimali esatte dei primi due fattori,
coincida con il risultato della moltiplicazione approssimato con lo stesso numero di cifre. Infatti,

supponiamo di considerare 1’approssimazione con quattro decimali esatti. Si ha: V2 = 1,4142; V3 = 1,7320

e \/E = 2,4494, mentre 1,4142 - 1,7320 = 2,4493944, che, se scritto con quattro decimali esatti (quindi senza
approssimazione), ¢ 2,4493, un numero leggermente diverso da quello ottenuto prima.

Vediamo ancora un esempio.

Esempio 11

e Vogliamo effettuare 1 operazione V233, Ripetendo il procedimento dell’esempio precedente,
otteniamo le uguaglianze: x> =2 e y° =3 = x*- y° = 6. Stavolta quindi non riusciamo a porre x - y come
base di un’unica potenza. Come rimediare? Trasformando gli esponenti in modo che siano uguali, ossia
scrivendo x'° = 27 e y'° = 32, da cui (x - )'* = 2° - 3% Infine +/2-3/3 = ¥2° -W/3% =2° .32 . Quindi, per
moltiplicare fra loro due radicali di diverso indice, basta semplicemente ridurli allo stesso indice, il che
puo farsi cercando un loro multiplo comune, in particolare il loro minimo comune multiplo.

e Vogliamo effettuare 1’operazione J5-3/=3. Stavolta avremo: x> = 5 e y =3 =xy =-15. Cid
provoca un problema, dato che in questo modo innalzando al quadrato avremo: x'° = 5° ¢ y' = (=3)?, da
cui (x - y)10 = 5°. 3%, cid naturalmente & in contrasto con I’espressione iniziale che ¢ invece negativa. Per

evitare quindi scriveremo: /5 -3=3 = /55 . (—1{73_2) =-N5.3%.

Visti i risultati dell’esempio precedente possiamo enunciare il seguente teorema.

11
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Teorema 4
11 prodotto (o il rapporto con divisore diverso da zero) di due radicali di diverso indice ¢ un radicale, il cui
segno ¢ dato dal prodotto dei segni dei radicali, il cui indice ¢ il minimo comune multiplo degli indici e il cui
radicando ¢ il prodotto (o il rapporto) dei due radicandi dei radicali ridotti al minimo comune indice.

Consideriamo ora la somma di due radicali, partendo dapprima da quella di due radicali con uguale indice.

Esempio 12

Supponiamo di voler effettuare la seguente somma: V2 ++/3 . Se utilizziamo il procedimento usato per la
moltiplicazione di radicali, supponendo che valga 1’uguaglianza: V2 ++/3 =4/5, siamo in errore perché non
& vero che a ++/b=+a+b se a e b sono entrambi non nulli, come mostra il. seguente controesempio

VE+49=2+3=5%/4+9=413.

Visto I’esempio precedente, dobbiamo tentare un'altra strada per determinare come sommare due radicali.
Forse dovremmo prima chiederci se ¢ possibile effettuare sempre tale somma e se questa ¢ sempre un radi-
cale. Per rispondere a queste domande vediamo ancora un esempio.

Esempio 13

¢ Si esegua la somma: V2442 . 1In questo caso vogliamo sommare due enti matematici uguali: il simbolo
V2, qualsiasi numero esso rappresenti, ¢ lo stesso simbolo in entrambi gli addendi. La somma di due
quantita uguali ¢ il doppio della quantita stessa, cioe V2+42=22.In pratica a + a = 2a.

e Semplificare 1’espressione V2+43:32-42+53+2-4/3. Notiamo 1la presenza di tre classi di
radicali con lo stesso radicando: x/§+3-3/§—4-\/§+5-\/§+2-\/§ = (1—4)-\/§+3-3/§+(5+2)-«/§ =
—3-J2+3-32+7-+/3 . Lultima espressione non ¢ ulteriormente semplificabile.

Prima di continuare, stabiliamo alcuni concetti.

Definizione 5
Un radicale in cui il radicando, scomposto in fattori primi, presenta fattori che sono tutti potenze con espo-
nente minore dell’indice, si dice radicale irriducibile.

Definizione 6
Un radicale in cui il radicando puo esprimersi come una potenza di esponente multiplo dell’indice, si dice
radicale apparente.

. . N - . . 3
In pratica un radicale apparente & una espressione razionale, come per esempio +16 oppure 3/ a’b°c’ , che
sono rispettivamente uguali a 4 e al monomio ab’c’.

Definizione 7
Due radicali si dicono simili fra loro se ridotti a radicali irriducibili hanno lo stesso indice e lo stesso radi-
cando, ciascuno moltiplicato per un numero razionale.

Ora nasce un problema: siamo sicuri di saper riconoscere sempre due radicali simili?

Esempio 14

e (Consideriamo i radicali \/5 e \/% . Secondo la definizione 7 i due radicali non sono simili, ma € anche
vero che il secondo radicale non ¢ irriducibile: @ =25 = \/5 . \/5_2 = \/5 -5=5- \/5 . Adesso lo ¢ ed
effettivamente possiamo dire che i due radicali sono simili.

¢ Semplificare V18 43424 =250 +/242 + 4147 - /162 . Apparentemente non vi ¢ neanche una

coppia di radicali simili, trasformiamo in modo da ottenere solo radicali irriducibili.
12
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V2.3 43V2 3224252 42117 444377 =323 =23 43422 V2322 N7 442 112 444377 23 =
=342+43:2:42:3-2.5-42+11-+/2+4-7-4/3-3>-1/2 . Abbiamo ottenuto tre classi di radicali simili e
quindi possiamo effettuare le somme: (3—10+11—9)-\/§+6-\/€+28-\/_=—5-\/§+6-\/g+28-\/§.
2
e Semplificare (9—5-\/5)-(9+5-\/§)+4-\/7-(2-\/§—3)+(4-\/7—\/§) . Dato che un radicale puo

considerarsi come un particolare monomio, per esso valgono tutte le regole viste su monomi e polinomi,
quindi anche quelle sui prodotti notevoli. L’espressione viene cosi sviluppata:

81—25v3% +8v21 = 1247 +164/7% =821 +4/3% =81-75-1247 +112+3=121-1247

Vediamo un’altra questione. Che cosa significa estrarre la radice da un radicale, ossia quale senso attribuire
a scritte del tipo: 4/ ®la ? Vale il seguente risultato.

Teorema 5
La radice di indice m di un radicale di indice n equivale a un radicale di indice m- n e uguale radicando.
Dimostrazione

Poniamo x=%/%a e, applicando le consuete regole, scriviamo x" =%/a = x"" =a, quindi ¥ a ="Va .
Vediamo degli esempi.

Esempio 15

e Esprimere in forma pill semplice il seguente radicale: 343 Jk . Per il Teorema 5, possiamo dire che il

radicale & equivalente a 'k .

e Semplificare il radicale: 3/23/44/8 . Dobbiamo esprimere il nido di radicali con un solo indice, ma, per

poter applicare il Teorema 5, dobbiamo eliminare i fattori intermedi. A tal proposito ricordiamo come si
poteva portar fuori dal segno di radice un fattore il cui esponente fosse multiplo dell’indice: ripetiamo il

procedimento in senso inverso. Poiché +/2-3° =\/§-\/3_2=3-x/§ ¢ anche 3-\5:\/3_2-\/5:\/2-32 .

Quindi nel nostro caso avremo, partendo dal radicale piu interno:

B =i2s 4 =232 2 =W =P 2t =92

Il teorema 5 evidentemente non permette di semplificare il seguente radicale /2 + /3 . Non & detto pero che

tutti i radicali del tipo va * Jb possano essere scritti in modo piu semplice. Chiediamoci intanto quando il
radicale piu esterno puo essere eliminato; ripensando ai radicali apparenti cio puo farsi se il radicando ¢ un
quadrato perfetto. Vediamo qualche esempio.

Esempio 16
e Semplificare il radicale 4/5+2- V6 . Vogliamo scrivere 5+2- J6 come quadrato di un binomio del tipo
Jx o+ \/; , cioe 5+ 246 = x+ y+2- \/E . Dovremmo quindi risolvere il seguente sistema di 2° grado

x+y=5 : . : . .

, che non abbiamo ancora affrontato. Se perd lo guardiamo attentamente, ci rendiamo conto
xy=6

che tale sistema risolve un problema ben noto: quello di determinare due numeri di cui conosciamo la

somma e il prodotto. Se questi numeri sono interi sappiamo risolvere il problema! Nel caso particolare

tali numeri sono 2 e 3. Pertanto possiamo scrivere:

J5+246 =\2+3+242.3 = (V2] + (3] +2:42 V3 = {2 + 3] =2 ++43.

¢ Semplificare, se possibile, il radicale /5 + \J6 . Stavolta il sistema da risolvere & il seguente:

13
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x+ty=5 x+y=5 2 Y=
{2'\/;:\/62{4)@:6 - xy:g '
Il sistema non ha soluzioni intere, dato che il prodotto di due numeri interi non pud avere denominatore

2
2. Esso potrebbe avere soluzioni razionali o reali, che, allo stato attuale delle nostre conoscenze, non
siamo in grado di determinare. Ci limitiamo pertanto a dire che il problema non ha soluzioni in Z .

e Semplificare, se possibile, il radicale %/ 3+3-3/2+3-3/4 . Cerchiamo di provare che il radicando ¢ un
cubo perfetto. Vogliamo cio¢ determinare due numeri interi x e y per cui si ha:

B +3y) =x+y+3-4xly +3-Y? =3+3.32+3.34
x+y=3
Dobbiamo allora risolvere in 7Z, il seguente sistema: xzy =2 Considerando le possibili soluzioni
xy’ =4
intere della prima equazione e sostituendole nelle altre due, I’unica soluzione del sistema, in Z,ex=1,y

= 2. Pertanto: 33+3-32 +3-34 ={/[1+¥2) =1+32.

I precedenti esempi ci hanno mostrato che ¢ complicato cercare di semplificare un’espressione del tipo:
vazx b . Enunciamo allora il seguente risultato senza dimostrazione.

Teorema 6
o o N o o o o 5 o 2 <
L’espressione +/a +/b si puo semplificare come somma di radicali semplici solo se a” — b ¢ un quadrato

[ 2 _ _ [ 2 _
perfetto ed in tal caso si ha: \/aiﬁz\/a-i_ a bi\/a a b.

2 2

Esempio 17
e Riprendiamo il radicale 5+ 2-«/8 , che scriviamo nella forma +/5 +\/ﬁ , dato che 52_24 = 1, che € un

quadrato perfetto, possiamo dire che +/ 5++/24 =\/ > +2\/I +\/ 5_2\/1 =3++/2, che coincide con il

risultato trovato prima.

e Per 5+ 6 invece si ha 5% — 6 = 19, che non & un quadrato perfetto, quindi non possiamo semplificarlo.

Definizione 8
Un radicale del tipo v a £ Vb, per cui si ha: a*— b quadrato perfetto si dice radicale doppio.

14
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Verifiche

Lavoriamo insieme

Le prime 4 cifre decimali esatte di /249 sono 15,7797; quelle di +/157 invece: 12,5299. Se sommiamo i
due valori con queste cifre decimali otteniamo: 157 ++249 = 28,3096. E in effetti questo valore ¢
corretto fino al quarto decimale.

Se moltiplichiamo otteniamo: 197,7180 mentre calcolando con il metodo delle approssimazioni

\157-249 otteniamo 197,7194 che coincide con il precedente valore solo fino alle prime due cifre
decimali.

Dividendo avremo: 1?3323:'0,7940, e ‘/%z\/0,6305z0,7940. Come si vede, non sempre

I’operazione fra approssimazioni ¢ una buona approssimazione. Il risultato non dipende dall’operazione,
bensi dai singoli valori.

Livello 2

28. Indichiamo con a, b, c rispettivamente i1 valori approssimati con 4 cifre decimali esatte dei numeri irra-
zionali /14,+/24,/38 . Controllare la validita dell’uguaglianzaa + b = c.

29. Indichiamo con a, b, c rispettivamente i valori approssimati con 4 cifre decimali esatte dei numeri irra-
zionali x/ﬁ ,\/ﬁ ,\/ﬁ . Controllare la validita dell’uguaglianza a — b = c.

30. Indichiamo con a, b, c rispettivamente i valori approssimati con 4 cifre decimali esatte dei numeri irra-
zionali v/75,4/15,~/5 . Controllare la validita dell’uguaglianza a : b = c¢. (Per I'uguaglianza si conside-
rino solo le prime quattro cifre decimali del quoziente)

31. Indichiamo con a, b, c rispettivamente i valori approssimati con 4 cifre decimali esatte dei numeri irra-

zionali +/3,+/7,+/21 . Controllare la validita dell’uguaglianza a - b = c¢. (Naturalmente il prodotto avra
8 cifre decimali, per ’'uguaglianza si considerino solo le prime quattro)

Lavoriamo insieme
Vogliamo ridurre a un solo radicale il seguente prodotto di radicali: V18 -4/16 -+/44 - /11 -4/28 . Cominciamo

con lo scomporre i radicandi in fattori primi: v2-3% -+/2* -4/2%-11 14227 Semplifichiamo, dove
possibile, i radicali e moltiplichiamo fra loro i radicandi e i fattori fuori dalla radice, dato che tutti i radicali

hanno lo stesso indice: V232 -2% -v/22 - 11-4/11-42% -7 =4-4/2°-3-7-11> . A questo punto siamo riusciti a
scrivere il prodotto di partenza come un solo radicale e lo scopo & raggiunto . Possiamo pero semplificare
ulteriormente, spezzando il radicale in altri due, contenenti ciascuno un radicando, uno formato solo da

potenze pari, altro solo da potenze di esponente 1: 4-4/2° -3-7-11> =4-4/2* -1124/2-3-7 . In questo modo
il primo radicale diventa un prodotto di numeri interi, il secondo rimane: 4-2-11-4/42 =176-/42 .

Ridurre a un solo radicale le seguenti espressioni

Livello 1

Lo V284327128350 V24 72432445 ;323 6 12418 24 [256;2880-/15;432
3 3 3 .3 3 3 3 ‘/ﬂ\/ﬁm .3/3-26. 3 E

2. A5G 4B ;Y3 4TS VS-S ; YE 93536450

3.

74046 7 \3a 38 V54284 3

15
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4. @@%,i/x_zi/x_“{/x_s ;\/ab3-\/a2b-\/a5b3-\/a_7-@ [ x3-&3/?;a8bq

Lavoriamo insieme

. _ b’ =9 .|b*+2b+1
e Semplificare la seguente espressione: 3 . :Alb> +4b+4 . Visto che i radicali hanno lo

b+1 b2 +5b+6
stesso indice basta effettuare le operazioni fra i radicandi, scrivendo il risultato sotto un’unica radice di
— . 2 3 —
indice tre. Otteniamo cosi: 3 =3 (b+3)- (b+1) . 1 - = (b 5) \/b 3 . L’ultimo
b+1 b+2)-(b+3) (b+2) (b+2) b+2

passaggio ¢ motivato dal fatto che, se il rapporto di due radicali con lo stesso indice dispari puo essere
scritto come unico radicale, ¢ possibile svolgere 1’operazione anche al contrario.

3lab2 .4la2b

e Vogliamo ridurre a un solo radicale la seguente frazione contenente radicali: —\/_ Innanzitutto
ab -~ ab

dobbiamo ridurre tutti i radicali allo stesso indice che € mcm(3, 4,2) = 12. Percio scriviamo:
[abZ 4[ \/ab \/ 2b 12la4b8 ‘12la6b3
ab -+ ab \/(ab)lz -I\/(ab) 1\2/6112[?12 _1\2/a6b6
A questo punto possiamo scrivere tutto all’interno di un solo radicale e semplificare la frazione ottenuta:
12/ 478 12/ 6713 478 671.3 107 11 107 11
x/ab~\/ab zl\z/abwlb :1\z/ab :1\2/4119:121
1\2/a12b12 -1\2/616[)6 a’p? . a%p° a*p'® a®*p a®h’
Dato che nessuna delle potenze del radicando ha esponente maggiore o uguale all’indice, 12, il radicale
ottenuto ¢ irriducibile ed ¢ quello richiesto.

Ridurre a un solo radicale le seguenti espressioni
Livello 1

5. VZABAGAS V2B ATV [ 525 3 |

6. ~72-336:4144 ; 28342435 ; \/*/:*/\/: {6'9/6;%-1\2/53'678'75;%-622-32'2473}

Vo8 a5 IR ViS:ES o V126

7 , , g3 V12-336
V21835 T 35342449 " Y6:324 /40420
1\2/26‘310.59‘76 1\2/28‘56.79 1\2/211.35.55.7
15 o3 3
Livello 2

8. MWW ;\/E-Q/E-Q/E;\/a+b-\/a—b-\/a2—b2 [m-k2/|m|n;pq-12pq;az—bzﬂ

374 3 473 6 71.7 -

9. 3\/2m+n-3\/4mz—2mn+n2 ;\/a b’ Nab -\/a b [\3/8m3+n3;a2b2- |b|
Va’b -ab’ -%

10 Nmn® Am*n AYmn-Am _\/a2—5a+6‘3\/ a’ -1 3mzn_i/(a—3)~(a—2)3

Um’n -Smn’ \/m2 > m a’~5a+4 (a—4)3'(a—1)
1 (x—l)z—y2 .\/(x+1—y)'(x+l+y) .\/x2+3x—10-\/x2+8x+15 1_|x+5|
' ()c+1)2—y2 (x=1+y)-(x=1-y) ’ -4\ x2+5x+6 ’

16
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\/ (3x—=5y)* \/(3x 5)-(x=y) . (x+y)’ _V(q—p)“i/(q—p)“

Bx+5y)-(x+y) x* =y’ (3)c—5y)3 ’ 5\/((]_]9)4 .4\/((]_]9)5
(3x—5y)2 17
e -¥(g-p)
(x -y ) -(3x+5y)
Livello 3
2 2 2 2 4 4 2 2.2
TR P O b P O 2 Ay LSRN D LSV (G Dt
2xy 2xy 2x7y Xy Xy Xy
12
xX—=y 1
o
2 x x+y

\/27m -n’ \/ 9m’® +n* —6mn i/362_6)0""9)’2 \/ xt -y
14 27m’ +n' N 27m*n+27m’ —n’ +9mn’® . X +2xy+y? | x® =5xy+6y°
NOm® —n* -§3m—n i/xz—ny+y2 i/)cz+y2

xX+y

x® —4xy+4y’

2 2y
(9" +3mn+ ) e sl =3 (4 ?)

6

(3m—n)5 -(3m+n)3 -(Ztm3 +n’ )2

-y

2 2
x°=2xy+y" —1-3
\/ X — y+] Jx—y+1 [3()6_)}_1)4—

xX—=y '%/x—y—l'i/ 1 ]
x2+y? —2xy—2x+2y+1 X—y x—y+l

Lavoriamo insieme

15.

10 10

Dato il seguente radicale vogliamo semplificarlo: rOomWTE Facciamo attenzione al fatto che abbiamo a
+

che fare con somme e non con prodotti, pertanto non possiamo semplificare come abbiamo fatto finora.
Cerchiamo percio di trasformare le somme in prodotti, mettendo in evidenza, scriviamo percio:

80 +4" £ (20 +1) _[#(2°+1)
g4 4 4! B /4{.(‘(24_{_47) B 74 4 ol4

Semplificare le seguenti espressioni

Livello 3
6 \/35+95_ \/26+46.\/21°+83 \/7\/7 \f
’ 3 +9*7 V204437 2 + 42 |
5 7 8 7 11 4 14 5 10 13
. i/38+35;</24 311+27 38 ;i/39 55+35 513 12,
384957\ 243114073 3.5 43°.5 33
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Lavoriamo insieme

Semplificare 1’espressione seguente: 3 - V2 4.5 +2- 42 —6- 2 + /5. E sufficiente sommare fra
loro i coefficienti dei radicali simili, scrivendo percid: 3 +2—6)- V2 +(4+1)- /5 =—2 =345

Semplificare le seguenti espressioni
Livello 1

18. N2+42:42-32 i 5+435-7-545 ; 2=\3+2:42-1+4-42 ; 4+/2+48-4/16
[o;—\/§;1+6-ﬁ—\/§;2-ﬁ:
19. 2:43-4-4/5+4743-2:45 ; 4.J11-2-4/7 +4/5-3-4/5+5./7 =11
[9-43-6:1/5:3:11+3:7-2-45
20. 2-A13-4-\V17 4416 =13 +3- V17 =4 =13 +17 ; T -3-45+4 -7 +2:4/5-4/35
[2;(5—«/5)-«/7—«/5_
21, N4+42-J16+7-\V2 46432 -4.\3+4.4/5-2.\3-4./5+2 [6+11~\/§;4-\/§—6-\/§j

Lavoriamo insieme

Semplificare 1’espressione seguente: 2 - V2 =3 475 +2- V242 - 27 + 4108. Apparentemente non
abbiamo radicali simili, ma, se semplifichiamo quelli riducibili, otteniamo:

242 =335 4242112 =3 +4/22.3° =242 -34/52 B +2- V112 V2 —f32 3 ++/22.32 3 =
=242-3.5342:11:42-3-3+2:3/3=2/2-153+22:/2-3.4/3+6:\3

Adesso possiamo procedere come nell’esempio precedente.

242-153+22:V2-33+6-43=(2+22) V2 +(~15-3+6)-+/3 =242 -12-4/3

Semplificare le seguenti espressioni

Livello 1
22. 27+533-2.13+¥64-3-33 ; 3+2-49-3.3/729 | 7:2:3+42-27]

23, 442-7N4+58-16+/32-/64 ; 3-2:4/9+3.427-4.81+5.4/243
[18-\/5—26;55-\/5—42]

24, —3:-4/242:43-4-412+5-4/75+/18 +-/50 [5'\/§+19-«/§J
25. 3448 -5-\75+4-418-2:/27 441245450 (372273
26. 34162 -5-v28 +4-412-2-8 —4-/63 +5-175 (23248434347
27. 4.4/45-3.98 +4./128 +2-+/80-4-420 +5-/18 [26:-V2+12:45 ]
Livello 2

28, 3472 =5\147 —4-4/18=6-108 =3-96 +5-75 [6:72-(46+1242) 3
29.  7-424-2-499+4.4/54+2.4150 -4 /44 +5./396 366 +16-/11|
30, 2-4/52-54/60+4-V13+12:4117 —4-y/15+5-4/135 [15+44-413 ]
31, V2-2-44+3.38-4-316+5-32-6-Y64+7-1128 [-18+21-42+8-3/4]
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Lavoriamo insieme

Semplificare Iespressione seguente: va’b’c* —2v4a*b’c® +3abe ++/16a"b°c* —5v121a°b" . Si ha:
Ja?bc* b —=2422a*b c® b +3Jabe +42* a®bc? Nabe —5V112a%b'? b = abc® b —4a*b*c b +

+3\abc +4a’b*c -\ abe —55a"b° \/Z = \/Z . (abc2 —4a’b*c® —55a°b° ) ++abc - (3 + 4a3b4c)

Semplificare le seguenti espressioni, ipotizzando che ciascun radicale abbia senso in R,
Livello 2

32. Na+Va —aa+oa x -2 +3Jx=16x* 1 Y270 +2-38n—4-n +325n —2-n*
[(Saz+a—1)'\/E;(—6x+3)-\/;;(—2n+3)-3/;+5-x/;]

33, Jalb—Jab? +Va’b?* —=2-ab+b-a ; Nab® +3-Va’b* +3-Va’b? +a’
[ab—a-\/z;(a+b)3-\/;}
3. Jy+2.83 1384 —agys psdye Y2 gl 8o s [7-y;0]

35. \/_x+\/ ¢ 3—\/—+m\/_ mx\/;+2x \/_ \/;+2\/; a\/;+2a\/_ \/_
[(2m+x) 3+a \/E a]

36.  Nab'c —Ya*be +Vabe* +a-Yabe —2b-Yabe +3¢-Yabe [ (—=b+4c)- @abc]
37. Um'n+2-Y8m*n® +¥mn” +2-Ym*n* ~¥64m™n* —Ymn® [(m+n)2§/m_ (2m—n) \/mnz}
38. 4/m’n*p° +2-\/mnzp3 —\/mp3 —3n-+/mp’ [3 Jmn’ p’ —(p+3n) \/m_p}

Lavoriamo insieme

Semplificare 1’espressione seguente: (4 —2-2 ) (4 +2.42 )— 743 («/g — 1)+ («/5 -3 )2 . E sufficiente

applicare le regole che si utilizzano nel calcolo polinomiale. Abbiamo cosi:

16-4:22 =715 47 \B+322 +4/32 =26 =16-4-2-7\15+7-/3+2+3-2-/6 =
=16-8-715+73+5-2:6=13-7-415+7-43-2:6

Semplificare le seguenti espressioni

Livello 2
o (BB (E ] 150 () (- ) [5:2.45:3]
40, ({V110+46)-({VIT0-46) : (7-5-¥3) (745¥3) ~4-(V7 +1) + (V7 ~3)

| V8:12-4/7 15443186 |
41. ©0-53)-0+53)+4v7-2-3-3)+{¢-7-V3) [121-12.7 |
2. (14-2:47) (14+247)-7-v13- (V28 +5)- (V7 +13) [148-16-/91-35.13]
43, (11-2.42)-(11+2:42)+3-¥11- (V8 =5)+ (Vi1 -6 v2) [196-6-v22-15-11]
4. (2-2F -(V2+5)-(v2-5): W15 +8) (V5 ++3)- (15 +8)- (V5 -3) [20-4:2:26-43]
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45. (V2+1)B3=v2)+({3-2)(7+2-V3)-2-(/2-3) [3:43-1]
46. (\/_+\/_+1) (\/_ \/_+1) («/_ \/3—1)'(\/5+\/§—1) (0]
47, (V343+45) NI—vE5 ) (/2 -3 +45 ) W2 443 -45) 12
48. (V2 4+3+45-7)- (N2 =3=+5-47)+ (V2 +3-5+7)- (N2 =B +5++7) 2]
49. (5-2:33) (25+10-33+4-39)-17-2- (V7 =3)+ V7 -3-2) [51:42-23-V14+126]
50. V244323 +(V2+43)-(v2-+3) ; (\/1+\/1+\f1j4—3—2-\/§ [0; 0]
s1. W2 +1) {a-V2+1)+ /B -2)- RO +2-33+4) 2]

Lavoriamo insieme

Semplificare 1’espressione seguente: ~/a+b +3- \/(a +b)’ + \/(a2 —b*)-(a—b) +Nd’ —5a’b+3ab> +9b* . Si
ha: Na+b+3-y/(a+b)’ Na+b++/(a—b) Na+b+(a+b)-(a® —6ab+9b> = Ja+b+3-la+b|-Ja+b+
|a - b| Aa+b+ m Na+b=-Ja+b- (1 +3- |a + b| + |a - b| + |a - 3b|). Per semplificare il risultato, si

potrebbero eliminare i valori assoluti, distinguendo i vari casi: evitiamo per0 di affrontare in questa sede tale
discorso per evitare complicazioni.

Semplificare le seguenti espressioni, ipotizzando che ciascun radicale abbia senso in R .
Livello 2

52. i/c12+2ax+x2 +i/a3+3azx+3axz+x3 —2Na+x [0]
53.  \J(a+b)’ —\(a+b)-(a—b)* ++/(a—b)-(a+b)’ [2b-Va+b+(a+b)-a=b |
54.  \m®—m'n? —\/(1714—114)-(1112+112)+\/31712—3n2 [(—n2+\/§)-\/m2—nﬂ

s5. (a+b+va—b)(Na+tb—a—b)+Narb-va—b) +Na+b-2-va—b)(a=b+3-Va+b)
[3a+7b—7-\/a2 —sz

56. (\/a+x/g—\/a—\/5)2—(\/a+2~\/z+\/2a Jb)-(Va+2:4b —v2a-b)+2Va* b [3a-3-vb |
51 W VB W + Va4 45~ (J—szs[f\@ﬁ 0

58.  (vVa +~b—e)-(Na—b+~c)+ (b +2ve) —(Va +3vc) —6(vb —a) e [~6c]
59. (a+b)(Wa—-b)-Na+b)] +[{a-b) [a-abNa-v"]
60. (\/ab2 —\/azb)z +(\/ab2 —\/azb)- (\/ab2 +\/a2b)—2ab2 +ab-@ [—ab-@]
Livello 3

61. Verificare la seguente identita, detta di Bhaskara in onore del matematico indiano del 1100 che la pre-

sentoO in un suo lavoro: \/;+\/E:\/a+b+2-\/ab .

Nei seguenti esercizi usare ’identita di Bhaskara
62. Calcolare le seguenti somme: \/5 + ﬁ, \/5+ \/g, «/g + \/7, V27 ++/243 .

63. Provare che \a e /b, per a e b numeri naturali, sono due radicali simili solo se ab ¢ un quadrato per-
fetto. Verificare quanto provato pera=12,b=3;a=18,b=8.
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Lavoriamo insieme

e Ridurre a un unico radicale, se possibile, la seguente espressione: /23 3-4/4 . Dobbiamo portare
ciascun fattore all’interno del radicale che sta moltiplicando; abbiamo cosi

V2348 =y2:33.42% =232 =y2-4V2-3% =42.82.37 =y82° 232 =¥27 .3

° \/4+3-\/§ . Questa volta possiamo lavorare solo sul fattore e non sull’addendo, pertanto scriviamo:

V4+3- V2 = \/ 4++/2-3% =44+ J18 enon possiamo semplificare ulteriormente.

Ridurre a un unico radicale, se possibile, le seguenti espressioni
Livello 1

64. V23 ;24 3244 ;4545 V24242 [3/5;9/2_5;3/1;3/5_3;\/2+x/§_
V2242 333333 ;J7:%/343:% [§/2_7;2«7/3T;1€/7_
\/2 V3:4/4-96 ; s.316:316-48 ; V394 [”\4/3?;“\4/2?;15/2_4;%/5:

Livello 2

,a-‘{/;; ,b- ,b-\/z ;i/m“-”mz-\/? ;‘{/mz-“m“-\/ﬁ ;\/m4-3,m2 W
u-dls® 1 ,f{/g7-3‘/2-f6

\/a+\/b c+ jm l:\/a+\/b-m;%_

3\/a2-\/?:4\/a3-i/b_4 ;

Lavoriamo insieme

Riccardo dice che ~/2 ++/7 >«/33—«/§, ha ragione? Per potere rispondere potremmo servirci di una
calcolatrice, determinando valori approssimati delle due espressioni. Useremo invece un metodo pil

laborioso che perd mette in gioco solo numeri interi. Supposta vera la disuguaglianza«/a +/7 >33 -3 ,
innalziamo al quadrato entrambi i membri. (ﬁ+\/7)z > (@—\/g)z = 2+7+2:/14 >33+3-2-1/99 =
=9+2-14>36-2:199 = 9+2:414 >36 =243 Y11= 9+2-4/14>36-2-3- 11 = 9+2-/14 >
36-6-V11=2-414 +6-4/11>36-9= 2114 +6-/11>27

Abbiamo cosi ottenuto una disuguaglianza piu semplice, ma sulla quale non sappiamo ancora pronunciarci.
Innalziamo ancora una volta al quadrato entrambi i membri.

(V14 +6-VII) 272 = 22 14+ 67 - 11+ 24154 > 729 = 56 +396 + 24 /154 > 729 = 24 /154 >

729 — 56 —396 => 24 - /154 > 277 = 24 - 154 > 277% = 576154 > 76729 = 88704 > 76729
Essendo vera I’ultima disuguaglianza risulta vera anche la prima, quindi Riccardo ha ragione.

Determinare il maggiore fra le seguenti coppie di numeri irrazionali
Livello 1
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70, 4v51+411); V2 +43.2442) 5 (2437, 4)
71 (WB+17.47+410) ; ({3.42) ; W13,1+417)
72. [2-\/2+\/§,\/5+\/€j;[\/2+\/§,1+\/§—\/5)

73 (V7+4:43, 2+\/§);(J1+\/§,J4—\/§j

o

Lavoriamo insieme

Semplificare 4/12++/140 . Per risolvere la questione proposta possiamo cercare di scrivere il radicando
principale come quadrato di binomio. Cominciamo a scomporre il secondo radicando.

V1244140 =y 124422 -5-7 = 124427 57 =124 2477 .

Proprio quest’ultima “forma” di scrittura ci suggerisce come procedere

V12+2:-4/5-7 =4/5+7+2-4/5- \/ f 245 \/\/_+\/_ =V5+47.
Ja? - _Jq? —
Oppure potevamo applicare la formula stabilita dal Teorema 6: +/a ++/b :\/ at ; s +\/ a ; b ,

che in questo caso diviene:

2 _ _ 2 _ _ —
. T40=\/12+*/1§ 140 +\/12 12’140 =\/12+\/Z+\/12 2\/22\/12;%\/1222:\/7”5’

2 2

che ovviamente ¢ lo stesso risultato.

Semplificare, ove possibile, i seguenti radicali, prima cercando un quadrato perfetto e poi verificando il
risultato con la formula dei radicali doppi

Livello 1

74, N3-22 3 T-440 ; 60—14-11 ; 18 -~260 (V2 =145 —2:7-VIT:13 -5 |
75. 3442493 : \3+2:42 =3-2-42 : 1242435 —y12=4/140 [\/ﬁ+\/§;2;2-\/§:
Livello 2

76. Nat+b+2a-\b —a* +b—2a-b : J10+2-46 +2-410 +2-415 [2:Vb5v2+3+45 |
77, J9+2-43 1202415 ; 13-4-42 +4-47 56 (143 -45:2-42+7 |
78. -4-3-35+3.325 ; J19+9-Y12+3-318 [1-35:1+318 ]
79, 6-6-15-6-46 \/ [11 V21 +4/6-(5- \/ﬁﬂ (V343 ]

80. I risultati dei primi esercizi 70 e 74 potrebbero scriversi rispettivamente 1— V2 ed5-12 [No; No]

L'angolo delle correzioni
Correggere i seguenti procedimenti errati

L33 =1;42:3=46 1 V7+410=V17 ; y5-/5 =0: V449 =+/36 =6
2. 2+3-2=442 ;2.42=V2 : Ja-4ib=4%ab ; Ja+b=a+b
3 @b = s Ja+Va =V e’ s Jas¥b Yo+

@
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Notazione esponenziale dei radicali

Notiamo che per i radicali abbiamo utilizzato regole simili a quelli viste per le frazioni, nel senso che

¢ nel prodotto di radicali abbiamo effettuato il minimo comune indice con considerazioni analoghe a quelle
utilizzate per il calcolo del minimo comune denominatore di frazioni;

¢ nella riduzione di radicali allo stesso indice abbiamo applicato le regole valide per la riduzione di frazioni
allo stesso denominatore.

Tutto cio porta a pensare all’operazione di estrazione di radice n—sima come a un caso particolare di eleva-

mento a potenza con esponente frazionario.

Notazione 3

m

Con la scritta a” , intendiamo 1o stesso numero rappresentato da Va” , qualora quest’ultima scritta abbia si-
gnificato.

Esempio 18
7
e Con 35 intendiamo il numero /3" =3/3” -3/3* =3-3/3* . In particolare notiamo che 1’uguaglianza fra il
7 2 2
. . o e g . o . FEPR L =
primo e I'ultimo membro ¢ giustificata dalla nostra notazione, difatti essa equivale a: 35 =3 5 =3-.35.
2 1
” L3 .
e Semplificare la seguente espressione: 5— . Riconduciamo le potenze alla stessa base 3, ottenendo:
277
2 1 2 2
33.95 33.35 (gg_g) 70+42-135 23
—=———=37°7=3 15 =315 Quest’ultimo risultato equivale anche a ——
o 3

277 37

23
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Verifiche

Lavoriamo insieme

1 2 3 3

Semplificare I’espressione: 3°-6° -4 #-18 2. Cominciamo con la scomposizione delle basi in fattori primi:
bz 3 3 1 2 3 3 Lozoz ¥ d L 12z 3 3
33.63.44.18 2=33-(2.3)5 - (22)+-(2-32)2=33.23.33.2 4.22.3 2=33.23.33.272.072.37
Adesso moltiplichiamo fra loro le potenze di uguale base, applicando la ben nota regola secondo la quale gli
esponenti si sommano e le basi restano invariate.

1 2 2 3 3 2 33 1.2 4-9-9 1+2-9 14 6 7

33_25,35,2_5,2_5_3—3=2322_33T3 =2 6 .3 3 =2_€_3_5=2_§_3—2

Semplificare, ove possibile, le seguenti espressioni

Livello 1
2 1 1 1 2 3 5 1 2 4 742 5 23 1 5
1. 23.4 5 :87 ;52.253.753 ;124182 ; 243 .483 :723 {21‘)5;3352;2435;2 3.3 3}
r 5 9 2 3 2 1 1 1
72.98 .93 155 .20° 23.643.1282 -164 3t 11 3 4 1 3 1 7 »
2. T 7 E; 1 i; 1 T2 ca?-b?-a*b? 204:25.35.55:2 3:gq%.p
24.216.264  125.255 322.46.2563 -83

SR

oy oy
3. (52—32j ;(23+33J ;[1+7

Lavoriamo insieme

1 Loy 21 2
].(1_72}(53+23j.(53_103+23J

5 2 4
{8—2.\/&23 .33 40333 +5;—6;7}

Va*-b-2-3a* b -c

Semplificare 1’espressione: . Piuttosto che applicare le proprieta dei radicali si
3-%a-b*-c’
o1 . . . Ja* b-2-Ya* b ¢ a%-b%d-a%-b%-c%
potrebbe utilizzare la notazione esponenziale e scrivere: = = =
3-4a-p7-C 3.0/ bt
_Z. a(%+%_%‘) - b(yf%_%) . c(%_%) ey a412° . b% - c_1120 _Z 20/@
3 3 3 A

Semplificare, ove possibile, le seguenti espressioni
Livello 2

oy o 2 1 2 2
4. 22+36j —(23—33J.[23+63+33J—3.[l+3 3}

1 1 1 1 3 1 1 1 1 1 3
5. |22-34 +1N22 +34 +1j—22 4{24 —32 —1}-[24 +32 —1}—22 -(1—24J [1—\/5]

A B A T O A O WA S B U AN B A Y
6. a?-b* | +|a?*+b* ;[a3+b4j-[a3—b4j—[a3+b4J +2-[a3+1J-[b4—1j+2-[b4—1J

1 1 1
{Za+2b2 :—2a’ —2b4}
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o1 [ | [ D | 1 1 11
7. [a6+b3—c2j~(a6+b3+c2j—[a6—b3j —a 3'(402—1j'b3 {—c+a 3b3}

8.  Utilizzando la notazione esponenziale dei radicali provare i teoremi 3, 4 e 5.
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Razionalizzazione di una espressione irrazionale

I numeri irrazionali ovviamente rimangono tali, tranne che siano solo apparenti. A volte perd puo essere uti-
le cambiarne la forma, non eliminando, dato che cio ¢ impossibile, ma spostando 1’irrazionalita.
Vediamo un esempio.

Esempio 19

e Semplificare 1’espressione —+— Possiamo pensare di calcolare il minimo comune denominatore,

N

solo che i denominatori non sono numeri interi, bensi numeri irrazionali. Possiamo generalizzare il
concetto di mcm anche a questo tipo di numeri?
V2 V3

|
2 2B 1443

le cose si complicano, dobbiamo quindi cercare di spostare i radicali al numeratore, in modo tale che al
denominatore vi siano solo numeri interi con i quali sappiamo operare.

¢ E se dovessimo semplificare I’espressione — come procederemmo? Come si vede

Prima di risolvere il problema diamo una definizione.

Definizione 9

Data una frazione contenente radicali non apparenti al numeratore o al denominatore, 1’operazione di sposta-
re i termini radicali dal numeratore al denominatore o viceversa si chiama razionalizzazione del numeratore
o del denominatore rispettivamente.

Cominciamo a rendere razionali 1 denominatori di semplici frazioni, in seguito applicheremo il procedimen-
to alle espressioni pitl complesse viste prima.

Esempio 20

. . . . . . 2
® Vogliamo razionalizzare il denominatore della seguente frazione: T Un modo potrebbe essere quello
5
di ottenere che il radicale al denominatore risulti apparente. Cid puo farsi applicando la proprieta
invariantiva delle frazioni, quindi moltiplicando numeratore e denominatore (altrimenti la frazione

2 245 245

ottenuta sarebbe diversa da quella di partenza) per lo stesso radicale: — Al

V555 5t

. . . 2-4/5
denominatore abbiamo ottenuto un radicale apparente, pertanto: T = T\/_
5
e Razionalizzare il denominatore della frazione ——— . Potremmo moltiplicare numeratore e denominatore

Ji2

per 12, ma risulta pit economico il seguente procedimento:

3 _ 3 _ 3 3
12 223 2.3 243

3 343 343 343 _ \/_
J_zf 2 BB 243 23 2

Moltiplichiamo numeratore e denominatore solo per V3

pq’
4[p2 ‘q3
denominatore, un radicale contenente tutte potenze multiple di 4, il che si fa moltiplicando per 4/p°q .
pd’ _ pd’Ap’a _pa A’ g pat Y pz-q:qz,m
r-d v dAlra Pq

26

e Razionalizzare il denominatore della frazione Otterremo il nostro scopo creando, al

Abbiamo allora:
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A questo punto siamo in grado di risolvere il primo degli esercizi dell’esempio 19.

Esempio 21
Semplificare 3 | 2 . Razionalizziamo i denominatori: 3 | 2 _ 3 V5, 243 3 \B 243 _3 ‘E 243

V5 3 BB 55 BB s e 53

Adesso risulta pit semplice semplificare 1’espressione, calcolando il minimo comune multiplo dei

2 345 243 _9.45+1043

) . .. .3
denominatori, che sono numeri interi: — +—

Js 35 3 15

Passiamo a un’altra espressione.

Esempio 22

N2 +4/5

Vogliamo razionalizzare il denominatore della frazione: ﬁ Possiamo applicare il procedimento

precedente a questa frazione? Proviamo moltiplicando per lo stesso denominatore. Otteniamo:

N N o
(V2-v5) 2-2:410+5 7-2.410°

Il metodo non ha funzionato ma ci ha fornito un prezioso suggerimento, giacché, senza volerlo, abbiamo
reso razionale il numeratore. Quindi, se moltiplichiamo il denominatore per se stesso, ¢ vero che otteniamo
un quadrato, ma non di un fattore monomio come negli esempi precedenti, ma-di un binomio, pertanto il
calcolo del doppio prodotto ci ripropone il radicale che avevamo sperato di eliminare. Applicando invece il
prodotto notevole noto come differenza di due quadrati, otteniamo appunto i quadrati di due monomi con la
conseguente sparizione di entrambi i radicali.

Dalle risultanze dell’esempio precedente enunciamo la seguente regola.

Regola 1
Per rendere razionale il numeratore o il denominatore di un frazione formato da una espressione del tipo

Ja b , si moltiplicano numeratore e denominatore per il fattore Ja b .

Esempio 23

e Rendere razionale il denominatore dell’espressione W Applicando la Regola 1 otteniamo:
+

5-43) _2:(5-3) _2(5-43
w€+5')wf)«f) (5 : )_2| : 3)_ o

e Rendere razionale il numeratore della frazione

f/%— . Apparentemente la forma del numeratore non ¢
del tipo previsto dalla Regola 1; in realta 3 pud pensarsi anche come \/3_2 . Pertanto otteniamo:
(V2+3) (v2-3) -9 _ 2-9 _ 7

V2.(¥2-3)  2- 342 2-342 2-342 3[ 2

3

e Rendere razionale il numeratore della frazione: W . A questo punto abbiamo capito la strategia da
+

3

usare: andiamo cio¢ alla ricerca di un prodotto notevole che ci possa aiutare. Lo troviamo in quello noto
come differenza di due cubi, che, algebricamente, si esprime con (a3 - b ) =(a - b)'(a2 + ab + b2).

27
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5-32 5 -2 _ 123 ~
Abbiamo allora: V2 +¥4 ~ {2+¥4).(25+5-V2+4) 2532 +5 ¥4 +38+25-Y4+5-3/8 +1/16
123 123 123

C25.32+430-34+2+5-2442¢  25:32+30-V4+12+42-32  27-32+30-Y4+12

Possiamo semplificare la seconda espressione presentata nel problema.

Esempio 24

R R £
V2 2443 1443

V2, BWa-B)  B-B) B NP -VE A-VF
N PN i (Y Y R e i
_N2 ,2-46 V3-3_42 2-46 3-3_42 2-46 +3-3

2 2-3 1-3 2 -1 -2 2 1 2
A questo punto possiamo calcolare facilmente il minimo comune denominatore e proseguire nella

2 2-6 3-3_V2-20-6)+43-3_V2-442.46+3-3 _2+2:46+43-7

semplificazione: ——
2 1 2 2 2 2

Semplificare I’espressione Cominciamo a razionalizzare i denominatori delle

singole frazioni:

28
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Verifiche

Lavoriamo insieme

Si voglia rendere razionale il numeratore dell’espressioneya’h°c* (si badi che in questo caso si pud
pensare a un denominatore unitario). Dobbiamo completare 1’esponente di ciascun monomio in modo che
risulti multiplo di quattro. Per il principio di economia sceglieremo il minor multiplo di quattro che superi
I’esponente considerato. Si puo effettuare questa operazione procedendo nel seguente modo:

2 hoet = \/a3b6 ) i/ab2 \/a4b8 ! ab2

Rendere razionali i numeratori e/o i denominatori delle seguenti espressioni

Livello 1
- 2 3 5 o1 \7/24.36_3.3/1.15/154.%/7.3/?
C V247 Y167 W15 T Y497 Y121 3 4 3 Vb
3
N Us 48

548 3 2 2390 11 J_J_
’ ~ 6 Y25 242 2
" mn? p° 3 Xy’ . 5/x8y16124 . &b . ax ‘ vz 2 W 1
4m5n8pll ’ xy2 ’ x4yZ2 ’ 7/a4b5 ’ a* 3 ax? /mp y- 3/ 2y x4 5/)62)}4Z &3 o
Az Va’b'c*  a’b’c mnp amo

2 3”7 514 3 151823;11
3 Xy Z ab \/a b’c’d \/m a34m45056
a2 C2 b2 3 4[a3cd3 ’ 1
VX Y 2 ) 3’
Yac? d m'n"p’ a*m’o* Namo

Lavoriamo insieme

V74242
24247

noto come differenza di quadrati, scrivendo:

Rendere razionale il denominatore dell’espressione Dobbiamo ricorrere al prodotto notevole

V14242 (74242} VT-42)
V227 W2+247) A7 -2)
247 V4141422 _2.7-2.243.V14 _14-4+3V14 _10+3-14

22372 2 4-7-2 -28-2 26

Rendere razionali i numeratori e/o i denominatori delle seguenti espressioni; se i radicali sono presenti
sia al numeratore che al denominatore, razionalizzare il denominatore
Livello 1

2 J5+3 1
NEBS L me v yev AR

NS a7 13:(V19-423)
2(V5-3) 4 4 17 +413

36.
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V1-45 3 2443 5-42 V11-13
V744575 =373 =42 V5 +42 VI + 11

35443 2410 12411 -
6—35: ( : );5+2.\/g;7 23\/5;12& 77

55

37.

Ws-1 12 2 JWs-1 V2 sl [ (e J5-1
38. L NN R AT A A T ,1-\/\/§+\/§,T,\/§+1
Livello 2

a-b  a+b-c '\/;—y_\/;—\/?_ 1

. a=b'Natb+e x=y"" x4y’ ,\/@+\/ax2y
Ja+b:Na+h- fﬂy (o) (s i =y ) av-ary
g, Yaro e Ne+b N2a-\3b Ja+b

Va b & a o NBa+ N2 Ja b
a+b+2ab & +d*ed N =b (¢ +Vb) Jou—Jab—Jop Na' ~b-(a+b)

9 9

a-b ’ =d’ e —b 3a-2b ’ a’—b

Lavoriamo insieme

Rendere razionale il denominatore dell’espressione m Questa volta abbiamo a che fare con un
+ —

trinomio e non potendo ricorrere immediatamente all’applicazione di un prodotto notevole, proviamo
ugualmente il procedimento enunciato nella regola 1, anche se sappiamo che non sara efficace. Per eseguire
questa operazione dobbiamo considerare uno dei tre possibili binomi come un monomio, per esempio quello

N _— [aeis)eva]
formato dai primi due termini. In tal modo otteniamo: N [ \/_ [( N \/_) 7 J l( = \/_) J_
B3SO BH5SHVT B 5 4T
C(Ba5f o7 35+2415-7 142415

irrazionale, ma contenente un radicale in meno, per cui possiamo applicargli la regola 1. Otteniamo:

L _B45+T (V3435 447) (1-2V15) _ V3 +4/5++7 = 2445 - 2475 - 2105 _

. Si tratta di una frazione il cui denominatore & ancora

G+s-v7 142415 [1+2415)-1-215) 1-60
B +5 47 -65-1043-21105 _ 943 +545 -7 +24105
- ~59 - 59

Semplificare le seguenti espressioni

Livello 1

il 3 V2 V2 +45 1

5421 2435 J5-2 443 1442-43
3‘(\/3_\/54‘1) \/E+\/_5+3 4.15+7J6-3.410-6 \/5+ 6+2

2 12 4
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1 2 1432 243 4

B B BB 2B -2
{—#;%+ﬁ+%@;—(3+2-%+2-i/§);(2_\/5)2(%/5+2);2-%/Z+4-%/§+4}
o L1 24 J2-1
L= B2 2+ B+ VB3-A5
{(\/_H)ZZ(\/_H) (\/—JM/—) (\/—+\/—)2\/— 2-15++/10 - \/1§1+3\/_ 3.3+7-42- 7]
Livello 2
m a3—b_a+%_%/;+%/n_2—%/%_ 2-\mn
a3 a-dp" Am-In T Nm+Jn+dm+n
{a2+a-3b+3b2 a’+2a’ %/;+b2a I +b mx/_+rZ \1/1_+M \/_+\/__ﬁ:|
\/§+1\/§1\/€+\/_2\/_+\/_2\/_13\/_
. f ( B ¥ B
8-/65 2-43-3-42-6 3-4/5+40-43
65 6 ’ 30
g, V23 No-V3 aeV2 1 2 3 4 5
23 Bie N2 V2 2 8 B 2T R
1246 +10-v2 +17 104\/_+117\/_ 6
5 72
o 2.3 2 W5 3 1 2 4 {75-\/§+25-\/€—6-J__31.%/Z}
'IIII’%%@M% 30 " 60
1 3 2 1 1-42)
48. 3+\/_+3+\/_ \/_3 2+\/_+2+\/_ \/_ 5 (\/EH_ 3 J
{2.«/§+9;4_4‘\/§;@.(5‘\5_7)}
3 27
g V2+V3 5B VT+Vs 2 1-7 3
C B2 5B T AT 2 -7
{2\/— S5 -3+ 319\/_+199\/_+99}
5. 1 2 3 1 1 1 1

B2 5B T+ 1442 1-242 242 148
{5-\/5—3-ﬁ+4.ﬁ—2-ﬁ_29-\/§}

2 T 14
o 4 2 (1+\/§J_(1—\/§J2' 4 2 {3-\/5—3}
' (1+\/§)2 1++/3 2 2 (1_@)2 1-/3 2
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“ 9 3 |(1+2) (142) ] 9 3 1542
' (1+\/§)2 1++2 2 2 (1_ﬁ)2 1-+2 4
3
1

Livello
1 m+2 m*—1 1 m’ +2m* +2m—1

3 3 | _ _
ﬁ_\/a_3+\/a_5_\/a_7 " 4fam? \/18m+\/8m3 §/8m* " \32m’
l(a—l)’ﬁ,m'(Sm**—Mz%)}

53.

a ’ 24m?

1+612 — az_l 2 2
” Nl+a® \/;—y_\/;+y _ 2a a a -b
' 1+a’ Wx+y Jx-y) Tla®-b a+\/_ \/_ 2a
2.\/1+a2_ 16x*y? ca—Jb
(41 (x=27)

x+\/_ 2x \/_ \/_ 2y 1
55. XVl — ——— [0; 2x]
Ji—yfy x-y \/_+\/_ iy xdx+1 *

" (nj?) T [H\/_) [ ;/_j'(l—j;)ﬁl_i/; {é}
Va-b a+b-2Jab

57. Dopo aver mostrato la verita dell’identita:
P Ja+b a-b

sitivo a e b. Applicarla per razionalizzare i denominatori delle seguenti frazioni:

V1-V11 —54413 243-415 1-417 27-48
T4+ T34+ 2B +415 14417 33+242

(@)

, valida per ogni numero reale po-

Lavoriamo insieme

¢ Risolvere I’equazione V3x—1=2x++/5. Anche se potrebbe sembrare una equazione strana, non & che
una equazione di primo grado a coefficienti irrazionali. Risolviamola con la consueta procedura di isolare

145 (1++5) (J_+2)
32 (W3f -2*

I’incognita al primo membro. \/§x—2x=1+\/§:>(\/§—2)'x:1+\/§:

=\/§+2+\/E+2.\/§:>x=—(«/§+2+«/g+2-«/§)

3-4
e Risolvere I’equazione 3x* — 7 = 0. Si tratta di un’equazione di secondo grado, che possiamo scrivere nel

2 2 . . .. . . .
seguente modo: (x/gx) —~7" =0, considerando il suo membro sinistro come una differenza di quadrati.

Da cui (x@x—ﬁ ) : (x/gx +7 ) =0. Allora per il principio di annullamento del prodotto, si risolvono le

7 7
due seguenti equazioni di primo grado. V3x-\T1=0=x= \/; e 3x+V7=0=x= —\/; .

Risolvere le seguenti equazioni a coefficienti irrazionali
Livello 1

58. (V2+43)x=v2-v3; (V2 ++3) x=4/5+7 =0 [x=26-5x=V14+15-+10-21]
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59. x/gx—x/E:O;2x+\/§=0;1+\/§x20;2x—1=\/§-x {xzﬁ;x:—ﬁ'x:—g;x:2+x/§}

3 27

60. (\/E—x/g)-x—\/g+\/§=0 ; ﬁx—\/gzx/gx—ﬁ ; ( 5x—\/7)-( 7x—\/§)—\/§x2 =0

2 3

61. (x/i—x)-(ﬁ+\/§x)20; ﬁ-x—\/g:ﬁ'x+\/§ {xz?;xz——s;xz.i;x:2+\/§}

Livello 2

62. \/E-x—lzx/g-x—\/g-x ; (ﬁx—2)2—(\/§x+x/5)~( Sx—x/a)+5~(x—\/7)=2x2
{x:\/ﬁ—z-ﬁw-ﬁ,x__nohﬁ}

12 ’ 87

63. ﬁ;i ngi (ﬁ+\/_x) —11x? +(\/7+\/§x).(\/7_\/§x)+5x220 {x Ox__g_

/ 4/~2 3
64. (\/§+\/§+x)2=(\/§—\/§—x)2;11x2—19:0;\/7x2=2 {x:—\/g;xzi 209;x=+ 27

11 7

Lavoriamo insieme

Risolvere il seguente sistema lineare di due equazioni in due incognite Vax+ y=1 a coefficienti
x++/2 y=2
irrazionali. Fra tutti i metodi studiati, probabilmente il pit semplice in questo caso, ¢ il metodo di Cramer. Il
determinante dei coefficienti D = V2 \/15 =2" —1=1 & diverso da 0 per il teorema di Cramer il sistema
1
I 1
2
ha una sola soluzione. Calcoliamola: x = \/_ =\2- 2;y =2.42-1.
Risolvere i seguenti sistemi lineari a coefficienti irrazionali
Livello 2
x+\/§y:\/5 \/gx—\/iy:O x+y=\/§
65. ; ;
x—y=1 \/§x+\/§y:1 x—y:\@
+
{(x=4—2-\/5,y=3—2-\/§) (x=5v2-315.y=30-33): ( J—zf y= J_zx/_ﬂ

2~\/§x+2y=\/E’ x/ix+\/§y:\/§ 2 4
67 {\/Ex+y=\/§ ) {(x/z+l)-x—y:—l i {(ﬁ+\/§)-x—(\/§—\/§)-y=
. \/gx—yzx/a’ x+(x/§—1)-y:1 ’

{(x Ly—5- \/—)( 2- \/_y:2+\/5}(x:3—\/€ y:3+\/€H

2 6 6

x—=2y=-1

o {@x_\/gyzz;{ﬁﬁy:&ﬁ _{\/gx—\/zy=\/§ |:(x=\/§—l’ 1+\/_J( Jo(xmly= 0)}

x+y=1
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5 5

Livello 3
x+y—-z=1 \/Ex—y+z=\/5 \/g-x—y+2z=0
68. \/Ex—yz—l ; x+x/§y:—1 ; x+\/§-y—z=1
x+y—\/5z=0 y—z=0 2x—y+\/§~z:—1
(x:l’y:1+\/5’zz1+\/§)’(x:l,y:_23\/5,2:_2;/gJ’(les—g\/g’y:_5+\/§’Z:5—8\/§J:|
(\/E+l)-x—y:1 \/§x+y—z=1 \/§~x+\/§y=\/§
69. (x/E+1)-y—z:2 ;4x—y+2z=0 ;ex—y+z=1

x+(\/§+l)-z:—l

(\/5+1)~x+z=3 (\/§+1)'x+(\/5—1)'y+z:\/§+1

Hx_6-\/5—4 _14242 3429
’ - ’ - 7

7 Y 7

34
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Quelli che vogliono sapere di piu ...

Costruzione dei numeri irrazionali

Una delle proprieta piu interessanti dei numeri razionali consiste nel fatto che, anche se essi sono costituiti
da infinite cifre dopo la virgola, noi siamo in grado di dire che cifra ¢ una qualsiasi di esse scelta a piacere.
Chiariamo quanto detto con un esempio.

Esempio 25
Sia dato il numero razionale 0,1235214782. Supponiamo di voler conoscere il valore della sua cifra che

occupa la posizione numero 1234 dopo la virgola. Dato che il numero ha un antiperiodo di 3 cifre e un
periodo di 7 cifre, possiamo dire che le sue cifre di posto 4, 11, 18, ... sono tutte uguali a 5, quelle di posto 5,
12, 19, ... uguali a 2 e cosi via, quelle di posto 10, 17, 24, ... uguali a 2. Quindi, per risolvere il problema,
basta sottrarre a 1234 il numero 3 delle cifre dell’antiperiodo e determinare il resto della divisione per 7 del
risultato ottenuto, 1231. Si ottiene 6, per cui possiamo dire che la cifra cercata ¢ la sesta del periodo, cioe 8.

Potrebbe sembrare che la precedente proprieta risulti una caratteristica dei soli numeri razionali, soprattutto
se consideriamo numeri ben noti come ~/2 e . Cid non & sempre vero.

Esempio 26

Consideriamo il numero 0,123456789101112... che non ¢ periodico, dato che le sue cifre decimali si
ottengono mettendo uno accanto all’altro gli infiniti numeri naturali. Anche in questo caso siamo in grado di
conoscere (con qualche difficolta in pit dell’esempio precedente) ogni sua cifra, nonostante il numero sia
irrazionale. Supponiamo di voler sapere qual ¢ la cifra di posto numero 654. Osserviamo che con i numeri
naturali a una cifra occupiamo 1 primi 9 posti; con quelli a 2 cifre (da 10 a 99), che sono cento, occupiamo le
posizioni da 9 + 1 =10 a 9 + 200 = 209, con quelli a 3 cifre (da 100 a 999), che sono mille, occupiamo le
posizioni da 209 + 1 = 210 a 209 + 3000 = 3009. Poiché 654 = 209 + 445, la cifra numero 654 ¢ quella
ottenuta scrivendo 445 cifre dopo il numero 999. Percio dividiamo 445 per 3, ottenendo 148 con il resto di 1.
Ci0 significa che la cifra cercata ¢ la prima del centoquarantanovesimo numero a 3 cifre, cioe 248. Quindi la
cifra cercata ¢ 2.

Visto che i numeri irrazionali appaiono difficili da trattare, risulta interessante approssimarli mediante nume-
ri razionali.

Esempio 27

1 1,2345....

Consideriamo il numero r = 1,2345678910... Sulla retta reale essoecadestradilea
sinistra di 2, cioe¢ 1 < r < 2. Possiamo ottenere una posizione piu precisa tenendo conto che ¢ anche vero che

1 1,2345....
22 s e e |

1,2<r<13 12 ' Joche 1,23 <r<1,24 ¢ cosi via.

Nell’esempio precedente possiamo costruire due sequenze infinite di numeri razionali, una formata da nu-
meri minori di r (1; 1,2; 1,23; 1,234; 1,2345; ...) e una formata da numeri maggiori di r (2; 1,3; 1,24; 1,235;
1,2346; ...). La prima sequenza ¢ composta da numeri sempre pill grandi, diciamo che € una successione cre-
scente, la seconda € una successione decrescente.
E interessante notare che la differenza fra due numeri che occupano lo stesso posto nelle due successioni
diminuisce all’aumentare della posizione. Cosi

2-1=1;

1,3-1,2=0,1;

1,24 - 1,23 =0,01;

1,235 - 1,234 =0,001;

1,2346 — 1,2345 = 0,0001; ...
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Praticamente stiamo ottenendo una posizione sempre piu precisa per il numero r sulla retta reale, poiché la
lunghezza del segmento all’interno del quale esso deve essere posizionato diventa sempre pil piccola.
Questo procedimento ¢ noto come approssimazione di un numero irrazionale, dato che ci stiamo avvici-
nando sempre di piu alla sua precisa posizione e quindi al suo preciso valore numerico decimale, valore che
pero non raggiungeremo mai. Abbiamo pero la possibilita di ottenere un valore di r preciso quanto voglia-
mo, in relazione agli strumenti di calcolo a nostra disposizione (per esempio, potremmo avere a disposizione
una calcolatrice che visualizza solo 8 cifre).

Definizione 10
Dato un numero irrazionale r, un numero razionale a < r si dice approssimazione per difetto di ». Un nu-
mero razionale a > r si dice approssimazione per eccesso di r.

Ricordiamo adesso un concetto incontrato a proposito delle relazioni di equivalenza.

Definizione 11
Diciamo partizione di un insieme C, I’'unione di n insiemi disgiunti A;, A»,...,A, tali che A; UAU...UA, =
CeANAr)N..NnA,=0.

In questo caso particolare ci interessa considerare le partizioni dell’insieme Q dei numeri razionali.

Esempio 28

Consideriamo la seguente partizione di Q,A = {re Q : r*<2} e B={re Q : r*>2}.

Tutti gli elementi del primo insieme sono minori di quelli del secondo, inoltre, se ordiniamo gli elementi di
A e di B, troviamo in A una successione crescente di numeri razionali che approssimano per difetto il

numero +/2 e in B una successione decrescente di numeri razionali che approssimano per eccesso V2.
Possiamo allora dire che i due insiemi A e B definiscono il numero /2 .

Quanto visto significa che 1 numeri irrazionali possono costruirsi per approssimazioni successive di succes-
sioni di numeri razionali.
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Lavoriamo insieme

Consideriamo il seguente quesito assegnato alle prove Invalsi del 2011.
Quale fra le seguenti uguaglianze e corretta, qualunque sia il numero reale che sostituisce la x ?

M)V =x B) Vx? =4x €) Vx* =[x D) V¥* = |

La prima non & corretta perché per esempio +/(—2) =2 # —2; la B) e la D) per lo stesso motivo. Pertanto la
soluzione corretta ¢ la C).

1. (Invalsi 2011) Nelle prime due colonne di un foglio elettronico sono state calcolate alcune coppie di
valori (x, y) di una funzione.

| P
I

i
i

Quale tra le seguenti ¢ la funzione di cui sono stati calcolati i valori (x, y)? [C]
A) y=vx—1B) y=vJx+1 C) y=vx-1 D) y=1++/x
2. (Invalsi 2014) Se a ¢ un numero reale compreso traOe 1 (0 <a < 1), allora [C]

A) a<\/5<l<a2 B)l< a<a<a® C) az<a<\/2<l D) \/Z<a<az<l
a a a a

3. Quale fra i seguenti numeri ¢ razionale? [D]

A) J15+4/25 B) 13- \/_C)J\/_+\/_D)\/_—_—\/_

4. Quale fra le seguenti scritte & corretta? [A]

V39 _ V2 +45
A)\/ﬁ>4>\/_ B) 11</147 <12 C) yJ11-+/21 =42 - J_D)\/_ 7 >5

5. Solo sapendo che 41<+/1748 <42, possiamo dedurre che la prima cifra decimale esatta di 1748 [D]
A)e 9 B) e compresatra5e9 C) e compresa tra 0 e 4 D) non si puo determinare

6. Sea < 10 possiamo dire che Ya A) ¢ positivo B) pud non avere significato C) ¢ minore di 1 D) ¢ mi-

nore o uguale a 2,2 [D]
7. Quale frai seguenti radicali & equivalente a /144 2 A) V12 B) #12 C) 12 D) /12 [C]

Quale fra i seguenti radicali non & simile a \/E ,cona>0?A) \/% B) \/a_3 O {‘/aT D) m [D]
9.  Se~/x* =x allora A) x & intero By x>0 C) x>0 D) x £ 0 [C]

eA) 2 —\/3 B) O \/3 +2 D) Nessuno dei precedenti

10. La corretta semplificazione di

1 J3+2
J3-2 5

[A]
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Qui riportiamo alcuni quesiti particolarmente impegnativi

1.  Provare che \a’> +b*> +c¢* & un numero intero dispari se a e b sono numeri interi consecutivi e ¢ & il
loro prodotto. Verificare quanto provato pera =3, b =4, c=12.

1 1 1 {\/2n+1—1}

2. Semplificare

1
+ + +...+ .
1+V3  B3+5 5447 V2n-1+2n+1 2

Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali

Ciascun simbolo si riferisce a una gara matematica

AHSME = Annual High School Mathematics Examination MT = Mathematics Teacher, rivista della NCTM
K = Kangaroo OMI = Olimpiadi della Matematica italiane TAMU = Texas A&M University

Lavoriamo insieme
I1 quesito ¢ stato pubblicato sul numero di ottobre 1993 della rivista Mathematics Teacher.

Calcolare \3/\/§+x/§ %/x/%—\/g

Dato che i radicali esterni hanno lo stesso indice, possiamo moltiplicare i relativi radicandi, che
costituiscono una differenza di quadrati: 3/30—3 =3/27 =3.

1 1 1 1 1
1. AHSME1974) Semplificare — + - + . 5
( ) Sempllicare 3 T B v7 TNT N6 V65 52 o
1 3 2n—1

n—

2. (AHSMEI1976) Sia il numero: P = 27.27....2 7 in cui tutte le frazioni hanno denominatore uguale

a 7 e numeratori 1 numeri dispari in successione. Qual ¢ il piu piccolo numero n per cui P ¢ maggiore
di 10007 [9]

3. (AHSMEI1976) Semplificare W5 +2+4V5-2 3242, (1]
JA5+1

4.  (OMI 1991) Si dice che tre numeri x, y, z sono in progressione aritmetica se y — x = z —y. A esempio 6,
8, 10 formano una progressione aritmetica cosi come 15, 21, 27. Dati tre numeri positivi m, n, p in
progressione aritmetica, quale tra le seguenti tre terne forma sicuramente una nuova progressione a-

A NmAnp B) Nm+n, Jm+p,n+p ©) \/;i\/;\%i\/; \/Zi\/;

ritmetica? [B]

D) m*,n*, p* E) l,l, E
p n m

5. (K2005) Quanti numeri interi positivi n soddisfano entrambe le disuguaglianze 2000 < n«(n+1)

<2005?A)1B)2C)3D)4E)S [E]
6.  (K2009) Quanti numeri interi n esistono tali che la distanza tra \/Z e 10 sia strettamente minore di 1?
A)39B)29C)20D)19E) 1 [A]
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Questions in English

Working together
This question was published in the issue of November 1995 in Mathematics Teacher.

a |b J|a a ¢
Find kif ,|—-|— |— =(—J .
b \a \b b

We seek to write the two members as powers of the same base. So we work on the first member:

2

N | =

N—
0 | W

60"

Il
/N

S|

AT G ) -

Hence k = 3/8.
7. (AHSME1976) For how many real numbers x /— (x+1)° , represents a real number? [1]
8. (AHSMEI1981) If v/x+2 =2, how much is (x + 2)*? [16]
2
3
9.  (AHSME1986) Simplify (Q/E —w/ 6+Zj . [3/4]
10. (TAMU1999) Find a + b if \/E-f-é-ﬁ-...-ﬁzs. [35]
234570
1. (TAMU2000) If V19% +19% +...+197 =19, how many times must 19° appear in the radicand?  [361]
12.  (TAMU2009) Find the value of \/5+2-v/6 —v/5-2-v/6 . [2:42]
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Attivita di recupero

Operazione di estrazione di radice n—esima

Fase 1: Osserva

Consideriamo il seguente radicale 3/81. Questo rappresenta un numero reale positivo e, precisamente
il numero intero 3, dato che sappiamo che la cui quarta potenza di 3 ¢ proprio 81. Possiamo quindi

scrivere /81 = 3: si tratta di un radicale apparente.

. . [ 125 . .. .
Anche il radicale 3 B rappresenta un numero reale, ma stavolta negativo. Anzi in effetti un nume-

ro razionale, dato che conosciamo due numeri interi il cui cubo ¢ rispettivamente 125 e 8. Scriviamo

. 125 5 . . .
percio 3 g = ) : si tratta ancora di un radicale apparente.

La seguente scrittura invece non rappresenta un numero reale: 3/— 64 , poiché non vi sono numeri reali
. . . . . .02 2 . . . .
il cui quadrato sia negativo: infatti 8 = (—8)” = 64. Osserviamo che, quando si tratta di un radicale

quadratico, non & necessario indicare I’indice della radice : i/j = \/—_64 .

Il simbolo seguente rappresenta un numero reale irrazionale: /27 . Infatti non conosciamo alcun nu-
mero razionale il cui quadrato sia 27. Sappiamo perd che 5% = 25 < 27 e 6> = 36 > 27. Cid significa che
5< 427 <6. Se vogliamo, possiamo precisare meglio il valore di /27, esaminando i quadrati dei
numeri con una cifra decimale, cosi 5,12 =26,01 <27; 5,22 =27,04>27=5,1< \/E <5,2. 1l pro-

cedimento precedente puo essere continuato, per una migliore approssimazione del valore del radicale,
fino ad acquisire un numero grande quanto si vuole (almeno in linea teorica) di cifre decimali.

Fase 2: Completa ...

Determinare il numero intero rappresentato dal seguente simbolo: ¥/32 . Poiché ...° = 32, possiamo di-
re che si ha: 3/32 = ...

. . . 1 Co 4 4 . .
Determinare il numero razionale rappresentato da 556 Poiché ..." = ... e ...” = ..., possiamo scri-

vere che %/L ==,
256 ...

Determinare il numero reale rappresentato da {/—1 . Poiché la sesta potenza di qualsiasi numero reale &
sempre un numero reale ............. , possiamo dire che il precedente simbolo

Determinare il numero reale eventualmente rappresentato da 3/—84 . Non esistono numeri interi il cui
cubo sia uguale a ...... , pero abbiamo (—4)3 = ... > -84 ¢ (—5)3 = ... < -84, cio significa che -5 <

-84 < —4. Quindi /-84 & un numero del tipo —4,x, con x numero con infinite cifre. Se vogliamo
trovare la prima cifra decimale procediamo con il calcolo dei seguenti cubi: — 4,13 =-68,921; - 4,23 =
.......... , - 4,33 = e, — 4,43 =............. € ci fermiamo qui perché —4,43 < ...... Possiamo percio

dire che ....... <A-84 < ... Quindi il numero reale con la prima cifra decimale corretta rappre-

sentato dal numero irrazionale /-84 & ......

Fase 3: Prova!

Determinare gli eventuali numeri razionali rappresentati dai seguenti simboli

1.

V16:316;4-16:3-27:-3/8; /25 [4; 2, @; -3; 2, 5]
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2. #625:3-64;4(-16)*;—¢~1:/256: 4256 [5:—4: 4; @: 16; 4]
3. 4256:4729:4/49: 121 2 16 {237 n_s _}

A /_ _\/ 1296\/ \/169 \/576 \/841 L 1131229
' 10247V 289"V 676 "\ 961 277732717713731

i/ i/ \/ 1331 \/343 §/ P;_l;g;_g;l;"}
-2401 3125 6400 1728 2197" \N'729 7 5 1213 3
Calcolare un valore con una cifra decimale esatta dei seguenti numeri irrazionali

6. V19:V111:4/250:/42:/-67:3100:4/11 [4,3;10,5; 15,8; 3,4; —4,0; 4,6; 3,3]
7. 125:4580;%1050;124;3/200; /4321, 1111;3111 [3,3; 4,9; 5,6; 11,1; 5,8; 8,1; 5,7; 4,8]

Operazioni con i radicali

Fase 1: Osserva
o Il seguente radicale /216 & semplificabile o irriducibile? Scomponiamo il radicando in fattori:

8216 =8/2%-3% : dato che MCD(6, 3, 3) =3 # 1, il radicale ¢ semplificabile. Semplifichiamolo divi-

dendo Iindice e gli esponenti per tale MCD: §/216 = §2* 3% =3/2.3 =/6 . Naturalmente questo
radicale ¢ adesso irriducibile.

° Semplificare, se possibile, il seguente radicale: §/720 . Scomponiamo il radicando in fattori:
§/720 =¥2*-3%-5 . Poiché MCD(8, 4, 3, 1) = 1, il radicale & irriducibile.

. Semplificare ¥a"b"c" . Calcoliamo il MCD(20, 15, 10, 15) = 5. Dividiamo indice ed esponenti per
questo valore: ¥a"*p"c” =4a’b2c’ .

° Semplificare la seguente espressione: +/6-+/12 -/18 . Poiché i tre fattori hanno lo stesso indice possia-

mo scrivere 1’espressione sotto un unico radicale: +/6-4/12-4/18 =4/6-12-18 e, invece di eseguire le
moltiplicazioni, scomponiamo ciascun radicando in fattori primi:

J6-12:18 =4/2-3-27-3.2.3> =4/2* -3 . In tal modo ci accorgiamo facilmente che il radicale & solo
apparente, quindi lo semplifichiamo: v2*-3* =2%.3% =36.
m Rla*b’c

scrivere I'intera espressione all’interno di un solo radicale:i/
AN

proa

Vax® -Ala’x

. Semplificare la seguente espressione: . Avendo tutti i radicali uguale indice possiamo

a’b-a‘b*c _i/a(’lfc

= . Adesso semplifi-
a4 . abSCS a5b5c3 p

chiamo il radicando: 3

. Semplificare —————=——. Dato che ciascun radicando ha un diverso indice riconduciamo tutto allo
Vax
\/ax2)6 1\2/(a2x 12 PN 12/a8x4
stesso indice, che € mem(2, 3, 4) = 12: = . Portiamo tutto sotto lo

3 12/ 3.3
12 ax) Na’x

o oy Fax? Yot a®x"-a*x* a*x" s
stesso segno di radicale e semplifichiamo: =1 =1 =va x°.
a
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Semplificare la seguente espressione: 3- V54745243 +/5-/3. Possiamo sommare fra loro
solo i radicali simili, pertanto scriviamo:

3454752 3+5-3=3+7+1)-5+(=2-1)-"3=11-/5-3-4/3.
Semplificare: 678 —2-/6 +4-4/24 =2 ++/54 . Apparentemente non vi sono radicali fra loro simi-

li, scomponiamo ciascun radicando in fattori primi: 642 —2-423+4-427 - 3-42++/2.3° . Adesso
scomponiamo ciascun radicando che ha almeno un fattore con esponente maggiore o uguale a 2 nel
prodotto di due radicali, uno apparente e 1’altro irriducibile. Dato che sono radici quadrate, formiamo

radicali con potenze multiple di 2: 6-\/2—2 2-2-46 +4-\/2_2 A2:3-42 +\/3_2 -/2-3 . Eliminia-
mo i radicali apparenti: 6-2- V2-2.J6+4.2.J6-v2+3 -6 svolgiamo le moltiplicazioni:
1242 =276 +8:46 =2 +3-4/6 . Adesso raggruppiamo le coppie di radicali simili e le sommiamo
fraloro: (12=1)-+2 +(-2+8+3)-4/6 =11-4/2+9-6.

Semplificare la seguente espressione: (1+\/§ )2 —(1+\/§ ) (1—\/5 ) Sviluppiamo il quadrato di bino-
mio: 1+(\/§)Z +2-\/§—(1+\/§)- (1—\/5): 1+3+2-\/§—(I+\/§)-(I—\/§): 4+2-\/§—(1+x/§)-(1—x/§) . A-
desso sviluppiamo il secondo prodotto, che ¢ una differenza di quadrati: 4+2- J3- [12 - (\/5 )2}

=442 3-[2-3]=4+2.V3-[-2]=4+2-3+2=6+2-43.

Fase 2: Completa ...

Semplificare, se possibile, il radicale 3/1000. Scomponiamo il radicando in fattori:

41000 =4/, . Dato che MCD(4, ...) = ... possiamo dire che il radicale ¢ ............. E puo
anche scriversi: ............

Semplificare, se possibile, il radicale: £/176400. Scomponiamo il radicando in fattori:
%/176 400 =Yoo, . Poiché MCD(6, ...) = ..., il radicale ¢ ............... Quindi si ha: §/176400

Semplificare ¥a"m’ p®z*' . Calcoliamo il MCD(12, 15, ..., ..., ...) = .... Dividiamo indice ed espo-

nenti per questo valore: Ja"m’p°z* =.................

Semplificare la seguente espressione: /20 .10 -/15 . Poiché i tre fattori hanno lo stesso indice pos-

siamo scrivere 1’espressione sotto un unico radicale: v20-+10-+/15 = .................... Scomponiamo
ciascun radicando in fattori primi: N , in tal modo ci accorgiamo facilmente che il
radicale € ............coounn. ,quindisiha: .....................

Yo'y 4y

scrivere I’intera espressione all’interno di un solo radicale: i/

Semplificare la seguente espressione: Avendo tutti i radicali uguale indice possiamo

. Adesso sem-

plifichiamo il radicando: ...........ooiiiiiiii e

\/ﬁ"{/mzp

Semplificare . Dato che ciascun radicando ha un diverso indice riconduciamo tutto allo
8 lmp
L X Nm® -{lm’p .
stesso indice, che @ MCM(2, ...,...) = ciios. = S Portiamo

8 mp
tutto sotto lo stesso segno di radicale e semplifichiamo:
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Semplificare la seguente espressione: 4114247 =7 =7+11. Raccogliamo i radicali simili e
ne sommiamo i coefficienti: ..............coociiiiiii,

Semplificare: 4- V124318 +4/28 =7 +4/3. Scomponiamo ciascun radicando in fattori primi:

....................................................................... Scomponiamo ciascun radicando che ha
almeno un fattore con esponente maggiore o uguale a 2 nel prodotto di due radicali, uno apparente e

Paltro IrridUCTIDILE. ... vee ettt e eliminiamo i radica-
T 0] 0121 1) 118 svolgiamo le moltiplica-
A 10) 1) L sommiamo 1 radicali simili:

Semplificare la seguente espressione: (\/g ++/3 )2 - (2 ++3 ) (\/g - 1)+ J15. Sviluppiamo il quadrato di
DINOMIO: ..ttt e e sviluppiamo il secondo pro-

0 0 10 H riconosciamo e semplifichiamo i
termini SIMILL: ...

Fase 3: Prova!

Semplificare, laddove possibile, i seguenti radicali

p—

336;4/27:816:3/-27,932; 64 [x/g;x/g;x/i;i/—?;x/i;x/ﬂ
121;8-125;8256 \/169 \/625 \/576 [&’/ﬁ;é/—_s;z;i/g-

5
-8l
343"\ 729 147 4343°\17 |

128 216 32 12/ 476 .6 213 6.4/ 476 8 2 6 % 6 213 6 213 2 |
=6l =—:20"=:Na'p® N a’b’c® N a'b’c = 2. 2280’ e -8 a’h? abc® b
49 V1257V 25 Y1°N5°Ys5

13/ 41015 5,20 18 x y12 18 1\/m14n4 2\/5a5b10 1 m12p16 6 1\/16a8 12,16

[x-\/m;W;m~z/n_2;2\5/§-3/ab2;mpi’/l92z3;Q/Zazx%q
3€/W‘ \/W\/ a'2p'® \/4x6y12 \/pn
a6y12’ 345 6p 6
{\/17672 \/; mn \/2_173 2xy \/_ ]
a3y6 3 4b2’ > 2\6/8_

Semplificare le seguenti espressioni contenenti prodotti o rapporti di radicali

6.

8.

V28 /56 -7 ; {24 -132-418  440-450- /60 450 Mﬂ%mﬁ]

idh AT s Y3618
2 \/_T

88 (Attenzione a semplificare prima ciascun radicale)
[2:4/4050:6-+2 ]

V214 Y6V
R R R R R

2-454;92"0.3":2.§3° . 5%, ”9268 2823 33}

TR e A N o R re
Vaodar A e g e Vet A
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s

Vet T fle e 8B e T iyt T Kead

W s 2(?}

]
]

10.

Semplificare le seguenti espressioni

11. 317 +4-415-316 +2+17 ; 5-7-J9+2./5-4-425 [4-JB+4-JE—2;3-J§—41]
12 —26+6-v2 -2 -6 : 716 +2-/8-32+6-/128 -2 [5-\/5—3-\/8;48-\/%26]
13. 3-4-15-V15+414+2 ;2 -V2+2.J4-32+38 [5+14-5-4/15:6-2]
14, 541245416 =3-4/18 =643 +3 ; 8-4/20 +5-/10 —+/5 = 34/100 + 2-4/40 —/90
[23-9-2+4:43;6-10+15-5-30|
15. 3435 +2475 - 4-/15 =45 : 2121 +3-4/28 = /63 =7 +11 : (V2 +3 +1)-(V2 - 1-/3)
[3-\/3—4-\/B+12-\/§+10-\/§;33+2-\/7;—2—2-\/5]

16. (2+v2f —(1+ﬁ)-(ﬁ—1)+ﬁ;(ﬁ+ﬁ)2—(JE+J§)-(J§—4)+J€[5+5-J§;2+4-J§+4-J§]

17. (V1045 =(V15+2) (V3 =5 )= 443 : 2- (V7 +1)-[1+6)- (Vo - 3)+ /7 -8
[11+10-\/§+4-\/§—\/§—9+2-\/8+3-\/ﬂ

Notazione esponenziale dei radicali

Fase 1: Osserva

3
° Con il simbolo 5* indichiamo il radicale /5’ , pertanto se volessimo eseguire la moltiplicazione
3 1
Y5*-3s , risulterebbe pili semplice passare alla forma esponenziale: 54 -53, applicare le proprieta sul
3 1 9+4 13

prodotto di potenze con la stessa base: 543=51 =5!2, quindi ripassare alla forma radicale:
12/51 :5'1\/_ ]
R D 2808

o Semplificare T Esprimiamo il tutto in forma esponenziale:
2

, applichiamo le proprieta

3,79 105+196-180 121

delle potenze: 245 7 =2 M0 =210 =111

Fase 2: Completa ...

5
° Con il simbolo 3% indichiamo il radicale \/3_ . Quindi I’operazione —-, equivale all’operazione fra

>
8
4
33
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radicali ——, pertanto applichiamo le proprieta sul rapporto di potenze con la stessa base:

38 =3 , quindi riportiamo il tutto in forma radicale: \/3_ .

3
3 1w
° Semplificare (\/5 +33 ) . Esprimiamo il tutto in forma esponenziale: (32 +3---] , sviluppiamo il cubo:

32 e , quindi scriviamo di nuovo in forma radicale.

Fase 3: Prova!

Usando la forma esponenziale dei radicali semplificare le seguenti operazioni
2 332 10 19
L 222 Y2 (Y32 2 Pz;w;za 420 +2}

325.2 3 4 7 s ]

2. (\/5—%/5)3;M;(%/§+\/243)-(\/§—%/§) 22 -3.23+3.26-2:5 2:36 _36 4+ 2%.3
J125 |

37 . 4242 171 3

3. WWV2 —\/7\/7343;(3/5%/5)2 {28;724;a2+2'a4+a

L1111 123 1 L1 1 31 49 17
4, 2°.2°.2.2".2":3°.9".27":5".5":5" .5 [232;312;524}

3

L L L L L 1 1 13 7
5. 2°.37.6'-8:3:3.3";51"-51"-51° {22 .4;320;51}

Razionalizzazione di espressioni irrazionali

Fase 1: Osserva

o Vogliamo rendere razionale il denominatore della seguente frazione: T Per fare divenire razionale
3

il denominatore dobbiamo moltiplicare numeratore e denominatore per una quantita che trasformi il
radicale irriducibile del denominatore in un radicale apparente, quindi in questo caso in un radicale
con il radicando che ¢ un quadrato. Per far cio basta moltiplicare per lo stesso denominatore:

6 63 63 g3
NER
12

5.42

presente in un radicale apparente. Quindi stavolta dobbiamo avere un radicando quarta potenza e, dato
che I’attuale radicando ha potenza 1, dovremo moltiplicare per un radicale con lo stesso indice ma ra-

12 _ 1242 4 w2 62
542 s s sy 5

. Dobbiamo trasformare il radicale

° Rendere razionale il denominatore della seguente frazione:

dicando con uguale base e potenza 3, cioe:
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6/ 4 8
. . . a’bc . .
Rendere razionale il numeratore della frazione: PrEca Dobbiamo cercare di rendere le potenze del
ab“c

radicando tutte di grado multiplo di 6, quindi moltiplicheremo per un radicale con lo stesso indice, 6, e
radicando formato da un monomio con le stesse lettere ma i cui esponenti sono tali da formare, con

6 4 8 6f 4 8 6/ 215 4 6/ 676 12

\/abc _\/abc~abc_ Na’b’c _
2.2 2 2 6f 215 4 422 of 2454

ab’c ab ¢ -~Nab’c ab ¢ -~Nab’c

quelli gia presenti, il multiplo di 6 piu vicino. Cioe:

P 1
XbXXw/G a’b’c®  b-a’b’c! .
3 42,3 . o o . .
Calcolare: —— — =4+ —2.4/3 . Per rendere piu semplice 1 calcoli razionalizziamo tutti i denomi-
V2o 3 43
3V2 N2 33, 5 342 V2 343, J—3\/_\/_ﬂ_2'f:

RN NN s A
342 V2

natori irrazionali:

342 V2

T__ \/_ 2- \/_ ———?—\/_ .Adesso determiniamo il minimo comune denominatore:
3f_£ 5o3332-242-63_942-2V2-643_7V2-6.43
6 6 6

Rendere razionale il denominatore della seguente frazione: Per questo tipo di termini irra-

\/7+\/ﬁ'

zionali, binomi, la moltiplicazione per lo stesso fattore non ¢ vantaggiosa perché in questo modo cree-
remmo un quadrato di binomio che non elimina tutti i radicali quadratici. Infatti la frazione

3-(V7 +11) 3-(V7+411) 3 (V7)) 3-(VT )
(\/7+\/ﬁ)-(\/7+x/ﬁ) (VI+TT) THIH2NTT 1842477

continua ad avere un denominatore irrazionale. E invece utile ricorrere al prodotto notevole noto sotto
il nome di prodotto della somma delle basi per la loro differenza, il quale produce due quadrati, che
portano all’eliminazione di entrambi i radicali quadratici. Vediamo come:

3(V7-V1) 3 (VTT) 3 (V7)) 3 (V7)) 3 (ViT-47)
(ﬁ+ﬂ).(ﬁ—\E)_(ﬁ)2_(m)z_ 7-11 -4 4 '

Semplificare la seguente espressione: Razionalizziamo i denominatori, per ren-

2 1
Tz T
dere piu semplice la determinazione del minimo comune denominatore:

21 2Wr=v2) ez
NN N ) N 3 N N NG5y
2. (T=v2) VT+v3_2-(T-2) Vi+42
7-2 7-2 5 5
In questo caso addirittura i denominatori sono uguali, possiamo quindi sommare i termini simili dei
2:47-2:2-47-\2 _J7-3\2

5 B 5

numeratori:

Fase 2: Completa ...

) ) ) . 14 .. ) . .
Rendere razionale il denominatore della frazione: T Per fare divenire razionale il denominatore
7

dobbiamo trasformare il radicale irriducibile del denominatore in un radicale ............... , quindi in
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. . . 14
questo caso dobbiamo moltiplicare numeratore e denominatore per ......... , ottenendo: — =

N

18

73

......... potenza, dato che I’attuale radicando ha potenza 1, dovremo moltiplicare per un radicando con

Rendere razionale il denominatore della frazione: . Stavolta dobbiamo avere un radicando

lo stesso indice ma radicale con uguale base e potenza ....... , CIO€ Per ........... TP
733
. . . 3 Xzy 2 . .
Rendere razionale il numeratore della frazione: iy Dobbiamo cercare di rendere le potenze del
5 x2y12
radicando tutte di grado multiplo di ...., quindi 2y S e

Semplificare: 6 ﬂ + L 3. Cominciamo a razionalizzare tutti 1 denominatori irrazionali:
NERRNITRNITY
6 345 1

B e
J5 410 410
Adesso determiniamo il minimo comMuNE dENOMINATOTE: .. .. ..eeturnnee ettt ettt eeeaaanns

Razionalizzare il denominatore della frazione: . Utilizziamo il prodotto notevole che va sotto

V2-1
J7-43
il nome di somma per ............ , moltiplicando numeratore € denominatore per ...............c.oovee.n.

V2-1
—\/7 7 T e e e

R

V342 Bl

pitt semplice la determinazione del minimo comune denominatore:

Da cui:

Semplificare la seguente espressione: . Razionalizziamo i denominatori, per rendere

V2 B
\/54_\/5 \/5_1— ..................

...................................................................... Effettuiamo il minimo comune multiplo
del denomINAtori € SOIMIMIIAIIIO! .. ...ttt et ettt e et e e e e et e e e e et e e et

Fase 3: Prova!
Rendere razionali i denominatori delle seguenti frazioni

4 ) 4 ]
53,8423 42 {¥;@;4.@;@;@;_ﬂ5’50

J25 7 349 ,Q/E’{’/cfb“ ,§/a2b3c,%/a2bsc4
v Py X 2mE AP S
\/x3y5 ’ %/x2y4 ’s/x2y7Z15 "\‘/Smspz ’%/2t4Z5 ’g/sasxs

Jry A Bty 2:32Tm’p* F\6/55a3x
; ; ; 3 3227 4tz;7

6 X4
xy oy vz

3.5 247 10 abe  a’bc ab* o 2475 Y180 s . 5o b Yabe
3.45; - ,T,c-\/ab ;ab” -a’bc -

Semplificare le seguenti espressioni
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., A3, 4f2 \/_L_6+2‘\/§

2 BB 5 J6
{14-2.\/5_\/5.110"'112‘\/5,18-\/ﬁ+60-\/§_25.\/8}

55 ’ 30
547 3 3 1Y 49-/5-115-/7 +35 35+12-/6
5. T—ﬁw\/_ 4\/_+1L/g —J { > Y }
7411 4 V(711 4 ) (1 1 11 6607 6-/10—31
6. (5 _JBJ[ 5 +\/EJ’(_2+_3_\/§M_2__3+\/§J {325’ 6 |
V23 (V13 Y (V13 ) 175-66+/6 28—12/7 |
(e g A E) e

Razionalizzare i denominatori delle seguenti frazioni

1 5 2 V241 B 2445

S TN S SRRy RN SR SRy PN
{\/5_1__10_5_\/5_@_%2_@3+ﬁ-7+2'm}
’ o3 273
o 25 41T 14V10 atb  a-b a
52172 10+2 Va+b ' Na-b a—Ja
10+4\/—68+4\/_ g— \/_ (a+b)- (\/_ \/_) (a—Db)- (\/_+b) Ja +1
15 6 a-b a—b* " 1-a
o, Xt y x+dx X x2+2x~\/;+y.x+l+2-\/;'x2'(\/;+1)
Codx—y x=x x -1 x—y° Tox-1 7 x-1

Semplificare le seguenti espressioni

3 4 2 245 J_+1 1 L 59-45 8+32
U ARy i ++5 ; ot \/_ V241 {2 V2 R }
Jii-1 2 4 17415 17 +415
12. 3 —m+1+3-ﬁ—m+1, 3 ot +4/17 - \/_+\/_+\/_
{7+41'\/__5-\/_—6'«/E+7«/_5—96}
15 7 6
1 3V (34413 1 34413 1 _3-(11+3-J§)
B\ 50T A 2} [ : \/E—SM : +\/E—3J 96+32-+/35; n
I I I 1Y (V243 1 o) (142424243 1331-45042 |
14' \/§+1+\/§—1j'(\/§—1_\/§+1j’( RN R ﬁj { 2 CoT84 |
s [21-1, 4 jz_(\/ﬁﬂ_ 4 jz 100-9-21 |
' 4 J21-1 4 21+1 100 |

Per svolgere un Test finale di 10 quesiti, collegati al sito
http://mathinterattiva.altervista.org/volume_2_5.htm
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S. Algebra non lineare

5.2 Equazioni e sistemi di grado superiore al primo

Prerequisiti

Numeri irrazionali

e Scomposizione di un polinomio in fattori
e (Calcolo con i radicali

e Risoluzione di equazioni di primo grado
¢ Principio di annullamento del prodotto
Obiettivi

Risolvere equazioni di secondo grado utilizzando la formula risolutiva

Comprendere che un’equazione di grado superiore al primo pud ammettere pitlt soluzioni reali o anche
nessuna

Comprendere il difficile decorso storico che ha portato alla determinazione di una formula risolutiva per
le equazioni di secondo grado nella forma attuale

Generalizzare i risultati ottenuti per le equazioni di secondo grado a generiche equazioni binomie e
trinomie

Risolvere semplici questioni sulle equazioni parametriche

Distinguere fra soluzioni accettabili e non accettabili di un’equazione irrazionale

Risolvere sistemi di grado superiore al primo

Contenuti

Richiamiamo le conoscenze
Equazioni binomie
Equazioni di secondo grado
Equazioni trinomie
Relazioni fra i coefficienti di una equazione trinomia e le sue soluzioni
Equazioni parametriche di secondo grado
Particolari equazioni di grado superiore al secondo Equazioni reciproche
Equazioni fratte di secondo grado
Equazioni irrazionali
Sistemi di equazioni non lineari

Quelli che vogliono sapere di piu ...

e Regola dei segni di Cartesio
¢ Particolari equazioni di grado superiore al secondo. Equazioni reciproche

Parole chiave
Delta o discriminante — Equazione algebrica — Equazione binomia — Equazione reciproca — Equazione
trinomia — Sistema simmetrico

Simbologia
A Indica il cosiddetto delta o discriminante di un’equazione trinomia.
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Richiamiamo le conoscenze

Concetto di equazione

Abbiamo gia affrontato il concetto di equazione nel nostro primo anno di studio. Ricordiamolo. In genere, se
scriviamo un'uguaglianza fra due espressioni numeriche possono succedere solo due casi, di seguito esem-
plificati.

Esempio A

e ['uguaglianza 3 + 7 = 2 - 5 ¢ vera, poiché eseguendo correttamente le operazioni in essa contenute
possiamo scrivere 10 = 10, che ¢ anche un'uguaglianza simbolica.

e ['uguaglianza 3 + 6 =4 - 2, ¢ invece falsa, poiché la sua semplificazione ¢ 9 = 8.

Se invece consideriamo uguaglianze nelle quali sono presenti anche termini simbolici, i fatti possibili diven-
gono 3.

Esempio B
* L'uguaglianza (a+b)-(a—b)=a’ —b-(a+b)+ab, & vera indipendentemente dai simboli usati e dai valori

numerici a essi sostituiti, infatti riusciamo a semplificarla in a® —b* =a’* —b*. Abbiamo a che fare con

un'identita nell'insieme dei numeri reali.
3

® Anche l'uguaglianza = x”+x+1 & un'identitd, ma non per tutti i numeri reali, poiché se al posto di

3

x sostituiamo 1 avremo la seguente scritta =IP+1+1=> 0 =3, che ¢ priva di significato.

e L'uguaglianza x*+1=—y”, & falsa per qualsiasi numero reale, dato che il primo membro rappresenta

sempre numeri positivi (x* >0 sempre), mentre il secondo membro rappresenta sempre numeri negativi
o lo zero. Abbiamo a che fare con quella che abbiamo chiamato contraddizione.

¢ Infine l'uguaglianza 3x + 2 = y ¢ quella che abbiamo chiamato equazione, ossia un'uguaglianza che ¢
falsa per alcuni valori assegnati alle incognite (per esempiox =l ey=20x = 0e y=-2) e vera per altri
valori (per esempiox =ley=50x=0ey=2).

Naturalmente fra le tre classi di uguaglianze, le piu importanti sono le equazioni, dato che in quel caso dob-
biamo cercare quali sono le soluzioni, ossia i numeri che rendono vera 1'uguaglianza.

Risoluzione di equazioni di primo grado in una incognita.

Le equazioni piu semplici da risolvere sono ovviamente quelle che hanno meno incognite, quindi solo una,
inoltre sara piu semplice risolvere un'equazione la cui espressione ¢ composta da un polinomio, quindi la
massima semplicita la avremo se tale polinomio ¢ di primo grado. Per cominciare, consideriamo le equazio-
ni di primo grado in un'incognita.

Esempio C

e ['equazione x = 1, ¢ gia risolta, dato che ovviamente 1'unica sua soluzione & proprio quella scritta, ossia x
=1.

e ['equazione 5x — 2 = 0, ¢ scritta in una forma semplice, ma non cosi semplice come la precedente. Lo
scopo ¢ percio quello di ridurla alla forma x = a, con a un numero reale. Per far cid procediamo per passi.
Intanto trasferiamo il termine noto (— 2) dall'altro lato del segno di uguaglianza, aggiungendo a entrambi i
membri il suo opposto, 2: 5x — 2 + 2 =0 + 2 = 5x = 2. Adesso trasferiamo anche il coefficiente 5
dall'altra parte, ma essendo questo un fattore e non un addendo come il precedente, dobbiamo dividere

.. . . . x 2 2
per esso entrambi 1 membri. In tal modo otteniamo la soluzione cercata: 7 = 5 =>x= 5
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Il procedimento che abbiamo descritto puo ripetersi per qualsiasi equazione di primo grado scritta in forma
semplificata. Otteniamo cosi il seguente risultato.

Teorema A

. o . . b
Un'equazione di primo grado ax + b =0, con a€ R\{0},be R, ammette sempre l'unica soluzione x=——.
a

Trinomi di secondo grado e principio di annullamento del prodotto

Ricordiamo che il polinomio x* + sx + p, si chiama trinomio di secondo grado, per esso & valido il seguen-
te risultato.

Teorema B
Si ha la validita della seguente uguaglianza x’+sx+p=(x+a)-(x+b), se e solo se i numeri a e b

verificano le seguenti due proprieta: a + b=s;a - b =p.

Esempio D
e Vogliamo scomporre il trinomio di secondo grado x*—7x+10. Riferendoci al teorema precedente,
abbiamo s = =7, p = 10. Dobbiamo percio cercare due numeri reali verificanti le seguenti uguaglianze:
arb=1=1
{a -b=10
somma ¢ negativa e il loro prodotto positivo: 1 numeri m = =2 ¢ n = =5 soddisfano tali condizioni.
Possiamo quindi scrivere : x> —7x+10=(x—2)-(x-5).

. Non ¢ difficile capire che i due numeri devono essere entrambi negativi, dato che la loro

e Vogliamo scomporre il trinomio di secondo grado x>+5x—4. Cerchiamo percid due numeri che

a+
verifichino le uguaglianze { . I fattori interi che generano — 4 sono -1, 4; 1, —4; -2,2: -4 =1 -
a .

(-4)=2-(-2)=4-(-1); masiha: 1 +(-4)=-3,2+ (-2) =0, 4 + (—1) = 3. Tuttavia cid non significa
che il trinomio non sia scomponibile, ma che non lo ¢ in polinomi con coefficienti interi.

Con la scomposizione dei trinomi di secondo grado, quando ¢ possibile, possiamo risolvere anche equazioni
di grado superiore al primo. Vediamo come.

Esempio E

Vogliamo risolvere l'equazione x° —7x+10=0, che & di secondo grado. Usando le tecniche relative alla
scomposizione di trinomi di secondo grado, possiamo scrivere il primo membro nella seguente forma: (x —
2) - (x = 5) = 0. Che cosa significa questa uguaglianza? Noi stiamo cercando uno o pill numeri reali x che la
rendono vera, cio¢ che fanno diventare nullo il primo membro, ma essendo tale membro un prodotto, basta
annullare uno solo dei due fattori perché tutto il prodotto sia nullo. Basta cio¢ risolvere entrambe le
equazioni di primo grado che abbiamo ottenuto, x —2 =0 e x — 5 = 0, che hanno per soluzioni x =2 e x = 5.
Questi numeri sono soluzioni dell'equazione data.
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Verifiche

Lavoriamo insieme
Risolvere 'equazione 5x—1-2-(4—x)=1+3-(6x—5). Cominciamo a eseguire i calcoli: 5x - 1 — 8 + 2x =1
+ 18x — 15 = 7x — 9 = 18x — 14. Adesso trasportiamo i termini con l'incognita da una parte € i termini noti
dall'altra: —11x = — 5. Infine dividiamo entrambi i membri per —11, ottenendo la soluzione cercata:
-11x -5 5
=—=x=—.
-11  -11 11

Risolvere le seguenti equazioni di primo grado

Livello 1
I. 4x+5=0;1-2x=3;x+4=3x+2;2x+1-3x=4+x-5;3+4x=11x+5 {—%;—l;l;l;—%}
2. 3—-8x+x=5x+1-x; lx—2:g—l;2x—g+1=—lx;4—§x—x=§—ix {2, ;—l;g}
2 2 4 117 914
3. l-(2x—1)—2- 241 =O;x+l- -2 =(3—x)-l;x2—§x+2=§x—x-(5—x) —E;E;—ﬂ
3 5 6 3 4 5 4 2 51 73
2 84
4. l)c-()c—l):é)c-(l+i)c}§x-(216—2J—§)c2=1;—§)c+3:lx-(2x+1)—lx2 {0;——;—
3 4 29 4 3 12 7 4 2 5 19
2 2 2 1Y (3 1Y (3 . 1)(3_ 1 51,20
5. —x=1||=x+1|=|=x+=| ;| =x+=| —=| =x+= || =x—= =0 -
3 3 3 4 4 3 4 2)\4 3 16 27
: ) (1. .Y (1 1, ) 1]
6. (x=1)"=(x+2)(x’ —2x+4)=5x—1-3x"| —x—1| = —x+1|| —x’—1|=1-x —4;—
2 2 4 2 ]

2 2

7. (3x+1)-(5x—2)+x2—x—l=(4x—lj ;(lx+lj —(lx+§j-(x—lj=0 E,—z
2 2 4 5 2 g8 21

Lavoriamo insieme

Vogliamo risolvere 1’equazione x> —8x+15=0. Questa & un'equazione di secondo grado, che percid non
sappiamo risolvere. Possiamo perd scomporre il trinomio cercando due numeri la cui somma sia —8 e il cui
prodotto 15: troviamo abbastanza facilmente che 1 numeri cercati sono —3 e —5. Possiamo percio scrivere:

x*=8x+15=0 = (x — 3) - (x — 5) = 0. Adesso, applicando il principio di annullamento del prodotto,
riconduciamo la risoluzione a quella di due equazioni di primo grado: x —3 =0e x -5 =0, le cui soluzioni
sono rispettivamente x =3 e x = 5.

Risolvere le seguenti equazioni di grado superiore al primo, utilizzando il principio di annullamento del
prodotto
Livello 1

8. X =Tx+10=0; x> +5x+4=0;x" +3x+2=0; x> +x—-20=0; x> +17x+70=0
2v5-4v-1;-2v-1;,-5v4-1]
9. X +x=56=0:x"—x-30=0;x"+8x+7=0:x>-8x+7=0; x> +11x+30=0
[-8vT7;,-5v6,-Tv-1;1Vv7T;-6v-=5]
10. x*=12x+20=0;x"—4x-12=0;x*=7x-30=0;x* +13x—140 = 0; x> —=15x—100=0
[2v10;-2v6;-3v10;-20v 7;-5v20]
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Equazioni binomie

La risoluzione delle equazioni di primo grado e la conoscenza dei radicali ci convincono facilmente che con
tecniche analoghe a quelle appena illustrate per le equazioni di primo grado, riusciamo a risolvere particolari
equazioni di grado superiore al primo.

Esempio 1

Vogliamo risolvere 1’equazione di quarto grado x*—81=0. Questa equazione, a parte la potenza 4
dell'incognita, ¢ molto simile a un'equazione di primo grado, quindi proviamo a risolverla con una tecnica
analoga a quanto fatto finora. Otteniamo cosi: x* =81. Naturalmente 81 non & la soluzione cercata. Noi
stiamo cercando x e non la sua quarta potenza. Ma allora basta ricordare la definizione di radice quarta di un
numero reale, per concludere che una soluzione dell’equazione data ¢ x = 3. D'altro canto pero noi sappiamo
che si ha anche (—3)4 =81, quindi anche x = — 3 ¢ una soluzione. A questo punto possiamo anche dire che

non ci sono altre soluzioni oltre queste due.

Tenendo conto dell’Esempio 1, noi crediamo di riuscire a risolvere con facilita equazioni dello stesso tipo
della precedente. Cominciamo percio a definire le specie di equazioni che vogliamo prendere in esame.

Definizione 1

Un’equazione che, in forma semplificata e nell’unica incognita x, si scrive ax" +b =0, si dice equazione
binomia.

In effetti un'equazione di primo grado ¢ una particolare equazione binomia, dobbiamo pero stare attenti al
fatto che non sempre le equazioni binomie di grado superiore al primo hanno soluzioni reali.

Esempio 2

¢ Vogliamo risolvere I’equazione di secondo grado x> +25=0. Possiamo procedere come nell’Esempio 1,
ottenendo cosi: x* = —25. Questa scritta & perd una contraddizione in R. Cio perché a sinistra abbiamo un
quadrato che, in R, rappresenta sempre un numero non negativo, mentre a destra c'¢ un numero negativo.

e Risolviamo l'equazione 8x’ =-125. Potremmo pensare che sia una contraddizione simile alla
precedente, ma cid non ¢ vero. Infatti stavolta I'incognita € una potenza con esponente dispari e il secondo

3 3
membro puo quindi essere anche un numero negativo: '8(; :_%3 x=—3 % = x:_i/g = x:_%. Vi

) 5 . . 3
¢ una soluzione reale; x = 5 non ¢ soluzione: S(EJ =—125= 125
2

3

Abbiamo percid visto equazioni binomie prive di soluzioni reali, altre con una soluzione reale e altre ancora
con 2 soluzioni reali. In particolare, in quest'ultimo caso abbiamo anche osservato che esse sono fra loro op-
poste. Stabiliamo percio di scriverle in modo piu compatto, usando la seguente notazione.

=-125=125=-125.

Notazione 1
La scrittura x = £ a, equivale alle due seguenti: x=+aex=—a.

Esempio 3
Tenuto conto della Notazione 1 le soluzioni reali dell’equazione x*—81=0, possono scriversi nel seguente
modo compatto: x =13.

Gli esempi precedenti ci dovrebbero convincere abbastanza facilmente che le equazioni binomie di grado di-

spari hanno sempre una soluzione reale, mentre quelle di grado pari o non hanno soluzioni reali o ne hanno
due fra loro opposte. Vale infatti il seguente risultato.
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Teorema 1

® Ogni equazione binomia di grado dispari ammette sempre una soluzione reale.

® Ogni equazione binomia di grado pari ammette sempre due soluzioni reali opposte fra loro solo se i suoi
coefficienti hanno segno diverso, non ammette soluzioni reali se 1 coefficienti hanno lo stesso segno.

Vediamo qualche esempio di conferma.

Esempio 4
g g 3 g 4 g g g g g ..
Consideriamo 1’equazione x* = 1. Risolvendola come visto in precedenza otteniamo le seguenti soluzioni:

x=+{1= x=41. Vogliamo provare che non vi sono altre soluzioni. Possiamo scrivere la nostra equazione
anche cosi: x* -1=0= (x2 —1)'(x2 +1) =0
Applicando il principio di annullamento del prodotto possiamo dire che 1’equazione ha le stesse soluzioni

delle due distinte equazioni binomie di secondo grado: x> — 1 =0 v x* + 1 = 0. La prima equazione ha le
soluzioni gia proposte: x = £ 1, mentre la seconda, in virti del Teorema 1, non ha soluzioni reali.

Il metodo visto ci permette di risolvere anche altre equazioni che non sono binomie.

Esempio 5

PN

. . 4 : . .
Risolvere I’equazione: (25x2 —1) —1=0. Questa non ¢ una equazione binomia, almeno non nel senso
stretto del termine, ma ugualmente si puo risolvere con il metodo utilizzato per le equazioni binomie, cioe:

(252 1) = 1= 252> - 1= 24/1 = 25 — 1= £

Abbiamo cosi ricondotto 1'equazione data a due equazioni binomie di secondo grado. Risolviamole:
2 2
25x"—1=1=25x"=2=x=% /2—5 =i%;25x2—1=—1:>25x2 =0=x=0

Possiamo percio dire che la data equazione ha tre soluzioni reali.
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Verifiche

Lavoriamo insieme

¢ Risolvere I’equazione binomia 3x°+1=0. Possiamo dire che I'equazione non ha soluzioni reali, perché
la somma di due termini non negativi non puo essere nulla. Per giungere immediatamente al medesimo
risultato, avremmo anche potuto applicare il Teorema 1.

¢ Risolvere ’equazione binomia 12x* —7 = 0. Sempre per il Teorema 1 possiamo dire che 1’equazione ha
due soluzioni reali fra loro opposte. Determiniamole: x* = % =>x= i‘*\/% .

¢ Risolvere 1’equazione binomia 3x’+2 =0. Essendo di grado dispari 1’equazione ammette sempre una
soluzione reale, sempre grazie al Teorema 1: 3x° = -2 = x = i/g .

Risolvere le seguenti equazioni binomie o riconducibili a prodotto di fattori binomi
Livello 1

3
. X*=4=0;3x"-1=0;12x* +5=0;16x* —81=0;8x"+27=0;5-x" =0 {i\? i%,—%;%}

%
B

2. 12x% —5=0;-7x° =3;5x" +1=0;27x*+8=0;4x* -1=0;8x*—27 =0 {+‘8/1— ; 1®,i7 +

3. 13x7% =14 =0;343x" +1=0;23x* +25=0;73x" + 74 =0;64x°* —49=0: x> -=27=0

%.

+2— %
3

_g \/_}
£t

;E

4. X+64=0;x"+2=0;2x’-1=0;3x’ +5=0;5x° —1=0;16x" —81=0 [_ f__3§

5. 3x6+13=0;5=23x37;—17x12+19=0;(4x3—1)-(2x—5) (7-3x)-(8x* -

ey

6. (14x7=3) -(4x+5)-(2—8x)-(3x° =5) =0 ; (7" +8)-(3x—1)* - (4 +3x)-(3x° +7) =0

[t )

(5x°+2)-(4x+1)-(3=3x)-(6x* =13) =0 ; (x*=1)-(3x=51)-(4x+17)-(x* =1) =0 _

I 13 17)]

l:(—zvlvii/%J (+1 17v 4)

Livello 2 )

8. (x+3)-(x=2) +(2x—1) +13x-(x=1)+3-(5x=7) =0 ; (x> =2)" +(3x* +1)-(3x> = 1) +4x* = 0

9. (Tx=1)" +(5x+3)" =16x+12 ; (6x—2)-(6x+2)~(5x—1)-(3x+7)+4x-(8-3x)=0 {i—;@
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10. [(x—1)2+(x—3)2]2+(8x2+1)-(4x+7)—16x-(4x—16)—12x-(8x+15):152—80x

2

1L (557 41) = (700 +2)- (76 =2) 4 (3x" =5)-(—x* +1) =627 - (3x +5) +30x> +3=0 {i?}
3 Y289

12, (4x—1) +(3x—2)-(4x* —x+1) = (2x+1)- (4x* —2x+1)+59x* - 17x =0 { = }

13. (4% =1)-(6x* +4x” +1) = (32 +5) - (8x* +15x> +25)+150x” = 0 (2]

Lavoriamo insieme
. " . 2 . . . . . . .. .
¢ Risolvere ’equazione (3x— 1) = 3. Probabilmente il nostro primo pensiero ci suggerisce di sviluppare il

quadrato, ma in questo modo si ottiene un'equazione che non sappiamo risolvere, 9x>—6x—2=0.
Risulta pitt opportuno considerare I’equazione data come un’equazione binomia, anche se formalmente

non lo ¢, e quindi applicare la stessa tecnica. Abbiamo cosi: 3x—1= +4/3 . Abbiamo ottenuto in tal modo
due equazioni di primo grado che risolviamo:

3x—1=\/§:>3x:1+\/§:>x:1+3*/§ e 3x—1=—\/§:>3x=1—\/§:>x:#

¢ Risolvere ’equazione (8x2 —5)3 =1. Lavoriamo come con il precedente esempio: 8x° —5= 3/3. Stavolta

, 5+33 5+1/3
= 2 =>x== .

abbiamo una sola equazione binomia di secondo grado: 8x° =5+33=>x? = 5

Naturalmente prima di arrivare alla risoluzione presentata abbiamo verificato che I'ultimo radicando fosse
positivo, cosa che in effetti &.

4
e Risolvere 1’equazione (5x4 +2) =16. Si ha: 5x*+2=#{16 = 5x* =242 =5x' =2-2v5x' =242 =

= 5x*=—4v5x* =0. Delle due equazioni binomie ottenute solo la seconda ha soluzioni reali: =0
= x = 0. Diciamo che la soluzione ¢ di molteplicita quattro.

Risolvere le seguenti equazioni binomie o riconducibili a prodotto di fattori binomi
Livello 3

14, (¥ -6) =27;(2¢ +1) =3;(x" +1) =—1;( +1)' =16;(3-2°) ==8;(3x* =2) =16

S

ovzx
3

15, (56 -1)" =5;(12—x) =32;(4-x*) =3;(4x°+2) ~13=0;(13¢° —2)3 —1;(5¢° —4)2=

iszs(;/E !, 10;% 4+\f®€/F N

16. (8x°—1) +6=0;(12x-5)  =21;(65x° ~2) =1 (72* —4) =9=0;(x" -1) =1;(1-x2)" =1

54321 365" "
R ,(—1 TJ (ov J_),_J_
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18.

19.

20.

21.
22.
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4343.(3+%/§)_+\/m'3}

7 o1

(5x4 - 1)2 + 2] =0 [im;ﬂ 2_;/5 ]

[(7x4 - 2)2 -1 l] - [(5x3 + 12)5 - 3] =0; (3x3 + 1) - (sz - 3) + (3x3 + 1) - (4x2 + 3) =0 (mettere in evidenza)

Hi JZZM . #_12;% }(‘%Voﬂ

(5x* =2)-(3—x")+(5x* =2)-(7-11x*) =0 ; (124" —2)-(4x* +1)+(12x" =2)-(5-x*) =0

30 V10 1
[

(7x*=3) —12=0;(11x> —12)’ =-32;(31-x°) =64 {i

(3x*-2) +5

[(x2 +1) -2

(x2+2)2—1]=0;

(x°=2)- (o +5)+(x* =2)- (3> +1) = (x* =2)- (11x> +34) = 0 2]
(1-13x*)-(3x* + 1)+ (1-13x*)-(31-x*)=2-(1-13x*) - (x* +2) =0 (2]
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Equazioni di secondo grado

Adesso vogliamo considerare equazioni di grado superiore al primo che non rientrano in particolari casi.
Cominciamo a considerare le equazioni di secondo grado.

Un'equazione di secondo grado si pud scrivere nella seguente forma: ax” +bx+c=0. Se b = 0 abbiamo an-
cora un'equazione binomia, che sappiamo gia risolvere. Alle equazioni binomie di secondo grado si usa ri-
servare un nome particolare.

Definizione 2
Un’equazione binomia di secondo grado si dice equazione pura.

Ma anche se ¢ = 0 otteniamo un'equazione che sappiamo risolvere.

Esempio 6
Vogliamo risolvere l'equazione di secondo grado 3x*+7x=0. Notiamo il fattore comune x, che mettiamo
in evidenza: x-(3x+7) =(0. Applicando il principio di annullamento del prodotto abbiamo le due equazioni

7
di primo grado: x =0 v 3x + 7 = 0, che hanno le soluzioni x=0v x = —

Anche a queste equazioni riserviamo un nome particolare.

Definizione 3
Un’equazione di secondo grado priva del termine noto si dice equazione spuria.

Per quanto visto vale il risultato seguente.

Teorema 2
Ogni equazione spuria ammette sempre due soluzioni reali, una delle quali ¢ uguale a zero.

Schema dimostrativo

Passo Azione Conseguenza Giustificazione

1 Scriviamo una generica | gx*> +bhx =0 Per definizione
equazione spuria

Mettiamo in evidenza il fattore x | x- (ax + b) =0

3 Applichiamo il principio di|x=0vax+b=0
annullamento del prodotto
4 Determiniamo le soluzioni b Abbiamo  risolto le due

x=0vx=—— D
7 equazioni di primo grado

Adesso l'obiettivo ¢ quello di risolvere una qualsiasi equazione di secondo grado, con tutti i suoi tre coeffi-

cienti diversi da zero, cioé un'equazione del tipo: ax’ +bx+c=0.
Cominciamo a vedere qualche esempio che possa aiutarci nella risoluzione.

Esempio 7

Risolvere I’equazione x*—2x+1=0. Ci accorgiamo facilmente che il primo membro & un quadrato di
binomio, scriviamo percid: (x— 1)2 =0, o anche (x—1)-(x—1)=0. Applicando il principio di annullamento
del prodotto troviamo per due volte la soluzione x = 1.

Nell'esempio precedente abbiamo visto che 1’equazione data aveva una sola soluzione, x = 1, cio¢ la stessa
soluzione dell'equazione di primo grado x — 1 = 0. Pero ¢ come se avessimo ottenuto per due volte la stessa
soluzione, anche perché se avessimo scritto il polinomio come prodotto di due binomi di primo grado diver-
si, avremmo detto che le soluzioni sono due. Risulta percio opportuno distinguere le due equazioni mediante
le loro soluzioni.

58




Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 2 — Capitolo 5 — Unita 2 — Biennio

Definizione 4
Un'equazione ottenuta uguagliando a zero un polinomio a coefficienti numeri reali si chiama equazione al-
gebrica, il grado del polinomio ¢ anche il grado dell'equazione.

Definizione 5
Data un'equazione algebrica di grado superiore al primo, se possiamo scomporre il polinomio in modo che

uno dei suoi fattori sia (x — h)" ,con he R nelR, diciamo che % & una soluzione di molteplicita 7.

. e g , . . . . 2 . .
Possiamo percid dire che I'equazione x> —2x+1=0, che pud scriversi (x - 1) =0, ha la soluzione x = 1 di

molteplicita due.

Certamente non tutte le equazioni di secondo grado possono esprimersi come quadrati di binomi uguagliati a
zero, né riusciamo a scomporle facilmente nel prodotto di due binomi di primo grado, in modo da potere ap-
plicare il principio di annullamento del prodotto. Facciamo pero vedere che riusciamo ugualmente a scrivere
ogni equazione di secondo grado in modo da renderne semplice la risoluzione.

Esempio 8
Risolvere I’equazione (3x = 2)2 —~5=0. Svolgendo il quadrato: 9x*-12x+4-5=0=9x"—-12x—1=0,

come si vede questo procedimento non & consigliabile, perché in tal modo otteniamo un'equazione che non
sappiamo risolvere. Invece ricordando gli ultimi esercizi del paragrafo precedente la risolviamo con facilita.

2+\/§
3
2-+5

3x=2+~5=x=

(3x—2) =5=3x-2=%/5=3x-2=/5v3x-2=-5= . Le due soluzioni

3x=2—\/§:>x=

o 2445
possono scriversi anche nel seguente modo compatto: x = —

Il precedente esempio ci mostra un modo per risolvere con facilita un'equazione di secondo grado scritta in
un certo modo. La questione ¢ percio quella di vedere se ogni equazione di secondo grado puo scriversi in
tal modo, ossia come somma o differenza fra un quadrato perfetto contenente 1'incognita e un numero. Ve-
diamo alcuni esempi.

Esempio 9
¢ Risolvere I’equazione 16x> —8x—3=0. Non abbiamo a che fare con quadrato di binomio. Perd i primi

due termini si riconoscono facilmente facenti parte del quadrato (4x - 1)2, che sviluppato da infatti luogo

a 16x* —8x+1. Riscriviamo 1’equazione data nel seguente modo: 16x> —8x+1-4=0= (4x— 1)2 -4=0.

Intanto notiamo che effettivamente la prima equazione pud semplificarsi in quella data. Poi osserviamo
che adesso l'equazione ¢ scritta nella forma voluta, quindi possiamo risolverla. Avremo:

1+2 3
) _3

(41—1f =4mdx-1=£224r=1420 =222, 4 4
& iz 1

44

e Risolvere I’equazione 49x> —42x+13=0. Anche qui ci accorgiamo facilmente che i primi due termini
fanno parte di un quadrato di binomio. Scriviamo percid: 49x* — 42x + 9 + 4 =0 = 49x* - 42x + 9 = —4
= (Tx - 3)2 = -4 . Stavolta abbiamo ottenuta una contraddizione in R .

Negli esempi precedenti abbiamo considerato equazioni generiche ma con coefficienti particolari, in modo

da facilitare la costruzione del quadrato di binomio. In effetti cid puo farsi con qualsiasi altra equazione, an-
che se con maggiori difficolta nel calcolo. Vediamo alcuni esempi.
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Esempio 10
¢ Risolvere I’equazione 16x> —5x—7 = 0. Riconosciamo facilmente nel primo termine il quadrato di 4x, ci

risulta piu difficile riconoscere in —5x il doppio prodotto, quindi a maggior ragione non riconosciamo
I’altro quadrato. Per cercare di risolvere la questione facciamo il seguente ragionamento. Noi vogliamo

creare un quadrato della forma (4x—q)2, cio¢ sviluppando, 16x*> —8gx+¢g*. Di questo trinomio noi

abbiamo gia due termini, cio& 16x* —5x . Questi devono coincidere con 16x* —8¢x, quindi deve aversi 5

= 8¢. Abbiamo cosi trovato: g = o Ci0 significa che la nostra equazione sara scritta nel modo seguente:

2 2
16x* —5x+(§j —(g) -7=0

2 2 2
Abbiamo creato il quadrato: 16x> —5x + (gj = (gj +7= (4x = %) = g +7 . Risolviamo l'equazione:

2
- - - Ni +./
(32’6 5) 2oes N2 5=i/%:>32x D o ‘;73:>32x—5=i\/473:>32x=51\/473:>x=5—3;73

8 64 8 8
Risolvere 1’equazione 5x° —13x+1=0. Stavolta neanche il coefficiente di secondo grado & un quadrato

2
perfetto, ma cid non cambia il modo di procedere. Scriviamo infatti: (\/gx) —13x+1=0. Quindi il

2
quadrato perfetto che cerchiamo di completare sara (x/§x+q) =5x +2-x/§qx+q2, da cui otteniamo:

13 _ 13-

5% —13x=5x> +2-/5gx = -13=2-/5g = g = - -

puo scrivere: 5x° —13x+ [—

arisolvere:

10-4/5x—13-4/5

1345

10

245 1
] —[—%] +1=0:>[\/§x—13'*/§]
10 10

1695

. Quindi I’equazione di partenza si

—1. Continuiamo

100

845-100 10-+/5x—13-4/5 745  10-+5x—13-4/5 /745
= = == = =4 =

2
10 J 100

10 V100

NCE ++/
510453 = 13-/5 £/745 = x = Sk Vo _ Lomalel

10-+/5 10

10

Il precedente metodo, detto di completamento dei quadrati, ¢ dovuto, nella sua originaria forma geometrica,
ai Babilonesi.
Gli esempi precedenti hanno mostrato che il metodo del completamento dei quadrati, pur essendo efficace,
talvolta non risulta efficiente. L’idea ¢ percio quella di applicarlo alla risoluzione di una generica equazione
di secondo grado, in modo da ottenere una formula risolutiva generale da usare in modo meccanico. Si ha

infatti la validita del seguente risultato.

Teorema 3
L'equazione ax’+bx+c=0 ha soluzioni reali solo se b*—4ac >0, e si ottengono mediante la seguente

formula risolutiva: x =

2a

—b+~b* —4ac

Schema dimostrativo

Passo

Azione

Conseguenza

Giustificazione

1

Consideriamo  'equazione
ax* +bx+c=0,cona>0.

Se non fosse a > 0
moltiplicheremmo  per
(-1) 1 due membri
dell’equazione
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B 2 )
2 Cerchiamo 2un addend(? 9| 45 4 b = ( Jax+ q) N
che con ax” +bx formi un
quadrato di binomio = ax’ +bx = ax’ +2q-Jax+4°
3 Determiniamo g T 2 b-Ja Applichiamo il principio
= . a = .. RN . . .
q q 2 Ja 2a di identita dei polinomi
1 1 2 2
4 Completiamo il quadrato ) b2 b.Ja
ax” +bx+ = +c=0=>
2a 2a
2 2
(J;Hbﬂ :(W] .
2a 2a
— >
5 Semplifichiamo 2a-ax+b-a . ﬂ/bz L
2a 4a”
2
- 2a-Jax+b-a _b2—4ac
2a 4a
6 Estraiamo . la rac.iicc? Vi ollgrabioiia b2 —dac
quadrata di entrambi i == =
. . . . 2a 4a
membri, nell’ipotesi che il
secondo non sia negativo N 2a-vax+b-Ja . \Nb* —4ac N
2a ~ 24a
- 2a-vax+b-Ja _ _l_\/g-\/bz —4ac
2a B 2a
Vi sono soluzioni reali solo se b* —4ac >0
7 Semplifichiamo 2ax+b=+b* —dac
8 RisolYiarpo le due b+ / b? —dac Il teorema ¢ provato
equazioni del passo 7 X= 2a

Esempio 11
Mediante la formula che abbiamo ricavato, risolviamo 1’equazione, gia risolta in altro modo nell’esempio

precedente: 5x* —13x+1=0, con una semplice operazione di sostituzione di simboli con numeri. In questo
caso si ha: a =5; b =—-13 e ¢ = 1. Assicuriamoci prima che vi siano soluzioni reali: b* —4dac = (—13)2 —-4.5

—(-13)£+149  13£+/149
2:5 10 -

-1 =169 — 20 = 149 > 0. Effettivamente le soluzioni esistono, calcoliamole: x =

Naturalmente le soluzioni coincidono con quelle calcolate prima in modo pil laborioso.

Nel Teorema 3 abbiamo stabilito che le soluzioni reali dell'equazione sono legate al segno di una data quan-
tita. Risulta quindi opportuno associare un nome a tale quantita.

Definizione 6

Nella formula risolutiva di un’equazione di secondo grado, il termine b*> —4ac si chiama discriminante
dell’equazione.

Che cosa significa?

Discriminante. Discriminare significa in qualche modo distinguere, differenziare. Nel linguaggio
quotidiano ¢ usato spesso con significato dispregiativo, discriminare una persona significa metterla da parte,
in questo caso invece il significato ¢ di termine che distingue le equazioni che hanno soluzioni reali da
quelle che non le hanno.
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Notazione 2
Il discriminante di una equazione di secondo grado si indica con la lettera greca maiuscola delta, A .

. . . o e . -bENA .
Con la Notazione 2 la formula risolutiva puo scriversi nella seguente forma semplificata: x = 2—\/_ Ri-
a

sulta a questo punto immediato il seguente risultato.

Teorema 4

Un’equazione di secondo grado ammette due soluzioni reali e distinte, o una soluzione reale di molteplicita
due o non ammette soluzioni reali a seconda che il suo discriminante sia un numero positivo, nullo o
negativo.

La formula risolutiva puo applicarsi anche alle equazioni di secondo grado binomie sia pure sia spurie.

Esempio 12

Risolvere l'equazione binomia di secondo grado pura: 7x*—3=0, applicando la formula risolutiva. In

questo caso abbiamo: a = 7; b = 0 e ¢ = — 3. Cominciamo a calcolare il delta: A = 0? —4-7-(—3) =84, ci
. . . 0%+84 #2221 2421 421

sono percio le seguenti due soluzioni reali: x = oK = W =t W = =

Il procedimento dell'esempio precedente pud applicarsi in generale a un'equazione binomia pura ax”>+c¢=0,
ottenendo: A =—4ac, che ¢ positivo solo se a e ¢ hanno segni discordi. In questo caso le soluzioni sono:

x:i\/—4ac :iZ-x/—ac :i\/—ac - /—_azc:i_ /—_c
2a 2a a a a
Proviamo adesso per le equazioni spurie.

Esempio 13
Risolvere 1'equazione 9x” +x =0. Calcoliamo il discriminante: A =1°—-4-9-0=1. Ci sono le seguenti due
—1+1_0
. —1E\1 -1#1 18 o
soluzioni reali: x = = = . Come sapevamo una soluzione ¢ lo zero.
29 18 —1—1__3___
18 18 9

Anche in questo caso lavorando sul caso generale: ax” +bx =0, otteniamo i seguenti risultati.
1. Il discriminante & sempre non negativo (nullo solose b=0): A=b*—4-a-0=>b";

-b+b

—btb  —btb| 2a

2a 2a \-b-b_ 2b_b"

0

7. Una soluzione ¢ sempre lo zero: x =

2a 2a  a

Ancora una volta 1 risultati coincidono con quelli ottenuti con altri procedimenti.
Infine, talvolta puo essere utile semplificare la formula.

Esempio 14
Risolvere 1'equazione 5x”>+52x+3=0. Per calcolare il discriminante dobbiamo calcolare il quadrato del
numero 52. Procediamo nel modo consueto: A =52>—-4.5-3=2704—-60=2644 =2%.661, calcoliamo le

—504~22.661  —57+ 2 J661 —26+/661
2.5 W0’ 5

due soluzioni reali: x =
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Aver trovato un fattore 2 comune ci ha consentito di semplificare i risultati. Ci chiediamo se ci0 ¢ un caso o
se ¢ in qualche modo legato alle e caratteristiche dei coefficienti dell'equazione: proveremo che ¢ proprio co-
si e dipende dal fatto che il coefficiente di x € un numero pari. Cerchiamo di capire meglio cosa accade in
questo caso.

Esempio 15
Calcoliamo il delta dell'equazione precedente scomponendo in fattori primi il numero 52:

A=(22-13) —4.5.3=2".13 —22.3.5=2.(2*.13° -3.5)

Come si vede il delta ha un fattore 4, dovuto appunto al fatto che il termine b & pari, quindi b* sara divisibile
per 4, d'altro canto anche —4ac contiene il fattore 4, quindi anche il delta lo contiene. Passiamo allora alla

—2%-13+/2*(676-15) 27 .13+ 7. J661 _—2-13+/661

formula: x= =
75 5

5 . Tenuto conto di quanto visto

potevamo applicare semplicemente l'ultima espressione della formula, calcolando intanto questo delta
56
—, TVl y6+ 661
5 5

2
ridotto: A _ (S’ZJ —5.3=262-15=661, applicando poi questa formula ridotta: =
2

4

Quanto abbiamo visto si puo naturalmente generalizzare.

Teorema 5
Una equazione di secondo grado ax”>+bx+c=0, in cui il coefficiente b contiene un fattore 2, si risolve

applicando la seguente formula ridotta: x =

Consideriamo un esempio in cui » non € un numero intero ma contiene un fattore pari.

Esempio 16
Risolvere 1’equazione 3x2—2-\/§x—1:0. Calcoliamo il delta ridotto, che solitamente si chiama delta

2.3
2 J%:m@

3 3

quarti:

% = (—\/3)2 —3-(-1)=3+3=6. Applichiamo la formula ridotta: x = [
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L’angolo storico. Il metodo del completamento dei quadrati

¢ [ Babilonesi avevano interesse a risolvere equazioni di secondo grado, purché presentassero sempre una
soluzione reale positiva, dato che non accettavano i numeri negativi. Cosi per risolvere 1’equazione
x*> — x = 870 procedevano nel modo seguente.

- . . . . 1
a) Esplicitavano il termine che dovrebbe essere il doppio prodotto: x* —2-—x = 870;

b) Aggiungevano a entrambi i membri i (In modo da completare il quadrato): x* —2 -lx +l =870+ !

b

- )

2
c¢) Completavano il quadrato: (x —%j = 3181 ;

1
d) Estraevano la radice quadrata: x — E = ? (Solo la radice positiva);

e) Infine ottenevano la soluzione: x = l +% = % =30.

In realta i Babilonesi usavano anche altri metodi sia algebrici sia geometrici. Vediamone uno di tipo al-
gebrico per risolvere I’equazione x*> +16x=16

a) Mettiamo in evidenza x al primo membro: x - (x + 6) = 16;

b) Poniamo x + 6 = y. Il problema ¢ diventato quello di trovare due numeri, x e y, di cui conosciamo la
differenza e il prodotto: x —y =6 e xy = 16.

c¢) Poniamo x =a —3 e y=a + 3. (Infatti in questo modo y —x=a + 3 — (a — 3) = 6);

d) Allorasiha:xy=16=(@a@-3)-(a+3)=16 = a@-9=16=a*=25=a=5. (Si considera sempre
solo la soluzione positiva);

e) Infine: x=a-3=5-3=2;y=a+3=5+3=8.
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Verifiche

Lavoriamo insieme
e Vogliamo risolvere 1’equazione 9x>+6x—5=0 con il metodo del completamento del quadrato.

Riconosciamo facilmente nei primi due termini una parte dello sviluppo di (3x+1)2 =9x" +6x+1.

Scriviamo percid: 9x> +6x+1-6=0= (3x+1)"=6=0=>(3x+1)" =6, adesso estraiamo la radice
quadrata di ambo i membri, non negativi: 3x+1= +J6 = 3x=-1+/6 = - 3\/_ . Ecco le

soluzioni.
¢ Risolviamo I’equazione 4x* —x+1=0. In questo caso risulta pil difficile riconoscere lo sviluppo del

quadrato di un binomio. Scriviamo allora nel modo seguente: (2x)’ +2-(2x)~(—i)+1:0. Abbiamo

esplicitato il primo quadrato e poi abbiamo cercato di scrivere il secondo termine come doppio prodotto
del primo e di wun altro termine che non riconosciamo. In effetti si  ha:

2
(2x — i) =4x>+2-2x- (— i) + % =4x> —x+ 1_16 Quindi riscriviamo I'equazione nel modo seguente:

1 1 1-16 1 15

2 2 2
2x—— | — i +1=0=|2x——| =——=|(2x—— | =——. L'ultima scritta ¢ una contraddizione,
4 16 4 16 4 16

pertanto possiamo concludere che 1'equazione non ha soluzioni reali.

Risolvere con il metodo del completamento del quadrato le equazioni seguenti

Livello 2
1+
1. 25x* —10x+1=0; 81x* +18x—5=0; 4x* —4x+3=0 {%, 1_9\/€;®
2. X -5x+6=0; X +12x—1=0; X’ —3x+7=0 [(2v3);-6+37;2 |
.\ -
3. 36x* —12x+5=0; 49x* —7x+1=0; 16x* =3x-2=0 {@;@;%
+9. +
4. 9x* =30x+5=0; 64x* +8x+11=0; x> =5x+1=0 {5_23\/5;6;5_;/5}
—1+4. +
5. 100x* +20x—=31=0; x*=7x+2=0; 9x* —5x+2=0 { 1_12ﬁ;7_;/ﬂ;®
+
6. Tx*—6x+1=0; 12x> +5x—-2=0; 3x* —x+1=0 SES \/_, ——\/1 %)
7 3 4
Livello 3
+,/ -+
7. 3 +5t-2=0; 11m* +9m—-3=0; 10y° —y—-1=0 {(—2 j —DEV213 12\(/)_}
- +
8.  3a’+2-\3a+1=0; 5b* —5b+2=0; 6¢* +4-\/6c-3=0 { 2 Ji Vaz |
7+
9. 4x* —x—1=0; 2x* =3x—1=0; 5x*+7x-9=0 { ;/_, 2 7 ! 1022
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10.  Tm*+m+1=0; 13p>=3p+1=0; 4n* —2n-3=0 @;@;(‘%V‘}fﬂ

Lavoriamo insieme
Applichiamo la formula risolutiva alle due equazioni gia risolte in precedenza con il metodo del
completamento del quadrato. Ricordiamo la formula risolutiva dell’equazione ax”+bx+c=0:

b b

2
——x. - | —ac
—b+b* —4ac . . 2 (QJ
= 5 , che nel caso di b numero pari diventa: x = .
a a

e 9x*+6x-5=0, in questo caso abbiamo: a = 9, b = 6, ¢ = —5. Determiniamo prima il discriminante:

2
A _(2) P (D 55 x_—3¢9J5_4=—319J5_4:—3193.%:—11;/3.

e 4x*—x+1=0. Si ha: a = 4, b = -1, ¢ = 1. Determiniamo il discriminante: A=l)2—4ac:(—1)2

X

1 =
—4-4.-1=1-16=-15<0. L'equazione non ha soluzioni reali.

Risolvere le seguenti equazioni di secondo grado utilizzando la formula risolutiva
Livello 1

1+ 7+ ]

1. 9x*=3x4+5=0; 15x* +x-7=0; 5x*+7x-9=0 J; 1 421; 7EN229
30 10 ]
12. x> +5x+6=0; x* -5x—6=0; x*+5x—-6=0 [-3v-2;-1Vv6;,-6vVvI1]
13. x*+6x+9=0; x*—6x+9=0; x>’—6x-9=0 [—3;3;3i3'\/5
14. x*-9x+14=0; x> +14x-9=0; 14x>—9x+1=0 {2v7;—7i«/§;%v%
15. x*=10x+11=0; 10x>+x—-11=0; 11x* —x+10=0 {Si\/ﬁ;_l—i)lv;Q}
—1++/ ]

16. x*+8x—65=0; 8x*+x—65=0; 65x* —8x+1=0 {—13\/5;%;@
7+ 7+ +2.42 ]

17. xX*+7x-2=0; 2x*+7x—-1=0; 7x* =2x—-1=0 7_\/5_7; 7_\/5—7;1_2 \/5
2 4 7]

+./ ~19++/ 1345 |

18. 3x*—19x+11=0; 11x* +19x-3=0; 19x* =3x—11=0 9% 229; 195 493;3_13 \/g
6 22 38 ]

+ 7+ +
19. 14x°-2x-3=0; 3x* +14x+2=0; 2x* —14x-3=0 {I_I\A{E; 7_3m;7_;/§

Tenuto conto dello svolgimento degli esercizi precedenti, determinare in che relazione sono le soluzioni
delle coppie di equazioni seguenti, nell’ipotesi in cui abbiano soluzioni reali

Livello 3

20. ax’+bx+c=0eax’*—bx+c=0 [Opposte]
21. ax’+bx+c=0ecx’ +bx+a=0 [Reciproche]
22. ax’+bx+c=0ecx’—bx+a=0 [Reciproche e opposte]
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Lavoriamo insieme

e Risolvere (1 +4/5 ) X —x—-(1- NG )=0. In questo esercizio si possono trovare difficolta causate dalla
presenza di radicali come coefficienti, per il resto la formula da applicare rimane invariata. Cominciamo a
determinare il discriminante: A=1>+4-(1++5)-(1-+5)=1+4:(1-5)=1-16=-15<0. Concludiamo

che I’equazione non ha soluzioni reali.

* (2-3)- ¥ —x-3=0, si har A=(-1)'-4-(2-3) (—V3)=1+4:(2:43-3)=1+8-3-12=8:3-11>0.

1£+/8-4/3-11
2:(2-43)

. 2x2—(2+\/§)-x—\/§—5=0:>A=(2+\/§)2—4-2-(—\/5—5)=4+4‘\/§+5+8-\/§+40=49+12-\/§>0.

2+4+/5 /49 +12-4/5

Applichiamo la formula: x = 7 . Questa volta vogliamo vedere se possiamo ancora

semplificare:cerchiamo quindi di scrivere il radicando come un quadrato perfetto. Vediamo che
49+12/5=45+4+12-/5=5.9+2° +2-2-3-\/§=(3-\/§)2 +2+(2)-(3:/5)+2? =(2+3-\/§)2,

le nostre soluzioni divengono:

Possiamo applicare la formula: x = . Non riusciamo a semplificare ulteriormente.

quindi

2+45-2-35 _ 25 _ 5

2
2+45%,(2+35) 245£(2+3.45) 4 + 2
x= = -
4 4 : :
2+445+2+345 _4+4 \/§:1+\/§
4 4
Livello 2 ]
1+ : +/49-8.
23. I +2Tx+1=0; V7P +x=7=0; x¥* =Tx+2:4/7=0 —ﬂ§ L1 28 ﬁ;7_\/49 7
7 27 2
144/ . +
24, 2x*—x+/2=0; 3x3 +x=/3=0; 5x* =/5x-1=0 2, = 1;12 \/3;5_1(\)/3

25. (ﬁ—l)xz—zx—lzo; x2+(1—ﬁ)-x—1:0; 2x2—(ﬁ—1)-x—1:0

! I VB1t8—243 —1+2411-242 |

1+42 2 4
26. \/Exz—\/gx—1=0; x2+(\/§+\/§)~x—2=0; xz—x—(\/i—\/E):o
!%i\/3+4-f 23413426 .
4 ’ 2 ’

27. x2+(\/§—\/§)'—\/8:0; xz—(\/i—\/5+2)-x+1—\/€—\/§+\/§:0
{\E—\Ei 5+2.\/6‘1+\/§v1—\/§_
2 b

6

_R. —+ — .
28. x*—2x-3-2-5=0: 3x2+(8-ﬁ—3)-x—1:0 {uﬁ;:5 3244149482
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Lavoriamo insieme

. . 2x x*+3x-1 3x*+x . e
Risolvere 1’equazione ?+1— 4 = a Questa equazione non differisce da una normale

equazione di secondo grado, se non per il fatto che dobbiamo semplificarne 1’espressione per ricondurla alla

+12-3- (x> +3x—-1) 2-(3x’ +
forma a cui applicare la formula risolutiva: Sx 31(2x 3x ): (3f2 x). Ora eliminiamo il

minimo comune denominatore: 8x+12-3x>—-9x+3=6x"+2x=-9x*-3x+15=0=3x*+x-5=0.

Adesso calcoliamo il discriminante: A = (=1)" —4-3-(=5)=1+60 = 61> 0. Possiamo applicare la formula

—1++/61
—

risolutiva: x =

Risolvere le seguenti equazioni
Livello 1

29.  (6x—1)"+(2x—3)-(14+5x) = (3x—2)-(3x+2) = 0; (3x+2)" = (1+3x)-(4—x)-5=1+ x>

{—11\/5477 _ —11#265}

74
g + «/
30. (§x+1 +3-(x—§)~(3—2x)=(ix+l)~(ix—lj+x2—3 270£3- V5006
2 2 3 3 3
+
31 (3x+1)- %x+2j—(3+x)-(3x—l)=(4x—1)2 {27 501}
2 2
32. (2x+§ +x-(lx—l)—(4—x2):x2—(3x—l)
2 3 4
+ '
33. xz—x+2—(x2—x+1)+3x-(—x+2)=(§x—l)-(x—l)—lx2 8918929
6 2) 3 84
34, (N2x=1) +(2x—1)-(v2 +3x) =3-+2 + (x-1)-(5-3%) (2]
35, (N2=3x) +(V3x—1)-(v2 +x) = (1-+2)-(2x+1) (]
6, ATl A4l 309 0 3x%4l 4x+S5 13x%-x-2 1441123 7+3-4/157
ST 14 2 T3 6 9 17 7 44
2 _ 2 _ 2 2 +7.
37 X x+1_x +x 1+x X l_x +x+l:O 15_3\/5
2 4 8 16 10
Livello 2
2
33, x—l_x+1j‘(x+1+x—1)_4(x_ij +l:O
2 3 3 2 2
2x—1 3x-5)(2x+1 3x+5 1) 3 17 23
39. + . - =x|3x+—|—-—x
4 3 4 3 4) 4 18730
p— — — 2 2_ +
40, S5x 2+1j'(1_3x 2)+(4x 1) :3x x+1 14520361 2036
2 3 6 12
_ 1\ A\2 +
Al 2x5 3+4x2 1) _(4x2+1_3x5 2) (5x2+3j P —xal { —659+5- \/1561
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2. (%—3) (*/_“1 f] ~(V2x-1) =(V2-1) 1%)
NEE" 1- J_ B+2x) 3 ., 5[ 27++/969
55l g5 o=

Lavoriamo insieme
. . 2 . . . . . N
Risolvere 1'equazione (2x2 — = 1) -5 (2x2 — = 1) —1=0. Saremmo tentati di sviluppare 1 calcoli, ma cosi

facendo otterremmo un’equazione di quarto grado con la quale, probabilmente, non sapremmo cosa fare.
Notiamo invece che ponendo semplicemente la condizione: z=2x"-x-1, l’equazione diviene

5425+4  5+429

7> —57—1=0, che sappiamo risolvere senza alcuna difficolta: z= 5 = 5 Ma questa non ¢
. , . ... . e ) 2 5++/29 .
la soluzione dell’equazione iniziale, dobbiamo sostituire il valore di z: 2x" —x—1= 5 , ottenendo cosi

due equazioni di secondo grado, che risolviamo: 4x° —2x-2-5-+/29 =0v4x’-2x—-2-5++/29=0=
= 4x> —2x-7-29=0 v4x2—2x—7+\/5=0:>%=1+28+4-@:29+4-J?9v%=1+28—4-\/E=29—4-\@

1£929+4-429  _ 1£429-4429

Infine: x =
4 4

Usando opportune sostituzioni risolvere le seguenti equazioni
Livello 2
44, 3-(2x—1)2+(2x—1)—5:0 ; 4-(11x+2)2+4-(11x+2)+1=0 {Sil\z/a;—%}

2 2 4 4 11
45. (3—5x) —3-(3—5x)+2=0 ; 4-(5x+3) +3-(5x+3)—1=0 [gvl;—gv—z—o
46. (xz—x+3)2—5-(x2—x+3)+6:0 ; (3x2+x—1)2—7-(3x2+x—1)+1020 {Ovl;_liﬁv_lim_

6 6
47 5-(—x) +2- (@ —x)=1=0; 822 —x+11) +3-(24* ~x+11)-2=0 [5“5;’020'\/8;@
48. 6-(2x*—x—2) —=7-(2x° —x=2)+1=0; 10-(7x* =2) =3-(7x* ~2)-1=0
3edi6s 3., 03 LO_
12 27735

49. (76" =1) =5-(7x°=1)+6=0 ; (x"=2) +5-(x"=2)+4=0 {\Eviﬁ
50. 6-(26 —1) +(26=1)=2=0; 5-(4=x°) =11-(4=x*)+2=0 ; 4-(5x* =1) =17-(5x" =1)+15=0

{1 J_19 is/E,Jr\/E 4

vi—

——V x
% 2 \s 10-45 V5 |
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L'angolo delle correzioni
Correggere i seguenti procedimenti errati

414> —4.3-(=5)  —4+J16+60 —4£:/76

1. 3x+4x*-5=0=x= =

2-3 6 6
—(=2)+/=2%—4.1-(- + 4/ +
o i le0m g CDEY22 A1) 22444 250
2-1 2 2
—1++17=4-2. 1+ 1+ 1
3 2l 430 xo IEVI—4-2:3  —1EVI+24 135 [y
(=Y +A[(=2): —4.5.(— + + 2
4 5K —dx—3=0m xSRIV 45 (D) 2844460 248 [ %
5 5 5 _g
-3+ 2_13.(— 2+ 24
5. 3 +6x—2=0=> x= o 63 3(2) _ 3—v39+6: 3‘3*@:—11\/5
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Equazioni trinomie

Nel paragrafo sulle equazioni binomie abbiamo visto che con uno stesso procedimento riusciamo a risolvere
equazioni di qualsiasi grado, purché inquadrabili in un certo modello. Vogliamo estendere quindi il modello
delle equazioni di secondo grado a equazioni di grado superiore a due.

Vediamo come cio sia possibile.

Esempio 17
e Vogliamo risolvere l’equazione 3x*—5x>-4=0. Questa & un'equazione di quarto grado, ma
"assomiglia" a una di secondo grado, anzi se conveniamo di cambiare il nome delle incognite, indicando

*, e l'equazione si trasforma nell’equazione di secondo grado:

54473
6

2 4 2\2
r=x , avremo anChe X :(X) =t

3t —5t—4=0, che percid sappiamo risolvere. Avremo: A=25+48=73>0=¢ . Questa

equazione ha 2 soluzioni reali, che perd non sono soluzioni dell'equazione di partenza. Per ricavare le
soluzioni di detta equazione dobbiamo risolvere queste altre due equazioni binomie:

X' ==

t_Si\/73 @xz_Si\/B 6
6 6 , 5473 5+73
X =T:>x=+ N

%)

Osserviamo che la prima equazione non ha soluzioni perché 0.

5-+73

—<
6

e Vogliamo risolvere I’equazione 5x°—2x’+1=0. Questa & un'equazione di sesto grado ma, come la
precedente, pud ricondursi a una di secondo grado, ponendo f=x’,t> =x°, quindi: 5¢° -2t+1=0, e
dato che A=4-20=-16<0, questa equazione non ha soluzioni reali, € neppure ne avra l'equazione da
cui essa ¢ stata ottenuta.

I precedenti esempi ci convincono che possiamo generalizzare il concetto di equazione di secondo grado,
quindi anche di formula risolutiva, per particolari classi di equazioni di grado superiore al secondo.

Definizione 7
Un'equazione che scritta in forma semplificata abbia la seguente forma: ax> +bx" +c =0, si dice trinomia.

Definizione 8
Un’equazione trinomia di quarto grado si chiama equazione biquadratica.

L'avere associato un nome particolare alle equazioni trinomie di quarto grado, dipende dal fatto che essa,
dopo il secondo grado, ¢ quella di grado pil piccolo, quindi da un punto di vista storico ¢ stata piu studiata
delle altre.

Proprio per questo tipo di equazioni possiamo enunciare il seguente risultato.

Teorema 6
Un’equazione biquadratica ammette 0, 2 o 4 soluzioni reali. Le eventuali soluzioni reali sono sempre a due a
due opposte.

Schema dimostrativo

Passo Azione Conseguenza Giustificazione

1 Trasformiamo ax* +bx*+c¢=0,| ar’> +bt+c=0 Abbiamo posto ¢ = x*,1> = x*
in un'equazione di secondo
grado.

2 Risolviamo  l'equazione  di —b++b* —dac Abbiamo applicato la formula
secondo grado r= a risolutiva.
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3 Consideriamo il discriminante | Abbiamo 3 sottocasi
dell'equazione.
3a A<O L'equazione biquadratica non|Perché non ne ha neppure
ha soluzioni reali. I'equazione nell'incognita .
3b A=0 L'equazione biquadratica ha 2 [ b
soluzioni reali fra loro opposte | Le soluzioni sono x ==+ Y
e ciascuna di molteplicita 2 o . . @
non ha soluzioni reali. che' sono numer\l reali s.010 se .1\1
radicando non ¢ negativo. Cio
accade se l'unica soluzione
dell'equazione in ¢ € positiva.
3c A>0 L'equazione biquadratica ha 4 |Le soluzioni Sono

soluzioni reali a 2 a 2 fra loro \/—b +p% —4ac he

opposte, o 2 soluzioni reali fra| y =+
2a

loro opposte o non ha soluzioni
reali. sono numeri reali solo se

entrambi i1 radicandi non sono
negativi. Ci0  accade se
entrambe le soluzioni
dell'equazione in ¢t sono
positive. Diversamente se una
sola soluzione ¢ positiva vi
sono 2 soluzioni reali e opposte,
infine se sono tutte e due
negative non vi sono soluzioni
reali.

Questo teorema in effetti ¢ vero per ogni equazione trinomia di grado multiplo di 4 (4, 8, 12, ...), invece per
gradi non multipli di 4 (6, 10, 14, ...) vale quest’altro risultato.

Teorema 7
Un’equazione trinomia di grado non multiplo di 4, ammette O, 1 o 2 soluzioni reali.

Lasciamo la dimostrazione per esercizio, chiarendola con alcuni esempi.

Esempio 18

L’equazione x°—x’+1=0 non ammette soluzioni reali, perché il discriminante dell’equazione di
secondo grado a essa associata: P —t+1=0,¢ negativo, valendo A = 1°’—4=-3<0.
L’equazione 4x'°—4x’+1=0 ammette 1 soluzione reale, perché 1’equazione di secondo grado a essa

associata: 41> —4t+1=0, ha una sola soluzione di molteplicita 2: ¢ = 5 quindi l'equazione di decimo

. ) 5 1 1 1
grado ha l'unica soluzione: X’ =——=x=3—-—=>x=——.
2 2 2
L’equazione 3x" +7x’ +2=0 ammette soluzioni reali, perché ’equazione di secondo grado a essa
—7-5 _ )
—7+49— 7+ T
associata: 3t*+7t+2=0, ha due soluzioni reali 7= UesRhsti  Slssd 6 , quindi
6 6 —7+5 _ |
2

l'equazione di partenza ha le due soluzioni: x’ =—2vx' =-1=x=-Y2vx=-1.
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Verifiche

Lavoriamo insieme

¢ Risolvere I'equazione 5x°—12x>—1=0. Abbiamo a che fare con un'equazione trinomia, che possiamo
risolvere mediante la formula risolutiva valida per le equazioni di secondo grado in cui l'incognita ¢ pero

6++/41
5

A
x°. Dato che e 36+5=41, avremo: x° =
+
binomie che risolviamo: x = %f ¢ _;/ﬂ , che sono le soluzioni cercate.

161
¢ Risolvere 3x®—x*—5=0. Risolviamo come in precedenza: A =1+60=61>0, x* = T6 . In questo

. 1-+61

caso dobbiamo considerare i segni delle precedenti soluzioni. Abbiamo cosi: x" = 2 <0=9 e

x4=1+g/a >0:>x=i,4/1+g/a.

Risolvere le equazioni trinomie seguenti

. In questo modo abbiamo ottenuto due equazioni

Livello 1 .
3
1. 4x*—20x*—13=0; 64x° +3x°=5=0; X +7x* =2=0 [i\/10+22-\/§;i\/4-\;1§89—12;ii/\/5_72—7
2. 5x0 7% —11=0: 13x2 —12x° +17 = 0; 144x* —24x> +1=0 lis/—vziz”;@;ig
3. 1228 =3x*+5=0; 6x2+x°—1=0; x* -3x"+2=0 {@;il;lvlﬁ
3 ]
4. 13x* =127 +1=0; 12x* +13x° =1=0; x* —=13x> +12=0 [i\/“lf?;i\/V21274‘13;i1vi2.J§]
5. =102 +11=0; xX* +10x* =11=0; x° —=x°-56=0 [\3/5i\/ﬁ;il;—§/7v€/§}
6.  Ax'+3x0—2=0: 3x'+4x2—2=0: 2x* =3 +4=0 [i\/@‘f‘;i\/ﬁ‘z;@

7. (x4—x2—1)-(x6—x3—1):0; (x6—5x3+6)-(x4—5x2+6)=0 [J_rJ*/gz“vi/lif;iﬁviﬁvgﬁvgﬁ}
8. (x6—2x3+1)-(5x8—x4—3)=0; (3x8+x4—1)~(x12—5x6—2):0 [14/\/a'ﬂvl;i§/\/§+5vi</\/ﬁ_l}
10

2 6
Livello 2
9. (2x16 —2~\/§x8 +1)'(x14 +2'x/§x7 +2) =0; (3x6 +\/%'x3 +5)-(3x4 —\/gxz —1):0

1 J15 14+/5
+ v N2 +
[ W 2 \/3 Y \/ 12 ]
2 2 2 2 4
o [F-l, a1 ) 70 -1 1Batel L [30:+/59 -49
3 4 12 4 419
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12 3 7 4

(x3+2_x3—1)2+(4x3—1).(4x3+1)_11x6 _0 [3 i4-\/£—14]
45

(x4—x2+1)-(x4+x2—1)—2x2—5=0

(3x3+1)-(9x6—3x3+1)—(x9+1)2—4=0 [@
(4x2—l)-(16x4+4x2 +1)_(3x+2)3+18x-(3x+2)—7=0 !@

[(3x=1)-(9° +3x+1)]2 ~[@x+1)-(2x—1)] +24x-(x+5) = 122 - (2x+1) +12-(10x - 4)
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Relazioni fra i coefficienti di un’equazione trinomia e le sue soluzioni

Gia sappiamo che il trinomio x* + sx+ p si pud scomporre nel prodotto di due fattori di primo grado a coef-

ficienti interi se riusciamo a trovare due numeri interi a € b che verificano le due equazioni: a+b=sea -b
= p. Cid vuol dire che ’equazione x*+sx+ p =0, possiamo scriverla nella forma (x+a)-(x+b) =0 e

quindi x = —a e x = —b sono le soluzioni reali dell'equazione data.
In questo paragrafo vogliamo cercare di estendere questo risultato all'equazione ax”+bx+c =0, qualiche
siano le sue soluzioni, anche non intere purché reali. Vale infatti il seguente risultato.

Teorema 8
Se I’equazione ax® +bx +c=0 ammette due soluzioni reali (distinte o no) X,,X,, vale la seguente identita:

. c
ax’ +bx+c=a-(x—x1)-(x—x2) .Inoltre siha: x, +x, =——,x,-x, =—.
a a
Schema dimostrativo
Passo Azione Conseguenza Giustificazione
1 Sia l'equazione ax’+bx+c=0, —b—+JA —b+JA Abbiamo  applicato  la
che supponiamo abbia ha| X = a Xy = u formula risolutiva.
soluzioni reali.
2 Scriviamo  1’equazione  sotto y; 2ax+b+vA 2ax+b—~JA _ La prima tesi & dimostrata.
forma di prodotto 24 2a -
—p — — 2
a-| x— b \/Z X — b+\/Z (2ax+b)2—(\/Z)
2a 2a = =
4a
4a’x* +4abx +b* - (b* —4ac)
— » =
4a’x* + 4abx +4ac 3
= =ax +bx+c
4a
3 Sommiamo le soluzioni. _ —b—JA —b+A _ 2b b |Abbiamo  dimostrato la
N = T T =75.,=7, |seconda tesi.
4 Moltiplichiamo le soluzioni. —b—+JA —b++JA b*—A |Abbiamo dimostrato la terza
XXy = 2a : 2a = 442 tesi.

Si badi che abbiamo imposto che le soluzioni dell’equazione siano reali, ma almeno simbolicamente le for-
mule trovate valgono anche se il discriminante ¢ negativo. Quando studieremo i numeri complessi riprende-
remo la questione. Adesso verifichiamo il precedente teorema.

Esempio 19

Risolviamo

3{

I’equazione

3x2 =5x+1=0,

L 5tV25-12 52413

6 6

Scomponiamo il

trinomio:

5-413 54413)_  6x-5+13 6x-5-i3 _(6x-5) ~(V13) _
s 1% % & )

36x> —60x+25-13 _ 36x% —60x+12

alle altre:

Anche queste hanno avuto esito positivo.

12 12

6 6

6 12

=3x>—5x+1. La prima verifica ¢ andata a buon fine. Passiamo

12

5-V13_ 5-V13 _5-V1345-V13 _10_5 5-413 5-13 _25-13
6 ’ -

=
36 36 3

6 3 6 6
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Verifiche

Lavoriamo insieme
Data 1’equazione 5x*=11x+3=0, siamo in grado di stabilire, senza risolverla, se le sue soluzioni sono
reali? Si, ¢ sufficiente considerare il segno del suo discriminante: A = 11°=4-5-3=121-60=61>0.

Quindi I’equazione ha soluzioni reali. Senza risolverla possiamo anche calcolare la somma e il prodotto di

. .. . . . .. -11 11 . .c 3
tali soluzioni. Sappiamo infatti che la somma ¢ pari a —— = ——— = —, mentre il prodotto ¢ — ==

a 5 5 a

Date le seguenti equazioni dire, senza risolverle, se hanno soluzioni reali; in caso affermativo, calcolare
la loro somma e il loro prodotto

Livello 1
1. 4x* =Tx+1=0; 3x*+9x—4=0; 3x*—8x—2=0 (Z,lj;(—&—ij;(g—g
4 4 9 3 3]
2. X +4x-1=0; x*—4x-1=0; 9x* =24x+16=0 —4,—l ; 4,—l ; §,E
4 4 3 9]
2 2 2 5 3 5 |
3. Ox”—=24x+17=0; 3x"+12x+5=0; —4x"+3x+5=0 & —4,5 ; Z,—Z
Livello 2
4. x2+4x+\/§:O; 7x2+15x+«/§:O; \/§x2_\/§x+2:0 {(—4,@);(—?,@]{\/5%]

5. X =5x+1=0; 52 +x-1=0; > +x+/5=0 {(\/5,1);(—% —LJ;Q}

6. (1-v2)- 2" —x-1=0; (V2-1)- 2" +x-1=0; (V2+1)- 2" +4x-(v2-1)=0
[(—1—JE,HJE);(1+J§,1+J§);(4—4J§,2-J§—3)}
Lavoriamo insieme

Vogliamo esprimere la somma dei quadrati delle soluzioni di un’equazione di secondo grado mediante i suoi
coefficienti. Noi sappiamo che l'equazione ax’ +bx+c=0, ha soluzioni, reali o no, la cui somma &

b . . . c ) . . . . 2 9
X, +x, =—— eil cui prodotto & x,-x, =—. Vogliamo trovare un'espressione mediante a, b e ¢, di x; +x; .
a

Possiamo scrivere: x; + X, :(x1+x2) —2x,x,, quindi possiamo sfruttare le precedenti espressioni,

2 2 2
scrivendo: x; +x; = (—QJ —2-£=b—2—£ = b——22ac.
a a a a a
Livello 2
7. Quando il discriminante di un’equazione trinomia ¢ nullo, il trinomio che rappresenta 1’equazione ¢ un
particolare prodotto notevole, quale? [Quadrato di binomio]
8.  Quando accade che somma e prodotto delle soluzioni di un’equazione di secondo grado sono lo stesso
numero? [Per le equazioni a—x+1= 0]
9.  Quando accade che somma e prodotto delle soluzioni di un’equazione di secondo grado sono numeri
opposti? [Per le equazioni ax* +x+1=0]
10. Esprimere la differenza delle soluzioni di un’equazione di secondo grado mediante 1 coefficienti. Con-
sideriamo la differenza del minore dal maggiore. {ﬂ}
a
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11. DataI’equazione ax’+bx+a =0, nell’ipotesi in cui ammetta soluzioni reali, in che relazione sono fra
loro? [Reciproche]
12. Data I’equazione ax’ +bx+a =0, se ammette una sola soluzione, quanto vale? Quando si verifica
questo caso? (Suggerimento: tenere conto che il delta vale ....) [x=1,b=-2a;x=-1, b=2a]
13. Data I’equazione ax’ +ax+b=0, se ammette una sola soluzione, quanto vale? Quando si verifica
questo caso? [x=-1/2; a =4b]
14. Data I’equazione ax’ +bx+b=0, se ammette 1 sola soluzione, quanto vale? Quando si verifica que-
sto caso? [x=-2; b=4a]
15. Qual ¢ il rapporto della somma e del prodotto delle soluzioni di ax® +bx+c =0 rispetto alla somma e
2
al prodotto di quelle di cx”> +bx+a=07? E;(Ej
a\a
Livello 3
16. Esprimere la differenza dei quadrati delle soluzioni di un’equazione di secondo grado mediante i coef-
P . . . b-~NA
ficienti. (Suggerimento: scomporre in fattori ) {— {_}
a
17. Esprimere la somma dei reciproci delle soluzioni di una equazione di secondo grado mediante i coeffi-
1 1 +
cienti. (Suggerimento: tenere conto che —+—= mrp ). {—é}
m p  mp c
18. Esprimere la differenza dei reciproci delle soluzioni di una equazione di secondo grado mediante i co-
. . 1 1 — A
efficienti. (Suggerimento: tenere conto che ———= p-m ). {—L}
m p mp c
19. Esprimere la somma dei cubi delle soluzioni di una equazione di secondo grado mediante i coefficien-
: . 3abc-b’
ti. (Suggerimento: tenere conto che m’ + p’ = (m+ p) . (m2 —mp+ pz)) {#}
a
20. Esprimere la differenza dei cubi delle soluzioni di una equazione di secondo grado mediante i coeffi-

(bz—ac)-\/K

3

cienti. (Suggerimento: tenere conto che m’ — p* =(m— p)-(m* +mp+ p*)) »
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Equazioni parametriche di II grado

Viste le relazioni stabilite nel paragrafo precedente, possiamo risolvere equazioni parametriche di grado su-
periore al primo. Ricordiamo che per equazione parametrica intendiamo un'equazione che ha piu di una va-
riabile: una viene considerata come incognita, le altre sono invece dei parametri. Cio significa che un'equa-
zione parametrica in generale rappresenta infinite equazioni. Cerchiamo di determinare eventuali proprieta
verificate da tutte o da una parte di tali equazioni. Vediamo qualche esempio.

Esempio 20

Consideriamo l'equazione parametrica (4k —5)-x>+(3—k)-x—7k+2=0, in cui il parametro & k. Ci
chiediamo se ci sono valori del parametro per cui I’equazione

¢ si riduce al primo grado. Stabiliamo subito che vi ¢ un solo valore del parametro per cui non si hanno

5
equazioni di secondo grado. Infatti solo se 4k — 5 = 0, cio¢ se k = 1 I'equazione diviene di primo grado,

(3—§)x—72+2=0231x+%%+8=
4 4 4

0=>7x-27=0. Per gli altri valori di k l'equazione ¢ di

secondo grado.

® Una delle sue soluzioni ¢ x = 2. Dire che un numero ¢ soluzione di una data equazione, non importa di
che grado, wvuol dire che la verifica. Dobbiamo quindi imporre che si abbia:
(41{—5)-22 +(3—k)-2—7k+2=0:> 16k —204+6—-2k—-7k+2=0=7k—-12=0 Abbiamo cosi ottenuto

12
un'equazione di primo grado nell'incognita k. Risolviamola: k = = ¢ il valore richiesto.

¢ la somma delle sue soluzioni (reali) ¢ 3. Grazie al Teorema 8 possiamo dire che la somma delle soluzioni

dell'equazione ¢ data dalla seguente espressione: _b =— 43k_ k5 = 4kk_ 35 . Dobbiamo quindi vedere se vi
a —_— —

k-3
4k -5

3.

sono valori reali di k per cui tale espressione ¢ 3. Dobbiamo quindi risolvere 'equazione

Abbiamo:

5 =>k= 12 . Per questo valore le
4k -5 11

k—3—3@m—$_0:>k—3—uk+w:0:>‘“k:_u
B 4k -5%0 k¢z

soluzioni hanno per somma 3, non sappiamo perd se sono reali. Sostituiamo il valore:
22 5] i3 2 g 2y g 88535, 33712 8 oL 2 B2
11 11 11 11 11 11 11 11 11

= 7x* —21x+62=0=>A=441-1736 =-1295< 0. In effetti le soluzioni non sono reali. Notiamo perd
che la loro somma, quale che sia il significato da dare alle scritte simboliche sulle quali operiamo come

42--2240 4242240 84 _21-4-1295 21441205 42 _
14

14 14 14 14 14

su 1 numeri reali, ¢ proprio 3: 3
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Data I’equazione parametrica (2 = k) xt+ (3 + k) -x+2 =0, vogliamo rispondere ad alcuni quesiti.

e [’equazione puod divenire di primo grado? Cio accade se esistono valori di £ che annullano il coefficiente
di secondo grado, cio¢ 2 — k. Dobbiamo quindi risolvere I’equazione 2 — k = 0, con soluzione k = 2, che
corrisponde al valore richiesto. Per questo valore di k I’equazione diventa: 5x + 2 = 0.

e [’equazione puo avere soluzioni coincidenti? Sappiamo che cio dipende dal discriminante: se ¢ nullo le

soluzioni sono coincidenti. Si ha: A:(3+k)2—4-(2—k)~2:9+6k+k2—16+8k:k2+14k—7.

Poniamolo uguale a zero, risolvendo I’equazione: k =—7++/49+7 =—7++/56 =—7++/2°- 7 =—7+2-/14 .
Si noti che abbiamo applicato la formula ridotta dell’equazione di secondo grado.

e [’equazione pud avere tra le soluzioni il numero 2? Sappiamo che un numero ¢ soluzione di
un’equazione se la verifica, cio¢ se sostituito all’incognita rende vera 1’uguaglianza. Sostituiamo quindi a

x il numero 2: (2—k)-22+(3+k)‘2+2:0:>8—4k+6+2k+2=0:—2k+16=0:>k:8. Questo ¢ il
valore cercato.

e [’equazione puo avere soluzioni che sommate diano —3? La risposta dipende dal fatto che la somma delle

soluzioni di un’equazione di secondo grado ¢ data da _b . Nel nostro caso: _3*k = Stk , basta quindi

a 2-k k-2’
porre la precedente espressione uguale al valore dato:

_2+];:_3:>3+k:—3-(k—2) A k¢2:>3+k+3k—6:0:>4k—3=0:>k=%

Tenuto conto delle relazioni fra i coefficienti dell’equazione e le sue soluzioni, determinare gli eventuali
valori del parametro reale m nelle equazioni seguenti in modo che sia verificato quanto richiesto
Livello 2

1. x* —mx+m =0, abbia soluzioni coincidenti. [0 v 4]
2. x+3x =I -1 abbia due soluzioni reali e coincidenti. [—4 +/34 }
S5x-2 m+1

3. (1-m)-x*+x—1=0, abbia soluzioni reali la cui somma sia 3. [4/3 non accettabile]
4. (1 + 3m) x> +4mx+3—m=0, abbia soluzioni reali il cui prodotto sia 2. [1/7 non accettabile]
5. (3 4m) x4 (4m— 1) -x+1=0, abbia fra le proprie soluzioni il numero —1. (D]
6. (mz l) Xt + (mz —3m+ 2) -x+1=0, sia un'equazione di secondo grado pura. [1v2]
7. (4 2 - 1) X+ (Zm2 —-m— 1) -x+m—3=0, sia un'equazione di secondo grado spuria. [3]
8. (3m +m— 1) X+ (m2 - 3) -x+2m—1=0, abbia soluzioni opposte. %)
9. (m+3)-x*+ (?am2 —2m+ 1) -x+4m =0, abbia soluzioni reciproche. [1, non accettabile]

10. (2m + m) -x*=(5m—3)-x+4-2m =0, abbia soluzioni reciproche e di segno opposto. (D]

Nelle seguenti equazioni parametriche di secondo grado determinare i valori del parametro reale k, se e-
sistono, per cui le equazioni soddisfano le proprieta di seguito richieste. Nelle risposte se il valore é posto
Jfra parentesi tonde non é accettabile, cioé I’equazione associata non ha soluzioni reali

Livello 3

11.  (2k—=3)-x*+(6k—1)-x+3k—8=0. a) sono equazioni pure; b) hanno tra le soluzioni x = — 3; ¢) la

somma delle loro soluzioni vale % ; d) 1l prodotto delle loro soluzioni vale %

{a)(éj;b)%;c)(fsj a)(0 )}
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12. (Sk + 3) — (7k - 1) -x+9k+4=0. a) sono equazioni spurie; b) hanno tra le soluzioni x = — 4; c) la

somma delle loro soluzioni vale % ; d) il prodotto delle loro soluzioni vale % .

4 .19, NS
{a)_E’b) 39’C)(1)’d)(10ﬂ

13.  (2k—5)-x*+(3k—5)-x+8k —1=0. a) hanno soluzioni coincidenti; b) sono equazioni di primo grado;
c¢) la somma delle loro soluzioni vale % ; d) 1l prodotto delle loro soluzioni vale g .

+2.4
ay PEENED )3, )3 (12
55 2 28 48

14. (k - 1)-x2 +(1 1k + 2)-x+ 3=0. a) hanno soluzioni coincidenti; b) sono equazioni di primo grado; c)

sono equazioni spurie; d) sono equazioni pure; €) hanno tra le soluzioni x = 5"
a)@‘b)l’c)@’d)—z'e)—l
b b b 1 1 9 5

15. 5x>=3:(k+5)-x—13k+2=0. a) hanno soluzioni la cui somma vale i; b) divengono equazioni di

primo grado; c) sono equazioni spurie; d) sono equazioni pure; €) hanno soluzioni il cui prodotto vale

3 5 2 5 11
) o[-Fpeogiol-3)o(5)

16. (?)—Sk)-x2 +2x—Tk =0. a) hanno soluzioni la cui somma vale —% ; b) divengono equazioni di primo

grado; c) sono equazioni spurie; d) sono equazioni pure; e) hanno soluzioni il cui prodotto vale 3

1 3 15
{a)(—gj,b)g,c)o,d)@,e)g}

Lavoriamo insieme
Data I’equazione parametrica di secondo grado kx* — (1 - k) -x+3k +7 =0 determinare, se esistono, i valori
del parametro k per cui si ottengono equazioni le cui soluzioni reali o no, soddisfano le seguenti proprieta:

a) hanno differenza 1; b) somma dei reciproci 4; ¢c) somma dei cubi 8; d) somma dei quadrati —5.
Utilizziamo le formule determinate negli esercizi precedenti.
\Nb* —4dac

a) La differenza delle soluzioni si esprime, in funzione dei coefficienti, come ——— . Quindi deve
a
Vb* —4dac b* —4ac .
essere =1= —— =1=b"—4ac=a", ma nel nostro caso si ha:
a a

b —4ac=a> = (1-k) —4-k-(3k+7)=k*> = 1-2k + k> —12k* - 28k —k> = 0=

1544225412 —15+/237
2

= 12k =30k +1=0=12k> +30k—-1=0=k = 1 T

Per questi due valori di k si hanno le equazioni cercate, che non ¢ detto che abbiano soluzioni reali.
Sostituendo si verifica che in effetti le ha, quindi 1 valori sono accettabili.
R . . b 1-k . s _
b) La somma dei reciproci si esprime come —— = . Si deve percio avere =8
c 3k+7 3k+7

=4=1-k=12k+28=

=>13k=-27=k :—f—; In questo caso il valore ¢ accettabile, poiché si verifica che I’equazione di
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partenza ha soluzioni reali.

3
c) La somma dei cubi si esprime come —(éj +3. b.c = —(ﬂ) +3. 1=k Sk+7 . Si deve percio
a a a k k
avere: —(%j +3. % 3k]:_7 8= —(1—k)3 +3k-(1-k)-Bk+7) =8k = 15k* =24k +1=0=>
+ ’
= k= % . Stavolta 1 valori non sono accettabili, la sostituzione non fornisce soluzioni reali.

2
k; 1) -2 3k]:_ ! . Si deve percid avere

2
d) La somma dei quadrati si esprime come (—é) —2—:(
a a

k
valori non accettabili

2
(k_l) —23k]:7:—5:(k—1)2—2k-(3k+7):—5k2:—16k:—1:>k:%. Anche  stavolta

Tenuto conto delle relazioni fra i coefficienti dell’equazione e le sue soluzioni, determinare gli eventuali
valori del parametro reale m nelle equazioni seguenti in modo che sia verificato quanto richiesto
Livello 3

17.  4x* —mx+m’ —1=0, la differenza fra le sue soluzioni sia uguale a 1. [0]
—47 ++/

18.  (3—m)-x*+(4+7m)-x—2m+1=0, la somma dei quadrati delle soluzioni sia 4. {%}

19. (m + 2) -x*—4-x+1+5m=0, la differenza dei reciproci delle soluzioni sia —3. {_67 +224'5 1061 }

20. m-x’— (3 + m) -x+2 =0, la somma dei reciproci delle soluzioni sia 2. [1]

Nelle seguenti equazioni parametriche di secondo grado determinare i valori del parametro reale k, se e-
sistono, per cui le equazioni soddisfano le proprieta di seguito richieste. Nelle risposte se il valore é posto
Jra parentesi tonde non é accettabile, cioé I’equazione associata non ha soluzioni reali

21. (k + 1) X+ (k - 1) -x+k—2=0. a) la differenza delle soluzioni vale 1; b) la somma dei quadrati delle

soluzioni vale 3; c¢) la somma dei reciproci delle soluzioni vale %; d) la somma dei cubi delle solu-

zioni vale 2. {)\/_ b)\/— 3 \/_ 3. :0)—1v Ed)(_éj l}

37 3) 3

22. (3— 2k) x> =x+1-5k =0. a) la somma dei quadrati delle soluzioni vale 2; b) la somma dei reciproci
delle soluzioni vale 17; ¢) la differenza dei reciproci delle soluzioni vale 1.

o 20EVI97 16 3. )39—\/741_
28 85 27 65

23.  (3k+1)-x*+(2k—11)-x+2=0. a) la somma dei reciproci delle soluzioni vale 8; b) la somma dei

5 1 3243754
@)=V T

quadrati delle soluzioni vale 12. o

24, (4k - 7) x> +3x+1=0. a) la somma dei quadrati delle soluzioni vale 9; c) la somma dei reciproci del-
+ /
le soluzioni vale 0. {a)%;b)@}

25. kx*+3x—k=0. a) la somma dei quadrati delle soluzioni vale 2; b) la somma dei reciproci delle solu-

zioni vale 5; ¢) la somma dei quadrati dei reciproci delle soluzioni vale 15. {a)@ by—c)=x \/_}
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Equazioni fratte

Cosi come si ¢ fatto per le equazioni di primo grado, per le equazioni fratte di grado superiore, dobbiamo
sempre verificare se sono accettabili 1 valori delle soluzioni trovate. Vediamo un esempio

Esempio 21
4x+1 2+43x X' —x+l
x—1 x+2 x*+x-2

Risolvere 1’equazione fratta: =0. Cominciamo a scomporre 1 denominatori:

4x+1 2+3x X —x+1

- =(0. Imponiamo la condizione direalta: x — 1 0 A X +2£#0=>x#1 Ax #-2.
x=1  x+2 (x-1)-(x+2)

(4x+1)-(x+2)+(2+3x)- (x=1)—(x* —x+1)
(x—l)-(x+2)
denominatore e semplifichiamo il numeratore: A +8x+x+2+2x—2+3x - 3x—-x+x-1=0= 6+
~9EV8I+24 —9+4/105
12

12

Adesso riportiamo il tutto a un'unica frazione: =(, eliminiamo il

9x — 1 =0. Risolviamo: x = . Le soluzioni sono entrambe accettabili.
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Verifiche
Lavoriamo insieme

. 3 5 x+1 . . : . s . .
Risolvere + = . Non vi ¢ alcuna differenza nel risolvere un’equazione fratta o intera,

x*—4 x-1 x*-3x+2
se non nel fatto che, dopo aver determinato il minimo comune denominatore, dovremmo stabilire gli
eventuali valori che lo annullano, eliminandoli dall’insieme delle soluzioni. Procediamo:
3 N 5 B x+1 _O:>3-(x—1)+5-(x—2)-(x+2)—(x+1)-(x+2)
(x=2)-(x+2) x-1 (x-D-(x=2) (x=2)-(x+2)-(x=1
Imponiamo la condizione direalta: x =2 #0Ax+2#0Ax—-1#0=>x#2Ax#—-2 Ax# 1, eliminiamo il
denominatore e sviluppiamo i calcoli al numeratore: 3x —3 + 5 - (x2 —4) - (x2 +2x+x+2)=0=3x-3 +

=0

52 -20-x*-3x-2=0= 4’ —-25=0= 4%’ =25 = x> =275:>x=i1/275:>x=i‘%.Nonessendole

soluzioni trovate tra quelle da escludere, sono accettabili.

Risolvere le seguenti equazioni fratte. Le soluzioni non accettabili saranno scritte fra parentesi graffe
Livello 1

+ -5+
1. a+g—1=0; 3x+1—i:2; x—§+5:0 Q;l—\/ﬁ; 5—\/3_7
a 3x X 6 2
- +
ST T Sk W PSS R S SO .0 S R B o @;21\/7;1_@
4y+1 y—1 z—1 z—1
2 —
3 m _m+5:3m 2;5n+1_2n+3: 3 1 {1} 13+ \/_
m-—1 3 m—1 3n-1 3n—1
-3+ +
4. 3y—2y+1—1 2 +1—;_p 1: 5x+2_x_+1:0 0Ov2; 3—‘/5;2—@
y—1 2p—1 x—1 4 5 |
Livello 2
2412 +1
LA B R o L TP e .2 DN [{-2}:(v2-1v0):2]
x=2 x+2 x' -4 z—~/2 y— -3
J3x—1 2x—-1 3x+1 x—-1 x+1 1+/3 1484243
6. =x—-2; = ; - =2 ;(—2v0);—1i\/5
x+1 3x+1 2x-1 x+1 x-1 2
_ 2 2
7 2x+1_x+3_3.3y 2_y+5_ y =y CxT—x+1 _3x+1+ 1

2r—1 x+1 U 3y+2 y—5 3y’ —13y—10 x’—5x+6 x-2 x-3

{SJ“/F(% v0); 2+\/_}

2y°-3  Sy+2 oo Sx+l Bx-1 x 76 -3x-2 —1+5 —5+/34
Yy =2y+1  y-1 4x—1 5x+2 x+1 20x*+3x-2 2 718

2x° —x+3  x+5_x+2 10x+4 _ 3x L 2x+1 _3x2—x+1+ 3
x2=7x+10 x=5 x—=2 5x+1 3x+4 2x+7 x*—x-6 x-3

86+
{23; 86+ /3562 ; Q}

71

_ 2 _ 4 _24+
0. 3x+1_5x 2: x2 X 1;1_ 1 N 1 —0: 1 N 2 B 3 ~0 S_Jﬁ;@;é
2x+1 3x-2 O6x"—x—-2 x x-1 x-2 x—1 x-2 x-3 4 2
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2 2
1. 2x+1 4 23x 2 _ 23x+1 ;212 1+x2+1_1:O [Si\/ﬁ;@]
x*=5x+6 x"—=7x+10 x"—-8x+15 x"—-4 x“+4
Livello 3
3 3 5 5 10 5
2. 3x _|_3x3 120; i 12 - 22 :O;x5+2+x5 4:x10+12x5 3
x+2 2x +1 xXT+x—-1 x—x"+1 x=-3 x+1 x"-2x-3

!i/—ﬁsx/ﬁ;i\/\/z_;—am}

6_ 6_ 4 4 6 4 3 2
;3,0 AL 203 302 4a'e] 3l oxle0xtest i6/7+J5_7; R
x=3 x -5 x+7  x +1 X +8x"+7 2 /6

14 x4—x2+1+x4+x2—1_2_0.3x6+2x3_1 4x6+x3—1+ 5x° _0 0.3_31_\’41
B e A s | 20430041 xtxi -1 2x043x0—xP—1 ’ 8
5 1 3 8 5 4 15+2-4/6 |-31+/1209
15. —t+t——+——=0,——7-—F——-—5—==0 * 37
x*=1 x" -4 x -9 x+2 x -1 x -3 3 2
1 1 3 1 1
16. + - =0; 1- + =0 +2/3:0
x-1 x*=2 x*-3 OB-xt Sy ]
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Equazioni irrazionali

Potrebbe capitare talvolta di risolvere equazioni in cui le incognite si trovano all’interno di radicali. Defi-
niamo tali equazioni.

Definizione 11
Un’equazione in cui I’incognita compare all’interno di un radicale non apparente si dira equazione irrazio-
nale.

Vediamo subito un esempio.

Esempio 22
Risolvere I’equazione +/2x —5=0. Il buon senso e I’esperienza ci suggeriscono di scrivere 1’equazione nel
modo seguente: +2x =5. A questo punto innalzare al quadrato entrambi i membri puo essere una buona

idea, otteniamo cosi: 2x =25= x = % Verifichiamo: /21 2—? =5= \/g =
2

Sembra quindi che un modo per risolvere equazioni irrazionali consista nell'eliminare i radicali con opportu-
ni elevamenti a potenza. Naturalmente la prima cosa da chiedersi ¢ se questo procedimento sia lecito e, so-
prattutto, se riesca a fornirci le soluzioni cercate. A tal riguardo ¢ valido il seguente risultato.

Teorema 9
L’insieme delle soluzioni reali dell’equazione f(x) = g(x) ¢ contenuto nell’insieme delle soluzioni reali

dell’equazione [ f (x)]n = [ g(x)]n se n rappresenta un numero naturale pari; i due insiemi coincidono se f(x)

e g(x) sono di segno concorde.

Gli insiemi delle soluzioni reali delle equazioni f(x) = g(x) e [ f (x)]n = [ g(x)]n coincidono se 7 rappresenta

un numero naturale dispari.
Vediamo di comprendere meglio il significato del teorema precedente.

Esempio 23

Consideriamo 1'equazione di primo grado x = 1, che ha ovviamente l'unica soluzione x = 1. Innalziamo

entrambi i membri al quadrato. Otteniamo cosi 1'equazione binomia x? = 1, che ha invece due soluzioni

reali: x = %1, delle quali pero una sola coincide con quella dell'equazione di partenza.

Se invece avessimo innalzato alla terza aviemmo avuto: x> =1 = ¥’ = 1 = 0 = x-1)- ()c2 +x+1)=0,
che ha I'unica soluzione reale x = 1, dato che il secondo fattore ha delta negativo.

Il Teorema 9, fornisce quindi un metodo pratico per risolvere un’equazione irrazionale. Dopo aver isolato un
radicale, si effettuano operazioni di innalzamento a potenza di entrambi i membri, anche ripetuti, fino a otte-
nere un’equazione razionale. Le sue eventuali soluzioni saranno soluzioni dell’equazione di partenza se ab-
biamo innalzato solo a potenze dispari, dovranno invece essere verificate se abbiamo innalzato almeno una
volta a esponente pari. Vediamo ancora qualche esempio.

Esempio 24
Risolvere 1’equazione vx+1—-2x+3=0. Isoliamo il radicale: v x+1=2x-3. Innalziamo al quadrato
_13+4169-128 _ 13++/41

entrambi i membri: x+1=(2x-3)" = x+1=4x’ —12x+9=4x> —13x+8=0=x o 2

Verifichiamo 1 risultati ottenuti.

13—+/41 13—+/41 13-J41+8 J41-13+12 21-+/41 J41-1
T+1—2-7+3:0:> 3 a " =0= et =0
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Possiamo subito dire che la precedente ¢ una contraddizione, poiché entrambi gli addendi sono numeri
positivi, quindi la loro somma non puo essere zero. Passiamo alla verifica dell'altra soluzione ottenuta.

13+/41 13+41 13+41+8 —13—/41+12 21++/41  JA1+1 21++41  1+/41
+1—Z~—4+3=0:> + =0= = =0= =
8 P 8 4 8 4 8 4

Come si nota abbiamo ottenuto una scrittura alquanto laboriosa da trattare. Conviene innalzare al quadrato il
secondo termine per stabilire se coincide con il radicando del primo membro.

2
(1+MJ B 1+2-\/ﬁ+41_ 42+2-x/ﬁ_ 21++/41
4 16 16 8

Quindi solo la seconda soluzione € accettabile.

Ancora degli esempi.

Esempio 25

e Risolvere 1’equazione N2x—1+1-~/3x+1=0. Trasportiamo uno dei radicali al secondo membro:

N2x—1+1=+/3x+1; innalziamo al quadrato 2x—\+2-v2x—1+Y\=3x+1=2-/2x—1=x+1; al
3-2=1
3+2=5
Verifichiamo le soluzioni: \/2-1—1+1—\/3-1+1:O:>\/I+1—x/Z=O:>1+1—2=O:>O=O, accettabi-
le; e 25-1+1-v35+1=0=>/9+1-/16=0=3+1-4=0=0=0, anch’essa accettabile.
L'equazione data ha percio due soluzioni reali.

¢ Consideriamo I’equazione +1—x+2—+/x—35 =0 .Piuttosto che applicare meccanicamente il metodo
risolutivo, consideriamo che all’interno dei radicali quadratici 1 radicandi non devono essere negativi,

1-x2>20 x<1 .. . . Lo .
530 = . E immediato notare che il sistema non ha soluzioni reali, e
x—52

cosi anche I’equazione di partenza, dato che non esistono numeri reali che rendano reali entrambi i
radicali.

quadrato ancora: 4.(2x—1)=(x+1)" =>8x—4=x>+2x+1= x> —6x+5=0=>x=3+/9-5 =3i2=<

deve cioe accadere che { S
x>
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Verifiche

Lavoriamo insieme
Risolvere I’equazione Jx+1=+/3x—2. Per prima cosa studiamo I’insieme di esistenza dell’equazione, dato

1

Wl b

x=-1

x+120 St il
dalla soluzione del seguente sistema di disequazioni lineari: = 2
-220 X2 g

2
Percio le soluzioni devono verificare la condizione x > 3 Adesso possiamo innalzare al quadrato entrambi i

membri dell’equazione: x+ 1 =3x-2=>x-3x=-2-1=>-2x=-3=x= % Dato che la soluzione

ottenuta verifica la condizione di realta, ¢ accettabile. A questo punto la verifica non ¢ necessaria, ma la ef-

fettuiamo ugualmente: \/§+1 :\/32—2 = \/E :\/2—2 :\/Ez\/g.
2 2 2 2 2 2

Risolvere le seguenti equazioni irrazionali, verificando i risultati ottenuti, le soluzioni fra parentesi non
sono accettabili
Livello 1

1. V2x—1=3;4—+11x+2=0; x—3x—-2=0 ;/—x+5=1;2x—-1=~/x+1 {5;%;1v2;4;§}
F_zsw% (25—\/5}(4)_

2. ;4=3x-+x+1;1lx+5=-7; 5x+2=3-44x—-1 2 13 2

ol 5]

+ + - :
b A xrl=4AE ST =2k 3ix = 3T [l_m;m@ﬁm{ﬁm}

3. 3—x=2l-x:Vx*+3=2:V3—-x*+x=x—-1;1+45+Vx*=1+x =0

2 5 10

5. Y2x+3=01:x"—x*+1=x;2x+1=8x"—x*+1;{4x+5=-2 [ I;+1; —%VO—E

4]

+
6. ix+1=0;2=43x+1;V4* +13 =53/’ +x-1=1 { T \/—Q vl

1’

7. YxP-1=-3: {x+1=3:x" x: 5x+1=3:3x+2 {@ 80i ?,30

8. 4\/x4—x2—2x+l=x;\/7 3l —x—1=—1;47x+2 =vx-1 [\/_ 1( —~2-1 ) OV% (—%ﬂ
9. \/4x+1—x/x+2=0;3-\/5x—2=\/7x—3;\/4x—1:2-\/m;\/x2+1—\/2x2+1:O{%;(gj;@;o}

10, Va2 +5x—1=42x2—x+2:/9x—18 =3-/x—2:4-Jx+1-3x* +x_o{3+\/_ Vxe R: 1v196}

11 V2% +x4+3 =30 —2x+ 1307 —1 =3a7 —x+2; V3x+1-3- x2—2x+1=0{3i\/ﬁ.®.x=7i\/ﬁ}
2 6
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+
12. Va4x?—dx+1=+vx+2 Vx? —x—1=3x+1;V5x = x =2-Vx* +x—1 {S_f;Zi\/&lvﬂ

—5+3. + +./37 |
13. V5x+6x+1=~x+2:32x+ zi/x2+x;4\/2x2+3=i/5x2—x [ 5_3\/5;1_\/5;1_\/E

10 2 6
14, Yx+3=V32+2 VUl +x42 =VTx+2: 32 +2x 1 =4/ —2x+3: 2. Ux? +2 =3x2 —x+2.
+
[l_g/B;Ov@—lix/g;@
Livello 2 B
15. Jx2—1=432 142 +x-3=2x-3: Y2 +1=Ux* = x* +1 (D 3: 0]

16. 4\/3x6+x3+1:\/x3+2;4\/5x2—1=\/x2—3;8\/x6+x3—1:4\/2x3_5{\/ \/—,if e }

Lavoriamo insieme

Risolvere 1’equazione +/3x+1-2-4/4x—1=1. Stavolta una sola razionalizzazione non ¢& sufficiente a
3x+120

, X2 l .
4x—-120 4
Adesso procediamo con la risoluzione, isolando un radicale: +/3x+1=2-44x—1+1. Innalziamo al

quadrato ambo i  membri: (\/3x+ ) (2 Nadx— +1) =3x+1=4-(4x—1)+4-Vdx—1+1.

Semplifichiamo e isoliamo il radicale: 3x+1-16x+4—-1=4-44x—1=—-13x+4 =4-4/4x—1. Innalziamo
2
al  quadrato:  (~13x+4)" =(4-4x—1) =169x° —104x+16=16-(4x—1)= 169x’ —168x+32=0.

risolvere il problema. L'insieme di esistenza delle soluzioni si trova risolvendo il sistema {

41441
Risolviamo quest’ultima equazione: x=%. Infine la verifica dice che ¢ soluzione soltanto
_ 84-4-4103
169

Risolvere le seguenti equazioni irrazionali, razionalizzando piu volte, ove necessario
Livello 1

17 Jx=244x+2=1 V3x+ 145043 =25 V3-x-2=dx+7 {Qﬁ—z-\/ﬁ;—_g_;m

18. Vx+2—-x=3=1;V2x+342-V4x+5=3;x=-1; Jx—1=14+~/3x+1 [7:-1; @]
19 Vx+2+5=Vax+1;5x+142Bx—1=4;Vx" —x+1-2=vx’ +x— { 238 307- 32J— _2+2.410
9 49 3

20. ax—2=~2x-4+3:8x+1-3=x+3 :V2x -1 4+2x2 +7x+3=5

{25“2 J3 95+6:4/233 —147+10-/1033 }

’

2 49 151

Livello 2
21, AJx=5-2x-1=+x+3:2VIlx+1=-vV9x+2 =Jx+4 =0:/3x+5-V7x+1-/8x+2 =0

{®_18+\/814_\/269—17}

70 720
22. \/x+2+\/3—x=\/2x+1;\/x+1—\/x—1—x/x—2:0;\/x+2—x/x+3=x/4—x{54'«/5.2‘*2'\/7;@}

4 7 3
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23, A 2x+3-8x+5=5x—1:3x+2 +Vdx+7 =Jx+5:42x-9 —9x+2 =/6x+1

2. 114-2-1/4847 |
C 3 47

24, AJ8x=3+Tx=2=~Ax+11:4/4x=12+2Vx=2=49x+1:/3x-2-3-2x+3=~/x+2

{\/7249 ~75 181+16-/142 -@_

14 63
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Sistemi di equazioni non lineari

Risolviamo qualche sistema di equazioni di grado superiore al primo. Utilizzeremo il metodo di sostituzione,
dato che abbiamo verificato che esso puo applicarsi alla risoluzione di qualsiasi sistema di equazioni. Ci li-
miteremo a considerare solo sistemi di equazioni a due incognite.

Esempio 1
. o 2x—y+3=0 _. . . . . .
Risolvere il sistema 5 . Ricaviamo rispetto a una incognita nella prima equazione e
x +xy-3=0
sostituiamo nella seconda: J° s = y=2iisrs y=iisrs = y=2iishs .La
X +x2x+3)-3=0 X 4+2x7+3x-3=0 3x*+3x-3=0 X +x-1=0

, quindi anche il sistema ha due soluzioni, che

yzz—_l_‘/g+3 4-245

seconda equazione ha le soluzioni: x =

—1+1+4 _ —1£45
2 2

otteniamo sostituendo i1 precedenti valori nella prima equazione: 2 = 2 e
-1-+5 -1-+5
xX=——o- xX=————
2 2
-1-+5 -1-+5
x= — x= —
—
y=2 _1_\/§+3 y—4_2\/g
2 2
Alcuni sistemi possono risolversi con particolari artifici.
Esempio 2
. o x+y=3 : Lo . .
Risolvere il sistema 7 In questo caso, piuttosto che andare a sostituire i valori, possiamo pensare
Xy ==

alla risoluzione del sistema come al problema di trovare due numeri dei quali sono noti la somma e il

prodotto. Questo problema equivale a risolvere un’equazione di secondo grado, alla cui variabile possiamo
0 o 0 o o o N < 2

associare un simbolo qualsiasi, per esempio z. L’equazione pud essere cosi espressa: z- — 3z — 7 = 0.

3-4/37 3+4/37
3+4/9+28 3+4/37 X=——— | X=—

Risolviamo: z = = . Quindi le soluzioni del sistema sono: 2 v 2
2 2 3+4/37 337 )
= PT2

Abbiamo scritto le soluzioni simmetricamente per la proprieta commutativa della somma e del prodotto.
Tenuto conto dei risultati del precedente esempio stabiliamo la seguente definizione.

Definizione 1
Un sistema di due o pill equazioni in due incognite x e y si dice simmetrico se scambiando fra loro i nomi
delle incognite il sistema non cambia.

Esempio 3
X +y =5
e ] sistema ) non ¢ simmetrico, infatti scambiando i nomi delle incognite esso diviene
3xy—x"-2=0
y2 +x*=5 ] ]
5 , evidentemente diverso dal precedente.
3yx—y —2=0
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. . o . x*+y?=5
e | mvece simmetrico 11 seguente sistemas: .
3xy—2=0

Vale il seguente ovvio risultato.

Teorema 1
Un sistema simmetrico in due variabili, che ammette le soluzioni (x = a, y = b), ammette anche le soluzioni
(x=b,y=a).

La dimostrazione del precedente teorema segue dalla stessa definizione di sistema simmetrico.
In alcuni sistemi ¢ conveniente applicare un altro metodo che illustriamo nel seguente esempio.

Esempio 4

Kty —xt+y-1=7
¥ +y*+2x-1=0
conduce alla risoluzione di un’equazione irrazionale, infatti non riusciamo a ricavare da nessuna delle due
equazioni I’incognita x o y senza introdurre radici quadrate. Ci accorgiamo pero che i termini di secondo
grado, che sono quelli che complicano il sistema, compaiono con gli stessi segni, sia nella prima sia nella
seconda equazione. Allora sottraiamo la seconda equazione dalla prima, secondo un'operazione del tutto
lecita x°* + y T_ox+ y—1- o + y 24+ 2x-1)=7-0, ottenendo I’equazione di primo grado —3x +y -7 = 0.
—3x+y-7=0

¥ +y +2x-1=0

Risolvere il seguente sistema { . Applicare il metodo di sostituzione in questo caso

Mettiamo a sistema tale equazione con una delle due equazioni, ottenendo cosi {

y=3x+7 ] ] ] 5
) ) . Risolviamo la seconda equazione: x
X +@Bx+7)y+2x-1=0

—11£+121-120 _
5

Risolviamo con il metodo di sostituzione: {

X2+ 420 +49+2x—1=0= 102 +44x +48 =0 =52 + 22x +24 =0 = x =

—11%£1 12 . . ) ) . .. . .
——— = x1 = 2 e xy=— —. Sostituiamo tali valori nel sistema e otteniamo le soluzioni cercate, cioe:.
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2x=3y+1=0

5 . Finché ¢ possibile applicarlo, il metodo di sostituzione rimane il
X =xy+y-2=0

Risolvere il sistema: {

piu efficace. In questo caso conviene ricavare il valore della y dalla prima equazione, poiché cosi facendo
otterremo calcoli pit semplici. Infatti ricavando la x per sostituirne il valore, dovremmo sviluppare un

2x+1

e 3y=-2x-1 y= 3 o
quadrato di binomio. | , = -3 = . Risolviamo

iy 2=l X’ —y-(x=1)-2=0 x2—2x+1'(x—1)—2:0

==l y=

2 2 2
la seconda equazione nel I’incognita x: x2—2x Z;H_x 1—2=O:>3x 2x 2x—xtl 6=O:>

3
—1+/1+20 —1+/21

=x +x-5=0=>x=— "= x=—"—"—"1due valori trovati si sostituiscono nell’espressione di

2
:—1+\/ﬁ x_—1+\/ﬁ x_—1+\/i

2 )
. . 2
y, completando la risoluzione: _ / = _ / = oppure
2-1+221+1 2-1+221+1 y_\/21
y= 3 y= 3 3
_=I=ll —-1-+/21 —-1-+/21
2 A T
1 = =
2-1221+1 _—1-421+1 __\/21
y= : > 3 Y73

Risolvere i seguenti sistemi di grado superiore al primo. Le soluzioni sono scritte ordinate, prima quella

relativa a x, poi quella a y
Livello 1

x+3y=6 JAx+3y=32 ' 5x+y°+1=0
xy—2x+4y—1=0" |2xy—x’+y+69=0" | x-3y-7=0

J({—29;-12} v{-2;-3})

[{—7 —} V{3 1}] 30*‘/5,4(5“@)

33

. {5x+y=50—y2 _ xz—y2+220 _ {x+y=11_{x+y:13

; 36
2 — = =
x —xy—12=0 Sx+y-5=0 xy="7 xy+17=0

{({_12;-11}& 3552} v[6:4)): (@ >(“”_ L1793 j (13”237;13”237H

2 2 2 2

T I T {2 e

X —xy— xy+x*+y =1 xy—x’ =1 4 4

2 2
: S : : x +y =13 _ e o .
Risolvere il sistema simmetrico: { J . Applichiamo 1’artificio di costruire il quadrato di binomio

xy+6=0
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2 2 _ 2 . 2 _ 2
nella prima equazione: {x +y +2xy—2xy—13:{(x+y) —2xy—13:{(x+y) —2.(—6)—13:{(x+y) —1,

xy=-6 xy=—6 xy=-6
x+y=-1 [(x+y)=1

xy=-6 v {xy =—6

seguenti (scegliamo sempre z come nome della variabile): Z+z-6=0ez —z -6 =0, che ammettono

rispettivamente le soluzioni: z = -3, 2e z =— 2, 3. Quindi le soluzioni del sistema sono:

x=-3 |x=2 x=-2 |x=3
2 Vv Vv o
y=2 |y=-3 [y=3 [(y=-2

Risolvere i seguenti sistemi non lineari, con opportuni artifici
Livello 1

14 x+y=11 |x+y=13-3xy |[x+2y-3=0
' ¥ +y> =10 X Hxy—2y"=6

(1220 B, e s 22

xy=-6

Cost il sistema di partenza ¢ equivalente ai due sistemi: { , ossia alle equazioni

x2y2:4

2 72 2

15 xy—x—y=7=0 [2x=-3y-17=0 ¥ —4x+y*+4=9
' X' +y =34 x*—y* =48 Y +x>+2y-8=0

{({_ﬁz'ﬁ;_ﬁz'f} EDMER] ({_@ _¥}V{7;—1}];[10ilg§;_Siz‘ﬁﬂ

10

16 X -y =1 ) 9x2+4y2=36. 5x+y*=5
. ’ x—y*=9 x> +5y° =5

6 6 — i F

6 6

O (9., 59,9
4 T YN e T e

2 2: :3 2 2 _ —
17. {7" +9y 63-{” -{x ray o2yl =0 (£3:0): (@) : (D)

7x2-9y2 =63 " |xy+2=0" | +y*+2x=2y

Livello 2
X+ 1 + _

18. ) Z v Suggerimento: risolvere la seconda equazione nell'incognita z = xy 3417 ; 32417
Xy =2—-xy 2 2
400x* +400y* —1009 =0

19. o Y Suggerimento: completare il quadrato nella prima equazione
20xy—-21=0

Lavoriamo insieme

3 3
: : : : .y =T L .
Risolvere il seguente sistema simmetrico { 120" Anche qui applichiamo un artificio, scomponendo
x+y-1=

(x+y)- (X —xy+y >=73{<1)-<x —xy+y)=7_

la somma di due cubi nella prima equazione:
x+y=1 x+y=1

2+ 2xy+y* —3xy=17 +y)’ —3xy=17 )’ -3xy=7 [3xy=—6 =2
:{x xy+y" —3xy :{(x y)" =3xy ﬁ{() xy :{xy :{xy P 7-2=0>

x+y=1 x+y=1 x+y=1 x+y=1 x+y=1
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x==1 | x=2
= \ .
y=2 |y=-1

Risolvere i seguenti sistemi non lineari, con opportuni artifici

Livello 2
+ 4 337
. {x 1y -35=0 {4x+4y 1=0 Y T 006
" x+y-4=0 16xy+91=16x" +16y2’ 2 2 25
X +y Zg

12++/57 _12F/57 1+\/ 1+\/ 2 1 1,2
F ——t—ivi—t—>rvV s
6 6 4 4 32 2 3
x=y'=3 |[x*+y'=17 [x*—=y°=7
21 2 2 ’ 2.2 ’ 3 3
x =y =1 |xy =4 x+y =1

[({iﬁ;l}v{iﬁ;—l});({iz;l}v{iz;—l}v{il;—z}v{il; 2});(%/1;2/5)]

Livello 3
’ {xé—yG:ll_ (3x—5y)2+(7x—y)2=25 (11x=3y)’ +(12x+5y)’ =26
L=y =—47 | (3x-5y)-(Tx—y)=12 " |(11x=3y)-(12x+5y)=-3
3 35 9 11 _19 4 45) (12 47))]
H‘z TJ [{i§’+§ V{‘3z’+§ M{gl 91} {a a}}
) (2x—y)6—(x+3y)6:1. (x+y-1) " =(x—y+1)"=2 l:(é._lj.{g_g/ﬁg_z.g/z?}_
. (2x—y)3+(x+3y)3:1 , (x+y—1)3—(x—y+l)3:5 7310 " 7310
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Quelli che vogliono sapere di piu
La regola dei segni di Cartesio

Abbiamo gia trovato una relazione fra i coefficienti di un'equazione di secondo grado e la somma o il pro-
dotto delle sue soluzioni; ora vogliamo stabilire invece una relazione fra i coefficienti dell’equazione e il se-
gno delle sue soluzioni. Cominciamo a fornire la terminologia.

Definizione 12

Consideriamo i segni dei coefficienti a, b e ¢ di un’equazione di secondo grado ax? +bx+c= 0; diciamo
che in tale successione vi ¢ una permanenza se i segni di due coefficienti consecutivi sono uguali, vi ¢ una
variazione se sono diversi.

Esempio 26

e Nell’equazione 3x2 + x—1=0 vi sono una permanenza, (+ 3 e +1), e una variazione, (+1, —1).
¢ Nell’equazione 6x2 —7x+1=0 vi sono due variazioni, (+6, —=7) e (=7, +1).

e Nell’equazione 9x2 +11x+8 =0 vi sono due permanenze, (+9, +11) e (+11, +8).

Adesso possiamo enunciare il risultato promesso.

Teorema 10 (dei segni di Cartesio)

Un'equazione di secondo grado a delta positivo, ha le soluzioni

¢ entrambe negative solo se i suoi coefficienti presentano due permanenze;

® entrambe positive solo se i suoi coefficienti presentano due variazioni;

e di segno diverso solo se i suoi coefficienti presentano una permanenza e una variazione. In questo caso,
se la variazione precede la permanenza la soluzione positiva ha valore assolto maggiore della negativa;
viceversa ¢ la negativa ad avere maggior valore assoluto.

Prima di dimostrare il teorema ne chiariamo il significato con un esempio.

Esempio 27
e [’equazione x2+3x+2=0 ha il delta positivo, A=9-8=1, e 1 coefficienti che presentano due
3441 —3i1<—2< 0

permanenze, quindi deve avere due soluzioni negative. Verifichiamo: x = 5 5 .
—-1<

e [’equazione x2 —12x+35=0, ha il delta positivo, A =144-140=4, e i coefficienti che presentano
7>0

due variazioni, quindi deve avere due soluzioni positive. Infatti si ha: x=6% J1=6+1 :<5 0
>

e [’equazione 3x2 +x—-2=0, ha il delta positivo, A =1+24 =25, e i coefficienti che presentano una
permanenza e una variazione, quindi deve avere una soluzione negativa e una positiva, in valore assoluto

g>0 ) 2
={ 3 , inoltre §<|—1| =1.
-1<0

e [’equazione 6x% -13x-5=0 , ha il delta positivo, A =169+120=289 = 172 , € 1 coefficienti che
presentano una variazione e una permanenza, quindi deve avere una soluzione positiva e una negativa, in

—1++/25  -145

minore della prima. Infatti si ha: x = p p

5
—>0
++/ -
valore assoluto minore della prima. Infatti si ha: x = 13% V289 = 13217 _| 2 ,ede 1 < S .
12 12 1 2
—g <0
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Possiamo inoltre osservare che se i coefficienti di un’equazione di secondo grado presentano una variazione
e una permanenza, indipendentemente dall'ordine, 1’equazione ha sempre delta positivo, perché in questo ca-
so a e ¢ hanno segno diverso.
Dimostriamo ora la condizione necessaria del teorema di Cartesio, e cioe che se le soluzioni hanno un certo
segno allora i segni dei coefficienti devono ubbidire a certi schemi. Naturalmente supponiamo che 1'equa-

zione ax” +bx+c=0 , abbia soluzioni reali. (Lasciamo il completamento dello schema per esercizio)

Schema dimostrativo

Passo Azione Conseguenza Giustificazione

1 Supponiamo che le| b c Abbiamo usato il Teorema 8
soluzioni siano entrambe _g> U a a >0
positive

2 Consideriamo 1 segni dei|a e b hanno segno diverso, a € ¢ hanno | Abbiamo usato la
coefficienti segno uguale, quindi abbiamo due |conseguenza del passo 1

variazioni

3 Supponiamo che L& | ettt | eeeiee e e e e e
soluzioni siano entrambe
negative

4 Consideriamo 1 segni dei|a e b hanno segno ..................... s @€ Cluveveeeeeeeiieeeeeiieen,
coefficienti. hanno segno  .........ccc....... , quindi

abbiamo .........cccccevviiiiiininienn.

5 Supponiamo che le| b c Abbiamo usato il Teorema 8
soluzioni siano una _g> O/\g <l e tenuto conto del fatto che
positiva e una negativa e la nella somma prevale il segno
positiva sia maggiore del positivo
valore  assoluto  della
negativa

6 Consideriamo i segni dei|a e b hanno segno ..................... 3 @ € Cloveveeeeiieeeiieenieenne
coefficienti hanno segno  ........cc......... , quindi

abbiamo .......cccccceeveeiiiniinnnnn

7 Supponiamo che (] U PP
soluzioni siano una
positiva e una negativa e la
positiva sia minore del
valore  assoluto  della
positiva

8 Consideriamo i segni dei|a e b hanno segno ..................... 3 @ € Cloveveeeniieeeiieeieenne
coefficienti hanno segno  ........cc......... , quindi

abbiamo .......cccccceeeeeiiiniennenn

Adesso dimostriamo la condizione sufficiente, e cio¢ che se i segni dei coefficienti ubbidiscono a certi
schemi, allora le soluzioni hanno un certo segno.

Supponiamo che l'equazione ax? +bx+c =0, abbia soluzioni reali. (Lasciamo il completamento dello
schema per esercizio)

Schema dimostrativo

Passo Azione Conseguenza Giustificazione

1 I coefficienti a, b e c|la>0,b>0,c>0v
presentano due permanenze [a<0,b<0,c<0

2 Consideriamo somma e b c Abbiamo usato il Teorema 8 e il
prodotto delle soluzioni X1t xp = 4 <O0Ax %= a >0 passo 1.

3 Consideriamo 1 segni delle | Sono entrambe negative Dato che il loro prodotto ¢

soluzioni

positivo, le soluzioni hanno lo
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stesso segno, e poiché la somma
¢ negativa, tale segno ¢ negativo.

4 I coefficienti a, b e c|a..0,b..0,c..0v
presentano due variazioni a...0,b..0,c..0
5 Consideriamo  SOIMINA €| ceeeeeeeeeeeieeeeeieieieseseeesesesesesennnnnnnnsnnnns | sovsesssssnsnssssnnnssnsnssnnsnsnsnsnnnes
prodotto delle soluzioni
6 Consideriamo 1 SeZNi delle | ...cc.ueeieriiiiiiiiiiiiiciieeeeeecriieees | eeerieee e saeee e
soluzioni | e
7 I coefficienti a, b e c|a..0,b..0,c..0v
presentano una permanenza|q ...0, b ..0,c...0
€ una variazione
8 Consideriamo  SOIMIMA € | ccoccuvreeereeeeeeeiiirrreeeeeeeeeeeiinrrereeeeeeesans | seeeeseesemsesssseeseseeeessnssssssseeens
prodotto delle soluzioni
9 Consideriamo 1 Segni delle | .......coouiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieneeiie | e
soluzioni | s
10 I coefficienti a, b e c|a..0,b..0,c..0v
presentano una variazione € |g ...0, b ...0,c ... 0
una permanenza
11 (@071 (6 (5w F:10 0 [ JNNT0 )10 0130 - N - ) (R
prodotto delle soluzioni
12 Consideriamo i segni delle

soluzioni
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Consideriamo l'equazione 5x° —x—2 =0, senza risolverla vogliamo conoscere il segno delle sue eventuali
soluzioni reali. Intanto cominciamo a dire che effettivamente l'equazione data ha soluzioni reali, poiché
quando primo e terzo coefficiente hanno segni discordi —4ac & positivo, quindi anche A=b>—4ac &
positivo. Adesso, visto che nell'equazione data troviamo una variazione (+, —) € una permanenza (—, —),
I'equazione ha due soluzioni di segno opposto. Anzi visto che la variazione precede la permanenza, in valore
assoluto la soluzione positiva ¢ maggiore della negativa. Effettivamente risolvendo 1’equazione troviamo le

1-V41 14441 14441 [1-V41
10 <0, >0e >

0 .
10 10 " 10 |

soluzioni

Senza risolvere le equazioni, stabilire se ammettono soluzioni reali e, in caso affermativo, stabilirne il se-
gno. Nelle risposte se i segni sono diversi quello scritto per primo é il maggiore in valore assoluto
Livello 1

. 3% —4x+1=0;5+11lx+1=0; 2 +x+4=0;-2x>-x-7=0 [(+, +); (= =); (+,-) ; D]
2. A -Tx-5=0;3+x-7=0; 13" +7x+2=0:x-x-11=0 [(+,); (= +) : D (+, )]
3. X +3x-7=05+9x+2=0;8"-Tx+2=0;—x"-9x+3=0 (D (-, -); T (= +)]
4. X —x+3=0:3"+x-8=0; -7+ 12x-8=0;7x*-23x+19=0 (D (- +); & D]

Data l'equazione parametrica (1 - m) x4+ (3m + 1) -x—2m+5=0, vogliamo determinare, al variare del

parametro m nell'insieme dei numeri reali, il segno delle eventuali soluzioni reali. Dobbiamo considerare il

segno dei tre coefficienti. Abbiamo: 1 —m >0 = m < 1; 3m+1>0:>m>—§; —2m+5>0:>m<§.

o P~
i  J
1
1
1
e 13|
1
1
1

Riportiamo il tutto in un unico grafico: Abbiamo cosi determinato 4 intervalli:

1 . .. . .. 1
m< —5: 2 variazioni (se le soluzioni sono reali sono entrambe positive); = <m<1: 2 permanenze (se le
soluzioni sono reali sono entrambe negative); 1<m< 5: una variazione e una permanenza (due soluzioni
reali e di segno diverso, in valore assoluto la positiva ¢ maggiore della negativa); m > 5: 2 variazioni (se le
soluzioni sono reali sono entrambe positive). Inoltre, se m = == I’equazione ¢ spuria i coefficienti rimanenti

sono entrambi positivi, le soluzioni sono una nulla e una negativa; se m = 1 ¢ di primo grado; se m =— ¢ pu-

2
ra, i coefficienti sono opposti, quindi soluzioni reali ed opposte.

Determinare, al variare del parametro reale m, il segno delle eventuali soluzioni reali delle seguenti equa-

zioni parametriche
Livello 2
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(2—m)-x2—mx+1=0; (l—3m)-x2—7x+320

x? +(5—3m)-x—4+7m:0 ; (1+3m)~x2 —5x-3m+2=0

(143m)-x* +(4+m) - x+3-5m=0; (5+7m)-x2—3~(2m—;)~x—7m+3=0

(=+)

(=) m<0 |(+4,+) m<
(+.4) 0<m<2; ?
(—+) m>2 |(—+) m>2
(o4) m<t|(e4)  m<—i
(—-) =—<m<=3(++) ——<m<=
5 2
+,+ >= | (+,— >=
() meS ) el
m<—4vm>é (+-) m<——vm>E
5 2
—4<m<—l, (=+) E<m<E
3 7 2
1 3 5 3
——<m<= |(=-) ——<m<=

3 5 7

O—3m)x2+0n+nax—bn—5:0;O+3m)x2+d+3m)x—3m=0

(2m=3)-x* +(5m+1)-x+2m—-9=0; (5m—7)-x* +(7m-5
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)x+m:O

—1<m<l;
3

—§<m<—1
2

(=) m<—%vm>0

(ﬁ—) m<0vm>%
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+,— —<m<—
(+-) S <m<
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Particolari equazioni di grado superiore al secondo. Equazioni reciproche

Nel paragrafo precedente abbiamo considerato alcune equazioni di grado superiore al secondo che si pote-
vano risolvere sfruttando le tecniche acquisite per la risoluzione delle equazioni di secondo grado; qui ora
vogliamo risolvere con opportuni procedimenti qualche altra particolare equazione di grado superiore al se-
condo. Consideriamo qualche esempio.

Esempio 28

. . 4 P . o L. . . < .
e Risolvere I’equazione x — x> —2x%> =0. Anche se I'equazione non ¢ trinomia, si puo scrivere nel

seguente modo: x? -(x2 —x—2)=0. Percio, applicando il principio di annullamento del prodotto,

risolviamo singolarmente le due equazioni x2=0vx? —x—2=0, le cui soluzioni sono quelle

li\/1+8_li3< 2

2 2 \ -1

dell'equazione data. Abbiamo: x = 0 di molteplicita duee x=

e Stavolta vogliamo risolvere I'equazione 3x3 +5x2 —5x—3=0. Non vi sono fattori comuni, ma possiamo
scrivere: 3- (X = ) +5x - (x-1)=0=3 - (x= 1) - (P +x+ D+5x- x-1)=0=(x-1)- 3x* +3x+3
+50)=0=>x-1) - (3x2 + 8x + 3) = 0. Quindi ancora una volta, con il principio di annullamento del

—4%16-9  -4+.7

prodotto, troviamo le soluzionix=1e x = : :

Come abbiamo visto, alcune equazioni possono essere risolte sfruttando il fatto che il polinomio a esse asso-
ciate si puo scomporre in fattori di grado minore, di cui sappiamo risolvere le equazioni associate. Cerchia-
mo di generalizzare il secondo esempio.

Definizione 9

e ['equazione ax> +bx? +bx+a = 0, con a # 0 si chiama equazione reciproca di III grado e I specie.

e ['equazione ax> +bx* —bx—a = 0, con a # 0 si chiama equazione reciproca di III grado e II specie.

Prima di procedere chiediamoci il perché dell'aggettivo reciproca che abbiamo associato alle equazioni pre-
cedenti.

Esempio 29
Riconsideriamo l'equazione 3x2 +5x> —=5x—3=0 che abbiamo risolto scomponendone il polinomio nel

prodotto (x—1)- (3x2 +8x+ 3) =0 e, in particolare l'equazione 3x” +8x+3=0, il prodotto delle cui

eventuali soluzioni reali ¢ il rapporto 3 =1. Cio significa appunto che le soluzioni, se reali, sono fra loro

numeri reciproci, cioe del tipo —,— . Questo fatto ci stupisce un po' perché le soluzioni trovate sembrano
n m

. . L . L . . . —4+N7 .
non rispondere a questi requisiti, Vediamo che riusciamo a scrivere tali soluzioni, x = T\/_ in una
_ 4 +T)- (4T .
forma che ne evidenzia la reciprocita: 4+47 = ( ) ( ) I > -
3 3-(-4-+7) 3-(~4=V7) 3:(-4-+7) —4-47

Adesso possiamo enunciare il seguente risultato generale.
Teorema 11

Le equazioni reciproche di terzo grado e prima o seconda specie ammettono sempre rispettivamente le
soluzioni x =— 1 e x = 1. Inoltre se hanno altre due soluzioni reali queste sono fra loro reciproche.
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Schema Dimostrativo

Passo Azione Conseguenza Giustificazione

1 Consideriamo  l'equazione a-( 3 +1) +bx-( X +1) —0= Abbiamo messo in

ax3 + bx2 +bx+a=0,a#0 evidenza a coppie.
:>a-(x+1)-(x2—x+1)+bx-(x+l):O:>

:>a-(x+1)-(x2—x+1)+bx-(x+l):O:>
:>(x+1)‘(ax2—ax+a+bx)=0:

:>()c+1)~[ax2 +(b—a)-x+a]=0

2 Riduciamo l'equazione. x+1=0vax? + (b _ a) X+a=0 Abbiamo applicato il
principio di
annullamento del
prodotto.

3 Consideriamo I'equazione di|x = —1 Abbiamo dimostrato la

primo grado prima tesi.

4 Consideriamo I'equazione di|Se ha soluzioni reali queste sono fra loro |1l prodotto delle

secondo grado reciproche.

. ..a
soluzionie —=1.
a

Lasciamo per esercizio la dimostrazione per le equazioni reciproche di seconda specie.

Possiamo generalizzare il concetto di equazione reciproca anche a gradi superiori al terzo, anche se non ¢
detto che sappiamo risolvere per intero tali equazioni. Riusciamo infatti a ridurne il grado, ma le equazioni
che otteniamo non sempre le sappiamo risolvere.

Definizione 10

¢ Un'equazione algebrica si chiama reciproca di prima specie se ¢ di grado dispari, 24 + 1, e pu0 scriversi

a1x2h+1 +a2x2h +...+ah+1xthl + ah+1xh + ahxh_1+...+a2x +a; =0, con a; #0; o ¢ di grado pari, 2h,

€ puo scriversi alxzh +azx%_l+...+ah+1xh+1 + ah+2xh +ah+1xh_1+...+a2x +a; =0, con a; #0.
e Un'equazione algebrica si chiama reciproca di seconda specie se ¢ di grado dispari, 24 + 1, e puo scri-

versi a1x2h+1 +a2x2h +...+ah+1thr1 —ah+1xh —ahxh_l

2h, e pud scriversi a1x2h +azxz}’_l+...+ah+1thrl —ah+1xh_1 —apx

..—arx—ay; =0,con a; #0; o ¢ di grado pari,

h_z...—azx—al =0, con a; #0.

Si osservi che le equazioni reciproche di grado pari e di seconda specie hanno il termine centrale nullo.
Vediamo qualche esempio.

Esempio 30
e [’equazione exdox-1=0¢ reciproca di quarto grado di seconda specie. Possiamo sempre mettere

in evidenza: x3-(x+1)—(x+1)=0:>(x+1)-(x3—1)=O:>(x+1)~(x—1)-(x2+x+1=0). Questa

volta abbiamo 2 soluzioni immediate: x = 1 e x = —1, e ancora un'equazione di secondo grado da
risolvere, che pero non ha soluzioni reali, perché il suo discriminante ¢ negativo.

¢ Risolvere I’equazione reciproca di quarto grado e prima specie 3x*—2x% —2x? —2x+3=0.In questo
caso il fattore comune non ¢ evidente come nell’equazione precedente, dovremo quindi ricorrere a un
o g . . 2 3 1 1
artificio: dividiamo tutti 1 termini per X2 3t —2x-2-2+ — = 0=3- (xz + —zj -2 (x + —) -2=0
X x X X
Il primo fattore posto fra parentesi ¢ quasi il quadrato dell’altro, ma per essere un vero quadrato manca il
doppio prodotto che ¢ 2. Allora aggiungiamo e togliamo 2 all’interno della parentesi:
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2
3-[x2+i2+2—2j—2'(x+lj—2:0:>3-(x2+i2+2j—6—2-(x+lj—2:0:>3-(x+lj —2-(x+lj—8:0-
X X X X X X

Ponendo z=x+—, I’equazione risolvente diviene un’equazione di secondo grado nell’incognita z,
X

2
+ + +
percid abbiamo: 37> -2z+8=0 = z=x+l=1_ ;4.24:1_;/%:1_5: 4 . Adesso si devono
x _——
3
. . 1 4 1 . . . 1 4
risolvere le due equazioni: x+—=-— e x+—=2. Risolvendo la prima si ha: x+—=-—=
X X

3x2 +4x+3=0=>x= , quindi non ci sono soluzioni reali. Risolvendo la

X
2+4-9 2%-5
3 3

1
seconda si ha: x+—=2:>x2—2x+1=0:(x—1)2:0:>x—1:O:>x=1 (soluzione doppia).
X

L’equazione data ha percio solo una soluzione reale doppia x=1.

3 +x2 —2x+3=0. Possiamo

e Risolviamo l'equazione di quinto grado e prima specie: 3x0 —2xt 4 x
sempre mettere in evidenza a coppie:

3-(x5 +1)—2x~(x3 +1)+x2 (x+1)=0= 3-(x+1)-(x4 - +x° —x+1)—2x~(x+1)-(x2 —x+1)+x2 (x+1)=0=>
= (x+1)-(3x* =3x" +3x" = 3x+3-2x" +2x" = 2x+ 7 ) =0=> (x+1)- (3x* = 5x* + 6x° = 5x+3) = 0.
Come si vede abbiamo ottenuto il prodotto fra un'equazione di primo grado e una reciproca di quarto
grado e prima specie. Fattorizzando quest'ultima con il procedimento visto nell'esempio precedente

troviamo: (x+1)-(x2 +1)-(3x2 —5x+3) =0. Tutte e due le equazioni di secondo grado hanno delta

negativo, quindi I’equazione di partenza ha un'unica soluzione reale x = —1
Visti 1 precedenti risultati, possiamo enunciare il risultato seguente.

Teorema 12

Ogni equazione reciproca di grado dispari se di prima specie ammette sempre la soluzione x = — 1, se di
seconda specie ammette sempre la soluzione x = 1 . Ogni equazione reciproca di seconda specie e grado pari
ammette sempre le soluzioni x = £ 1.

Per equazioni di qualsiasi tipo e grado valgono i due seguenti importanti teoremi.

Teorema 13
Data un'equazione algebrica di grado n a coefficienti interi, a,x" +a,x"" +a,x" " +..4a, x+a, =0, le sue
eventuali soluzioni intere appartengono all'insieme dei divisori interi del termine noto a,, .

Teorema 14 (Fondamentale dell'algebra di D'Alembert-Gauss)
Ogni equazione algebrica di grado n a coefficienti reali, agx” +a;x" ' +ayx" 2+..4a, x+a, =0,
ammette al massimo »n soluzioni reali. Inoltre, se le sue uniche soluzioni reali sono xj,x5,...,x;,k <n, non
per forza tutte distinte, allora vale la seguente identita:

agx" + alxn_1 + azxn_2+...+an_1x +a, =ag-(x—x1)-(x—x0) (x=x3)co(x—x ) pp_i (%)
mncul p,_ (x) =0 ¢ un'equazione di grado (n — k) priva di soluzioni reali.

Esempio 31

Consideriamo 1’equazione x*+2x’—x*+x+6=0. Per il Teorema 13, se I'equazione ha soluzioni intere
queste debbono appartenere all'insieme {-6, -3, -2, —1, 1, 2, 3, 6}. Basta quindi verificare per gli otto valori.
Siha: (<6)* +2 - (=6)’ = (<6)* + (<6) + 6 £ 0; (=3)* + 2 - (=3)’ = (=3)* + (=3) + 6 £ 0; (-2)* + 2 - (-2)° — (-2)?
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+ (-2) + 6 = 0. Gli altri valori non annullano I’espressione, ci0 significa che 1'equazione ha una sola

1 2 -1 116
soluzione intera, x = —2. Possiamo percid abbassare di grado con la regola di Ruffini:—2 | =2 0 2‘ —6 .
1 0 -1 30

Quindi si ha: x*+2x’ —x* + x+6=(x+2)-(x’—x+3). A questo punto possiamo dire che la data equazione

non ha altre soluzioni intere. Per trovare le altre eventuali soluzioni dobbiamo risolvere 1'equazione di terzo
grado ottenuta dalla scomposizione, cosa che non sappiamo fare.

I protagonisti

Rafael Bombelli nacque a Bologna nel gennaio del 1526, ebbe come educatore l'ingegnere Pier Francesco
Clementi, e ne segui la professione. Nel campo matematico Bombelli ¢ ricordato per il suo capolavoro,
I’ Algebra, scritta nel 1550, originariamente composta da 5 libri, di cui ne furono pubblicati solo 3 nel 1572. I
rimanenti, manoscritti probabilmente incompleti, furono scoperti nel 1929 dallo storico Ettore Bortolotti nel-
la biblioteca dell’ Archiginnasio di Bologna. Insieme all’Ars Magna di Gerolamo Cardano e ai Quesiti et in-
ventioni diverse di Niccolo Tartaglia, quest’opera ¢ considerata uno dei capolavori matematici del Rinasci-
mento italiano. Essa riguarda numerose questioni algebriche, dal trattamento dei radicali, che in quell’epoca
non erano accettati come veri e propri numeri, alla risoluzione algebrica e geometrica delle equazioni di
primo, secondo, terzo e quarto grado. In particolare la risoluzione di questi ultimi due tipi di equazioni ¢ sta-
ta la prima a essere proposta in stampa. Bombelli mori a Roma nel 1573.
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Verifiche

Lavoriamo insieme

Risolvere x’—x*—4x+4=0. Notiamo che il polinomio al primo membro si pud fattorizzare con
raccoglimento  parziale:  x*-(x—1)—4-(x—1)=0= (x—1):(x* =4) = 0= (x—1)- (x—2)-(x+2) = 0.
Applicando il principio di annullamento del prodotto, possiamo percio concludere che I’equazione data
ha per soluzioni: x=1,x=2,x =-2.
Risolvere 1’equazione 2x’+x”—24x+9=0. Stavolta non riusciamo a intravedere come scomporre.
Proviamo allora a cercare le eventuali soluzioni intere dell’equazione. Applicando il Teorema 13,
cerchiamo quindi fra i divisori del termine noto, cioe fra i numeri * 1, £ 3, = 9. Dopo aver sostituito, ci
accorgiamo che x = 3 & una soluzione, infatti: 2-3*+3°-24.34+9=54+9-72+9=0. Quindi possiamo
2 1-24 9
6 21‘

27 =30
(x—3)-(2x* +7x-3)=0. Applicando il principio di annullamento del prodotto, determiniamo le altre

_74+.J49424 7473

soluzioni risolvendo 1’equazione di secondo grado: x = 7 = 7 , che, insieme con x =

abbassare di grado I’equazione mediante la regola di Ruffini: 3 —9 . Percio possiamo scrivere:

3, rappresentano tutte le soluzioni dell’equazione data.

Risolvere le seguenti equazioni di grado superiore al secondo utilizzando i metodi di scomposizione

Livello 2
1. X427 —x=2=0;x"+4x*-17x-60=0 [((2v-1v1);(-5v-3v4d)]
2. 3+ +11x+3=0; x* —8x*+5x+6=0 |:(— _43\/_J( -3v2v —j:l
+
3. 430420 43+ 20+ 3= 0 =30 =32 +6x+2 =0 { (+\/_ Sk ‘/_H
9 8 5 4 5 4 3 2 1"'\/_
4. Tx" —=9x" —=T7x+9x" —=7x+9=0;4x" +3x" —8x" —6x" +4x+3=0 7 v |
5. x50 —9x +15x+18=0:x* = 7% +13x> —21x+30 =0 [( 1v+J§v6 2\/5}
Livello 3
+ +
6. 3)cf’+2xs—4)(4+3x2+2x—4=0;15x8—12x7—9x6—25x2+20x+15=0{1 \/_ (2 \/_ \/71]
7. 21x° +18x° —107x* +39x° —128x% +11x—30=0:4x° +8x° —33x* —38x* +64x* +9x—14=0
{(—3v2);(il vivE \/_J:l
2
8. 3x° =3x =20 + 2% +8x—8=0:9" +9x* +3x° +3x —x—1=0 1;( }
9. 15x% —25x° —18x* +5x* +3=0;40x" +24x° —43x° =21’ +7=0
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Hﬁ e i—@”i/g]

li\/ﬂ}

10.  15x7 +5x° —6x* —2x° —12x—=4=0;—16x" +24x* —18x° +27x* —2x+3=0 —lv 3
3 5

11, 12x7 —12x° +5x° =5x* —46x° +46x* —=35x+35=0;16x" —40x* —54x> +23x* +18x-3=0

(lvi 5+J§M7ix/ﬂviﬁv_1]
4

8 4

Lavoriamo insieme
¢ Vogliamo risolvere I’equazione 5x* +3x’ —3x—5=0, riconosciamo di avere a che fare con un'equazione
reciproca di quarto grado e seconda specie. Mettiamo in evidenza a coppie.
5+(x* =1)+3x-(x* =1) =0=> (x> = 1)-[5: (x> +1) +3x] = 0=> (x> = 1)-[5x” +3x +5] =0
Applicando il principio di annullamento del prodotto, abbiamo che x =1, sono due soluzioni, le altre

eventuali soluzioni si ottengono risolvendo I'equazione 5x” +3x+5= 0, che perd ha delta negativo, come
facilmente si calcola: A=9-100<0.
e Risolvere x*—x’+x>—x+1=0. Stavolta abbiamo a che fare con una reciproca di prima specie.

dobbiamo quindi effettuare il seguente artificio: x'—x’+x*-x+1=0=x"—x+1-—+—==0=
X X

2
= (xz + 2+L2j — (x+lj -1=0=> (x +lj —(x +lj —1=0. Adesso trasformiamo l'equazione in una
x X X

X
. 1, 1£45 S S
di secondo grado: z=|x+—|=>z —z—1=0:>z:T. Riportiamo il tutto all'incognita x:
X
1 1% 2
+—:T\/§:>2x2 —(li\/g)-x+2:0:>A:(1ix/§) —16<0. Entrambe le equazioni sono prive di
X

soluzioni reali.

Risolvere le seguenti equazioni reciproche
Livello 2

12. 5 =x*+x=5=0:5—x" —x+5=0; "+ 2x* +2x+1=0: X + 2x* =2x—-1=0 {1;—1;—1;[1v_3i2\/§j:|

13. 3 +11x* +11x+3=03x" —11x* +11x-3=0;6x" = 7x* = 7x+6=0;6x" +7x* = 7x—6=0

(S e S (]

3
4

14. éx3+lxz+lx+§=0;§x3—lx2+lx—§=0;§x3+lx ——x——=0;— —lx2—1x+§=0 [(-1; 1; 1; -1]
2 4 4 2 2 4 4 2 4 3 3 4 3 3 4
15. x3—sz—Zx+1=0;x3+zx2—zx—1=0 (—lvlv3j;(lv—3v—lj
3 3 3 3 3 3

Livello 3

16. V2 =X +x—v2=0.v2 + X + x+/2 = 0:4/22° +/19x +/19x+/2 =0
1._1{_“ 2—@3/26—4-@}

4
17. \/§x3+\/ﬁx2 —\/Ex—\/zzo;f—x/gxz —\/§x+1=0;x3—\/§x2+\/§x—1=0
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{lv—2—\/%1\/2&4-\/%}(_”1+J§i</ﬁ}1
| v

4

18.  x*+2x° —2x—1=0:x +2x° — x> +2x+1=0:15x" —34x° +34x—-15=0 {x:il;_3i2\/§;(ilv§v%ﬂ

+§x—z=0;zx4 +§x3 - x +§x+g=0
2 5 5 2 2 5

{x_ﬂ (Jr 25+\/561j 2913 +/1282+50-4013 |

19.  34x*—15x" +15x-34= Oi 4—gx3

16
20. Sx*=2xX+x*=2x+5=0:2x" =5x" = x* =5x+2=0:3x"+ X’ —4x* + x+3=0

5. 3765 £426+10-V65

’ 8

;—1

21, x*+3x° =2x2 +3x+1=0:180x" —24x* —433x* —24x+180=0;180x" +24x* —24x—180=0

{2+\/_(__ o0y EVEJ +1_

5 32
22, 2x* 430 +6x% +3x=2=0:3x" +2x° —6x% +2x+3=0:x* —/5Sx° +/5x=1=0

3+\/_9+\/34+6 89 -1- 37242437 f1
6 b
23. \/§x4—x3+x—x/§:0;12x5+x4—157x3—157x2+x+12:0;6x5—x4—43x3+43x2+x—6=0
*1; —3v—1v—1vlv4 ; —3v—lvlv1v2
3 4 3 2 |
24, 6x° —11x* =33 +33x2 +11x—=6=0:5x" = 21x* —=26x* +26x* +21x—5=0
(ZV—lleIVSJ;(—Ivlvl\/Sj
2 3 5 i
25.  24x° +14x* —87x° —=87x* +14x+24=0;12x" = 71x* —92x> +92x* +71x—12=0
{(__v_év_l ivz}(-i S ﬁ}

Lavoriamo insieme
Risolvere (2x” + 1)3 -3-(2x7 + 1)2 —3-(2x* +1)+1=0. Ponendo 2x’+1=z, l'equazione diviene reciproca

1 -3 =31
di terzo grado: z’—3z°+5z+1=0, che percid risolviamo al solito modo: —1| -1 4|-1, quindi
1 -4 1

scriviamo: (z+1)- (z2 —4z7+ 1) —0=z=-1Az=2%+/3. Adesso risostituiamo:

208 +1=—1A2x7 +1=245 =202 =2 A2x7 =1-/5A2x7 = 1445
Le prime due equazioni sono prive di soluzioni reali, perché il termine noto ¢ negativo. Risolviamo la terza:

2 1+\/§ 1+\/§ <1y .
x = 5 =x== 5 , questa ¢ ’unica soluzione.

Risolvere le seguenti equazioni riconducibili a reciproche
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Livello 2
26, 3-(22° 1) (207 —1) (2 1) 43 =0;4-(3x* +2) +(3x* +2) +(3x* +2)+4=0 0; 2]
27. 18-(x=3)’+67-(x—=3)" =67-(x=3)—18=0; 4-(2x+5)’ +21-(2x+5)" +21-(2x+5)+4=0

28, 22-(¥ —1) +103-(x —1) =103-(x* =1)=22=0;5-(3x* ~1) +2-(3x* ~1) = 2-(3x* -1) -

29. 21-(x* 1) =58-(x* =1) +58-(x* 1) =21 =0;(x* =2) =2+ (x* -2)

30, 3-(dx+1)' +2-(dxt1) =2-(4x+1)=3=0;(x* +1) +5-(x* +1) =5 (x +1)-1=0

[(—%voj{()v 3 %*/ﬁvﬁ 2}

3. 5 (R mx=1) 42 (P —x=1) = 2:(P—x=1)=5=0;3-(x* = +1) = (x* = +1) —(x* = x> +1)+3=0
[(-1v2); D]

Lavoriamo insieme

Qual ¢ I’equazione di grado minimo che ha per soluzioni i numeri 1, 2 e 3? La domanda non ¢ ben posta,
poiché sono infinite le equazioni di terzo grado che hanno le tre soluzioni indicate. Infatti tutte le seguenti
equazioni risolvono il problema: a-(x—1)-(x—2):(x—3)=0, al variare di a nell’insieme dei numeri reali.
Naturalmente sono tutte equivalenti, possiamo percio considerare la pili semplice fra esse, ossia quella in cui
a = 1, ciog, sviluppando le moltiplicazioni: x’ —6x>+11x—6=0.

Scrivere l'equazione di grado minimo e con i coefficienti privi di fattori comuni, che abbia per soluzioni i
numeri accanto indicati

Livello 1

1 2 11 3
32- 17 2 5 _17 2 5 _1, _2 P e il P Bl I8 _7_2
(1,2);5 (=1, 2); ( ) ( 3 3) (2 3) (2 j

[x2—3x+2:0; X —x—2=0; x2+3x+2=o;9x2+9x+2=o;6x2—5x+1=0;2x2+x—6=0]

3. (L Lolfo~L 2] (1-23) [63x° —2x" —x=0;20x" —21x° =5x = 0;x° —2x° =5x+6=0 |
79 5'4
1Y(3 44 3 2 A3 2 _n 3 2 _
34, (2,2,z);[4,_4,zj{z,_§,gj [ =657 +12x—8=0;4x" —x* —64x+16 = 0;60x’ —13x* ~88x+48 =0 |

35, (L—Liij;(l,—l,f,—éj;(l,l,l,ij
54 5 4 6

[20)(4 —41x° +41x-20=0; x* +9x* —40x* =9x +20 = 0;6x* +23x° +33x* +21x+5 =O}
Livello 2
36. (—\/5—1)(1\/5)(\/5\/5) [xz+(1+x/§)-x+x/§=0;x2—(1+x/§)-x+x/§=0;x2—(\/5+\/§)-x+\/g=0}

37, (V2.-1,0):(v3.-1.2):(1++/2,0,0)
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[x3—(1+x/§)-x2—x/§x=0;x3+(1—x/5—x/§)-x2+(x/g—\/§—x/5)-x+\/820; x3—(1+x/§)-x220}
38, (-2.-1.0.1.2):(V2++3.42 =31, -1);(1-v2,1++/2,2,-2)

|:X5 50 +Ax =0 x =22 =262 + 2 2x 41 = 0: x* =247 =54 +8x+4:0]
3. (ﬁ,ﬁ,—ﬁ,—ﬁ);(o,o,2,2,—3;(—1,—2,—3,—3,0)
[x4 —5x2+6=0:4x" —15x* +12x° +4x% = 0;x° +9x* +29x° +39x> +18x=o]

40.  (V2-V3.AB-V5.42-45); (1111,—1j (1,1,1,-1,—1,—1)

2°2°2°27 2
{x +2-(V5-+2) 0 +(4-3V10+ 1546 )- 2 +3-V3-2.v2 -5 =0,

32x° —48x* +16x° +8x* —6x+1=0:x°* =3x* +3x*=1=0
1 2345Y(1 23
41. (—————M——gz j(\/ fff)

720x° —2556x* +3604x* —2521x* +874x—120=0;
720x° —444x* —=796x° +471x* +214x—120=0;

¥ 42 (V3-v2) 0 +(5-46) 1" +2:(2:3-3:12) x+6=0

Lavoriamo insieme

x*-2x-1
2. (N2 -1)x+3-242
1 cui termini sono il numeratore e il denominatore:

X =2x-1=0= x=1#2 = x* = 2x-1=[ x=(1-2) | [x=(1412)]
x2+2-(ﬁ—1)-x+3—2-ﬁ=0:>x:l—ﬁi\/(l—ﬁ)z—(s—z-ﬁ) =
=1 V212 V2123122 =12 = ¢ 42 (V2 1) 4322 =[x~ (1-42) [

Possiamo percio scrivere la frazione di partenza nella seguente forma semplificata:

(x—1+ﬁ)-(x—1—ﬁ):x_1_ﬁ
(x-1++2) x=1+42°

Vogliamo semplificare la frazione Determiniamo le soluzioni delle equazioni

Semplificare, ove possibile, le seguenti frazioni

Livello 1
47 x2—2x—8_x2+8x+15_x2+3x—4_6x2+7x+2 x—4.x+5'x2+3x—4'3x+2
X +6x+8 xP—2x—15"x*-3x-4 6x*—x-2 x+4 x-5 x*=3x—4"3x-2

43 49x2+154x+121. 13x% +2x—11 .4x2+15x—4.15x2—32x+16 7x+11.13x—11_4x2+15x—4_5x—4
T 7T +T72x=77 T13x7 4+ 24x+11 4x* —15x—4"12x% =31x+20 | 11x=7 13x+11 4x* —15x—4 4x-5
Livello 2

44.

6x> —13x+6 ¥ =2 "3 —dx 43 20 =2x =2 | 3x=2" x+4+/2 Bx—12x=2x-2

452 -9 ‘xz—(1+\/§)'x'|'\/5‘x2—2~\/§x+3.2x2+x/§x—2 [2x+3‘ x—1 _x—\/§‘2x2+\/§x—2}
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45.

X —6x"+11x—6 x’—10x"+29x—20 x’—x’—4x+4 x=3 x*=5x+4 x+2
¥ =Tx+6 = xX=21x-20 ‘x*-2x*—x+2 x+3 x> +5x+4 x+1

3x° —13x7 +13x -3 6x° —7x* —7x+6 4x’ —13x* —13x+4 x—1"6x"—13x+6 4x’ —13x" —13x+4
Livello 3
2x'+5x° =5x—2 12x* —56x° +89x —56x+12  30x" +13x’ —230x" +13x+30

3x° —7x* —Tx+3  2x° —3x*—3x+2 4x’ +13x* —13x—4 {xﬂ, 2x° =5x+2 .4x3+13x2—13x—4}

47. ; ;
2x* —5x" +5x-2 6x* —13x" +13x—6 30x* +187x +350x° +187x+30
2x2+5x+2.2x2—5x+2_10x2+29x+10
{2x2—5x+2’ X -1 ’10x2+29x+10}
18, xP43x% -4 4xt 416X +7x7 +36x-36 x'+2x° —3x7 —dx+4 {x2+4.x2—4x+4.x+2}
x5t 447 36x-97x7+36 T xt—x"-3x7+5x-2 =47 9x’ -4 " x-1
10. 6x° —41x" +97x° —97x° +41x-6 X’ —x'-2x"+2x" +x-1 6x" =7x —10x> +17x—6
xt—6x" +13x% —12x+4 T4 xt =20 = 2x x40 6x  —17x° +10x% +7x—6
6x° —23x> +16x-3 x—1 6x*+5x—6
{ x*=3x+2 ’x+1’6x2—5x—6}
s0. X420 =7x 16" +8x7 +32x+16  x°—2xX° —x'+4x' - -2x+1 X -1

X0 =2x° = Tx* +16x° +8x* =32x+16 x° —6x° +15x* =20x° +15x* —6x+1 x* -1
x2—2x+1.x2—2x+1.x4+x3+x2+x+1
X A+2x+1 ¥ +2x+17 PP +x+1

Esploriamo un altro modo per ottenere valori approssimati di V2. Sfruttiamo il fatto che /2 & una

soluzione della seguente equazione: x =1+ . Prima di continuare proviamo quanto detto.

1+x
1
x=l=——=(x=1)(I+x)=1= 2’ - 1=1= 5’ =2=x=12
+x
Effettivamente ¢ vero quanto abbiamo premesso. Vediamo di capire come possiamo sfruttare questo fatto

per determinare un valore approssimato di V2. Dato che x=1+

, possiamo operare una sostituzione

500
strana, mettendo al posto di x nel denominatore del secondo membro I’intero secondo membro, cioe
. 1 1 . . . .
1+ . In tal modo otteniamo: x =1+ =1+ T Possiamo ripetere il procedimento,
T Il 2
1+x 1+x
1 1 . . .
ottenendo: x =1+ I =1+ I . Continuando ancora, in generale possiamo
2+ 2+———
1 1
1+1+71 2+71
D —— D
1+x 1+x
scrivere: x =1+ I , ove 1 puntini di sospensione indicano che il procedimento continua
I
1
2+71
2+——
2Fooc

all’infinito. Allora, maggiore ¢ il numero di denominatori che consideriamo e migliore sara
I’approssimazione che otteniamo per V2 . Per esempio, se consideriamo 4 linee di frazione, otteniamo
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1+ ! =1+ ! :1+;=1+;=
1 1 1 1
24— - 24— —— 2+ Dy ———
1 1 1 3
24— 2+—7 2+ 2+
2+— 2+~ 2 7
2+1 3 3
_14 11 _1+ 17 :1+%:1+1—7:§z1.4146
S, L, T A a4
17 17 17
7

che coincide fino alle prime tre cifre decimali con V2.

Per lo svolgimento degli esercizi seguenti puo essere utile I’uso di uno strumento elettronico
Livello 2

51. Tenuto conto del box lavoriamo insieme, calcolare il valore approssimato di NG , iterando 1l procedi-

mento fino a 10 ordini di frazioni. [% =], 414213573}

52. Tenuto conto che +/3 & una soluzione dell’equazione x =1+ Tox’ mediante il metodo delle frazioni

+Xx

continue, determinare un valore approssimato di \/3, fissando a 10 le iterazioni. {173_8501 ~ 1,732051282}

53. Tenuto conto che v/n & una soluzione dell’equazione x =1+ , mediante il metodo delle frazioni

I+x
continue determinare un valore approssimato di Jn per tutti gli n da 4 a 10, fissando a 10 le iterazio-

ni. Controllare cosa accade quando +n € un numero intero.

521 530666 10037
V4= 2:4/5 =——=2,236051;/6 = = 2,449404;\7 = ——— = 2,645492;
V5 233 V6 216651 V7 3794
8 = 1632802 =~ 2,827827;«/_ = o1 =~2,998828;/10 = 1342334 =3,160239
577405 1707 424757
Livello 3
54. Con riferimento all'esercizio precedente, osservare che all'aumentare di n la precisione diminuisce, in
. ) . . . 47225803334
proposito determinare il valore approssimato di +/100 . ——— = §,355015
5652389507

55. Tenuto conto che x = \/ I++/1++/1+..., in cui gli addendi sono infiniti e tutti uguali a 1, determinare il

valore di x. (Suggerimento: tenere conto che x =+/1+x) {1 +2\/§}

9
¢ Risolvere I’equazione {[(1_ x2)3_2]4+1} —_3p. Anche in questo caso riusciamo a risolvere 1'equazione

4

senza grossi problemi. Vediamo come. [(1_x2)3 _2]4 +1=4-32 = [(1_ x2)3 _ 2]4 tl=-2— [(1_x2)3 _2] - _3.

Dato che una quarta potenza non puo essere negativa, I'equazione non ha soluzioni reali.

2
* Risolvere {[(1—2x3)2—12]3—2} =16. Si ha: [(1—2x3)2—12}3—2:i4:>[(1—2x3)2—12}3—2:4v

v[(1—2x3)2—12}3—2=—4:>[(1—2x3)2—12}3 :6v[(1—2x3)2—12}3 =-2= (1-22°) -12=%6 v
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v(1-2¢) —12==2 = (1-2¢) =124+ 6 v (1-2x) = 12-32 = 1-2 =+12+36 v

f + f +
v1—2x3=i\/12—3/§:>—2x3=—1i\/12+\/6v 2%’ =—1% 12 1+ 12+ 1+ 12

Come i vede, con un semplice ragionamento abbiamo risolto un’equazione che risolvono con dlfflCOlta
anche software particolarmente raffinati, e lo abbiamo fatto anche in forma simbolica, cosa che i detti sof-
tware spesso non riescono a fare.

Usando opportune procedure determinare tutte le soluzioni reali delle seguenti equazioni
Livello 3

, 3 4 S 4 3 S 4 2
56. [(4x —-6) —25] =16; [(243x —-31) +2] =27; |(-7x°-2) —7] =81

(i 6+323 vi%}[%vg]{_ﬁ VO}

4 3 377
57, |(32x° -3y —5]4 =256 |(-27x"+9)’ +4]3 = 125; |(2x°-1) —3]2 =7

4 4 3
2 3

2 2 3

8 {[(sz ~2)’ +2]2 —20}2 =4

2):(+45)q + 2422 -2 - /21\/\@—2
AR 5 N 5

=27, {[(x+2)3+11]2—4}3=—8 [(@);(—2—3111\/5”

8. {[(3x—1)2—l]3+10}4 ~1; {[(4—x2)3+2]3+1}3

3

(x*-2)° +5]2 - 2}

.|

Lavoriamo insieme
4 4
Risolvere 1’equazione (4x2 —1) = (3x2 —3) . Siamo tentati di sviluppare le potenze, ma ancora una volta

l'osservazione ci conduce su una strada migliore. Estraiamo le radici quarte di entrambi i membri:

Abbiamo cosi ottenuto due equazioni binomie: x> =-2 v 7x’ =4=> O v x= i\/g >0 v x= i%.

Usando opportune procedure determinare tutte le soluzioni reali delle seguenti equazioni
Livello 3

60. (5x°—7) —(4x*+3) =0; (2x°=3) =(3x*+2)’ H

aiie)
61. (¥*+3) —(2x*=1) =0 (x' =1)' = (4x’+5)"; (x*+2) = (x*+1) =0

{(4_2).(_%/5\/_%].(_312]}
7 5 1 2

Risolvere 1’equazione (?vc2 +x— 1)2 +2- (?vc2 +x— 1) —5=0. Piuttosto che sviluppare i calcoli effettuiamo la

Lavoriamo insieme

seguente posizione: z=23x"+x—1=>7z"+2z—5=0. Abbiamo ottenuto un'equazione di secondo grado che
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andiamo a risolvere. z=—1%++/6 . Otteniamo percio le seguenti equazioni di secondo grado:
32 +x—1=-1+J6v3x’ +x-1=-1-v6 = 3x’ + x /6 = 0v3x* + x+/6 =0
1141246

6
sono percio quelle dell'equazione data.

A= 1—12-\/6 <0. Solo la prima equazione ha soluzioni reali, che

Risolviamole: x =

Usando opportune sostituzioni determinare tutte le soluzioni reali delle seguenti equazioni

Livello 2 _
. ll\l/lix/z'Zi\/x/g—l

62. (3x"+1)' —(3x"+1) =2=0; (3x—2)" +2-(3x-2)" =5=0 ; ;

4+35-16-V41 15
s

63. (7x°=2)" +5-(7x°=2) —4=0; (5x° =2) +3-(5x* ~2)-4=0 i/ o

64. (12x* +1) =7-(12x* +1) +1=0; (42’ +3) =15-(4x* +3) +2=0

</3 75 li/3 15-217 i/3 15++217
- vy —
4

. — 44
3456 1152 12’ 4 512 512

65. (x*=7x+1) =5-(x*=Tx+1) =7=0; (x*—13x" +1) =2-(x*~13x" +1)=5=0

74445440 +8-4/53 .i/13i\/l65+4-\3/1ix/g
’ 2

2

66. (207 —x+1) =3-(28 —x+1) +1=0; (4x' + x> +3) +5-(4x' +x>+3) =2=0

Lo g
4 16 16

Lavoriamo insieme
Vogliamo scrivere la forma generica di un'equazione di secondo grado che ha per soluzioni due numeri che
differiscono fra loro per 1. Le soluzioni sono numeri del tipo a € a + 1, la loro somma ¢ percio 2a +1 e il

loro prodotto a-(a+1)=a’+a. Quindi, visto che l'equazione x*—sx+ p=0, indica un'equazione le cui
soluzioni hanno per somma s e per prodotto p, l'equazione richiesta & x°— (2a -+ 1)~x +a’+a=0.
Verifichiamo la validita di quanto affermato.

2a+1-1 _ g
2a+1x+/1 B
A:(2a+1)2—4-(a2+a):4a2+4a+1—4a2—4a:1;x=“—*/—= e
2 2a+1+1
—— =a+l1
Livello 2
67. Scrivere la forma generale di un’equazione di secondo grado, le cui soluzioni sono una il quadrato
dell’altra. [ —a-(a+1)-x+a’=0]
68. Scrivere la forma generale di un’equazione di secondo grado, le cui soluzioni sono una il doppio del-
laltra. [x* - 3ax +2a° = 0]
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69. Le soluzioni dell’equazione x* +bx+c =0 sono i quadrati di quelle dell’equazione x* +x—1=0. De-
terminare 1 valori di b € c. [b=-3,c=1]

70. Sapendo che il delta dell’equazione ax’+2bx+c=0 & nullo, stabilire quale delle seguenti afferma-
zioni relative ai coefficienti a, b e ¢ ¢ vera. A) Sono tutti diversi B) Sono tutti numeri negativi C) a e ¢
sono concordi D) Uno almeno dei tre ¢ nullo E) Sono tutti e tre uguali [C]

& ntnlogin

Leggiamo alcuni passi dall’Algebra di Rafael Bombelli. II libro & testimone della sua epoca, ha pertanto un
linguaggio arcaico e una simbologia diversa da quella attuale. Si noti inoltre che nel testo di Bombelli si
considerano decine di casi di ogni equazione e non ¢ presente una cosiddetta formula generale.

Cominciamo con le equazioni binomie.

Leggiamo il caso che Bombelli chiama Capitolo di potenza eguale a numero, cioe dell’equazione binomia

ax’ =b , 1in cui con il termine potenza si intende il quadrato dell’incognita e con numero si designa il termi-
ne noto. Vediamo come Bombelli descrive il metodo per risolvere tale equazione, in forma di descrizione di
metodi risolutivi, esemplificata con casi particolari.

Se si havera ad agguagliare potenza a numero partasi il numero per la quantita delle potenze e
dell’avenimento se ne piglia il lato e quello sara la valuta del tanto, overo facciasi cosi: piglisi
il lato dell’uno e dell’altro e cosi si havera Tanto eguale a numero, qual si finira come si e mo-
strato di sopra.

Parafrasiamo in linguaggio moderno.

Se dobbiamo uguagliare il quadrato di una incognita a un termine noto [cioé vogliamo ri-

solvere I'equazione ax? = b] dividiamo il termine noto per il coefficiente dell'incognita
[che Bombelli chiama la quantita delle potenze; cioe scriviamo x* =—]. Del risultato di
a

questa operazione, [che Bombelli chiama 'avenimento] si estrae la radice quadrata [ossia
se ne considera il lato].

Non dimentichiamo che nell’algebra del tempo di Bombelli i riferimenti sono geometrici, quindi estrarre una
radice quadrata equivale a determinare la misura del lato di un quadrato mediante la misura della sua area.
Questa ¢ la soluzione che Bombelli chiama la valuta del Tanto (il Tanto € ’incognita di primo grado, cioe la
nostra x, che altri autori contemporanei di Bombelli chiamano cosa).

La soluzione ¢ quella che conosciamo, cioe x = ,|— . Notiamo che Bombelli non considera la soluzione ne-
a

gativa, né discute il fatto che a e b possano avere diverso segno, perché ¢ sottinteso che essi siano entrambi
positivi. Per far capire meglio quel che ha detto a parole, comincia a proporre diversi esempi.

Agguaglisi 9%q 81 [con il simbolo %, Bombelli indica x?]. Piglisi il lato di 9%, che sara 3

[cioe 3x], ed il lato di 81 sara 9, e si haveranno 3 v eguali a 9, che seguendo come si é detto di
sopra il Tanto valera 3.

Bombelli descrive a parole la procedura, che scriviamo in simboli moderni: 9x* = 81 = 3x =9 = x = 3.

Leggiamo ora il Capitolo di Cubo eguale a numero, ossia la risoluzione dell’equazione ax’ =b.
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Quando si haveranno Cubi eguali a numero si partira il numero per il numero de’ Cubi e
dell’avenimento se ne pigli il lato cubico, il quale sara la valuta del Tanto, come per essempio

agguaglisi 3 Y024 [cioe 3x3 = 24]. Partasi 24 per 3, numero delli cubi, ne viene 8, il suo lato
cubico e 2 e il Tanto vale 2 [Cioe x3 = 8 = x = 2], e per non procedere in infinito nei Capitoli
semplici porro la regola generale.

Dopo avere esemplificato i casi dell’equazione binomia per n = 2 e 3, Bombelli passa alla risoluzione gene-

raledi ax" =b.

Regola di una dignita equale a numero. [Con la parola dignita Bombelli indica la generi-
ca potenza dell'incognita, ossia x*] Quando si havera una dignita equale a numero si par-
tira il numero per il numero della dignita et dell’avenimento se ne pigliara il lato secondo la

sorte della dignita, e detto lato sara la valuta del Tanto, come se si havesse 2 ? eguali a 486
[cioé 2x5 = 482]; partasi 486 per 2, numero de’ relati, ne viene 243 [cioe x° = 243], del quale

se ne pigli il lato relato, ch’e 3 e 3 vale il Tanto,[cioe x = /243 = x = 3] e cosi si procedera in
tutte.

Adesso consideriamo la risoluzione geometrica delle equazioni binomie di secondo grado, proposta da

Bombelli.

Egli vuole risolvere 1’equazione 3x* = 108. Costruisce allora un rettangolo, che chiama parallelogramo, di
2

area 3 x".

Sia.ab. 1" e b.c. 3 tanti quanto é la .a.b., cioé 3' el .e.f. sin 24 et .d.e. 4% [con questo

simbolo Bombelli indica 4 + %].

I J o
g e
! B
& & ’
Il riferimento ¢ alla seguente figura: i Bombelli indica la misura di un segmento

scrivendo 1 suoi estremi separati da punti; indica i punti con lettere minuscole, a differenza di quel che fac-
ciamo noi. I due rettangoli abc e def sono supposti equiestesi
Nel rettangolo di lati ab e bc, essi misurano x e 3x, l'area misura 3x2; il rettangolo di lati de e fe ha dimensio-

) ) 1 9 .. .
ni che misurano 24 e 4 + 5 = E , la sua area vale 108. Continuiamo la costruzione.

Et essendo .e.i. equale alla .b.c. sara 3 Veteh 1" et hi2 }, la .e.g. sara 8 e .g.f. 16, perché
tal proportione ha .e.g. a ..f., che ha .e.h. con .h.i. et essendo .d.e. 4% il parallelogramo .d.e.g.

sara 36 eguale alla potenza .a.b.l.
Il segmento ei viene costruito della stessa misura di bc ed eh uguale ad ab. Cosi le rispettive misure sono 3x
e x. Il segmento eg viene costruito come la terza parte di ef, dato che eh lo € di ei, percid misura 8, quindi il
rettangolo degj ha area 36. Il rettangolo degj ¢ equiesteso al quadrato di lato ab. Percio X*=36¢ quindi x =6

¢ la soluzione cercata.

Infine vediamo il caso delle equazioni di secondo grado complete.
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Cominciamo con il Capitolo di potenze eguali a Tanti, cioe dell’equazione ax® = bx . Scrive Bombelli:

Quando si haveranno potenze eguali a Tanti si partira il numero delli Tanti per il numero
delle potenze e I'avenimento sara la valuta del Tanto.

In pratica Bombelli non considera la soluzione zero, percio basta ricondurre 1’equazione alla corrispondente
equazione di primo grado. Passiamo all’esempio:

Agguaglisi 10° 4 40' [Cioe I'equazione 10x? = 40x ]. Partasi 40 per 10 ne vien 4, e 4 vale

il Tanto [Cioé x*> =4x]. Et a ridurre questo Capitolo a Tanti eguali a numero [cioe
all’equazione di primo grado ax = b] si fa in questa guisa: si schifa l'una e I’altra parte [cioé si
riduce il grado di ciascuna incognita] che levando una dignita a ciascuna delle parti si havera

1 . :
10v equali a 40 [Cioe 10x = 40].
Si passa quindi alla generalizzazione dell’equazione ax” =bx™, conn > m > 0.

. 4 . 2 g Lo TS .
E se si havesse 10+ eguali a 90~ [cioe 10x* = 90x2 | lievisi due dignita a ciascuna delle par-

ti: si havera 10° eguali a 90 [cioé 10x% = 90] e cosi si potra con quest’ordine agguagliare
tutte le dignita quando una sara eguale all’altra, eccetto se le dignita saranno tutte di una na-
tura, perché non si puo agguagliare Tanti a Tanti, né Potenze a Potenze, né numero a numero
e cost delli altri.

Bombelli esclude che sia n = m. Passiamo adesso all’equazione di secondo grado completa, ossia al Capitolo

di Potenze e tanti eguali a numero (1’equazione ax? +bx=c ).

Quando si haveranno potenze e Tanti equali a numero ci sono due modi. 1l primo e questo.
Partasi ogni cosa per la quantita delle potenze [dividiamo tutto per a, ottenendo

2
x2 +2x =< |, poi si piglia la meta delli Tanti [cioe i] e si quadra [ottenendo b—] ed il
a a 2a 4a°
. . b ¢ e
produtto si aggionge al numero [quindi —2+—] e della somma se ne piglia il lato [cioé si
4a a
2 2
4 .
estrae la radice quadrata: 1[% +<, che puo anche scriversi b+—2ac ] e di detto lato
4a a 4a
2
se ne cava la meta delli Tanti [ecco infine la formula risolutiva b+—2ac —23] e quello
4a a

che restara sara la valuta del Tanto.

Spendiamo qualche parola per raffrontare la formula che Bombelli propone senza alcuna giustificazione e
quella ottenuta da noi. Notiamo che il discriminante ottenuto da Bombelli ha un segno diverso dal nostro,
cio ¢ dovuto al fatto che in questo caso il termine noto ¢ da parti opposte rispetto ai termini con le incognite.
Vi ¢ poi una sola soluzione e non due. Se si tiene conto del fatto che i coefficienti sono tutti positivi, puo
provarsi che 1’equazione ammette sempre due soluzioni reali, una positiva, quella cosi trovata, e I’altra nega-
tiva. Il secondo metodo proposto da Bombelli ¢ simile al precedente e conduce alla formula

s b
—+4ac——
4

xX= —2. La verifica della formula avviene in modo geometrico mediante il teorema di Pitagora.
a

115



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 2 — Capitolo 5 — Unita 2 — Biennio

In seguito Bombelli propone la risoluzione delle equazioni scritte come ax> =bx+c e ax’ +c=bhx.

L’ultima equazione puo avere soluzioni non reali, come per esempio x% +20=8x: & strano che in questo
caso Bombelli, che scarta le soluzioni negative, consideri questi numeri, a noi ancora sconosciuti.

(Le citazioni sono liberamente tratte dall’edizione del 1966 edita da Feltrinelli).

Lavoriamo insieme

In che relazione sono le soluzioni, supposte reali, delle equazioni x* + ax + b = 0 e x* — ax + b = 0? Sappia-
mo che la somma delle soluzioni della generica equazione ax® + bx + ¢ = 0 vale —b/a, mentre il prodotto c/a.
Ci0 vuol dire che per la prima equazione somma e prodotto valgono —a e b, per la seconda invece a e b. per-
tanto le coppie di soluzioni hanno lo stesso prodotto e opposta somma. Per capire meglio cosa succede con-
sideriamo un caso particolare, per esempio le equazioni x* + 4x + 3 = 0 e x> — 4x + 3 = 0. Le soluzioni della
prima sono (—1; —3), della seconda (1; 3). Pertanto le due equazioni hanno soluzioni fra loro opposte.

Risolvi i seguenti quesiti

1.

2.

W

1.

12.

13.

Quale fra le seguenti equazioni di secondo grado ha certamente soluzioni reali, quale che sia il valore
del parametro reale a? A)x2+ax—a=OB)x2+ax+a2=OC)x2+a2x+a=OD)x2+ax—a2=O [D]
Per quale valore del parametro reale a, ’equazione Prax—1= 0, ammette come una delle sue solu-
zioni x =17 A) 0 B) 1 C) —1 D) Nessuno dei valori precedenti [A]
Per quali fra le seguenti coppie di valori assegnati rispettivamente ai parametri a e b tutte le equazioni
Y +ax+b= 0, P rax—b= 0, ¥ —ax+b= 0, ¥ —ax—b= 0, ammettono sempre soluzioni intere?
A) (5;6) B) (1; 2) C) (3; 4) D) Nessuno dei precedenti [A]
Quali fra le seguenti equazioni di secondo grado ha soluzioni coincidenti, quale che sia il valore del
parametro reale a? A)x2+ax—a2:OB)x2+2ax+a2:OC)x2+a2x+ 1 :OD)x2+2ax— 1=0 [B]
Se un’equazione di secondo grado ha soluzioni irrazionali, pud avere somma e prodotto interi? [Si]
Se un’equazione di secondo grado ha soluzioni razionali, puo avere somma e prodotto irrazionali?
[No]
Date 1’equazione ¥ +3x-5=0ex’+9x+25=0, possiamo dire che le soluzioni della seconda, ri-
spetto a quelle della prima sono A) il quadrato B) il doppio C) il triplo D) Nessuna delle precedenti ¢

corretta [D]
Quale fra le seguenti equazioni ha soluzioni che sono reciproche di quelle di X+ Tx+2=07?
A X +1/Tx+12=0B) X’ +7x+1=0C)x* +7/2x+ 1/2=0D) x* + 2/Tx +2 =0 [C]
Quante soluzioni reali ha I’equazione (4x — 1)4 +3- (dx - 1)2 +1=07? [0]
Quale equazione algebrica di grado minimo e coefficiente direttore unitario, ha come soluzioni 1/2,
1/3,2,3? [x* = 35/6x" + 31/3x% - 35/6x + 1 = 0]
Quale dei seguenti sistemi ¢ simmetrico? [C]
X, Y
x—y=1 x+2y=1 —+==5 xy=1
A){2+y2_1B){2+y2_3C) 272 D){f_4
Ty = Y= Xy +xy=10 rr=
Quale dei seguenti sistemi ¢ di II grado? [B]
=1 P+2y=1 __ [xy=3 =y’
A){X2 B) ¥ T T oY Dy {7
y =1 x+3y=3 X' +y=5 X' =y
Quale dei seguenti sistemi ¢ privo di soluzioni reali? [A]
2 + 2 = O 2 + :1 = 4 = 2
A) {x y B) Xty o) Xy D) X2 y
y+x=5 x+y=3 x+y=5 X' =y

116



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 2 — Capitolo 5 — Unita 2 — Biennio

. . . . Xty=m .
14.  Per quali valori assegnati al parametro reale m il sistema { yl ha esattamente una sola soluzione
Xy =
reale? [£2]
15.  Quale dei seguenti sistemi non ammette come una delle sue soluzioni la coppia (1; 1)? [D]

*=1 ‘+y=2 =1 =y’
A) { B){i O {y ., D { ’
yi=1 x—y=0 X +y =2 x+y=0

Qui riportiamo alcuni quesiti particolarmente impegnativi.

Risolvere le seguenti equazioni binomie al variare dei parametri reali a e b
1. ax®—-b=0,a#0; a"-x"+b"=0,a#0; x"—a>=0; x*"—a" =0

b . .
—— ndispari
b a
t5l— a-b=>0 b ) +a’ n pari |f\Ja a=20
a ;35t— npariea-b<0; X ‘ 5
a a ndispari |3 a<0
D a-b<0 .
& npariea-b>0
2. Trovare la somma di tutte le soluzioni reali dell’equazione 0 _256% =0, [0]
Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali
Davanti a ogni esercizio vi ¢ un simbolo che si riferisce alla gara da cui & tratto.
AHSME = Annual High School Mathematics Examination A&M = High school math contest
MT = Mathematics Teacher, rivista della NCTM OMI = Olimpiadi della matematica italiane

Lavoriamo insieme

Il seguente quesito ¢ apparso sul numero di Gennaio 1996 del Mathematics Teacher.

Un triangolo rettangolo ha 'ipotenusa di 6 e il perimetro di 14, determinare [’area del triangolo.
x+y+6=14
x> +y> =36
che ¢ un sistema di II grado, che perd non dobbiamo necessariamente risolvere, poiché non vogliamo trovare
x ey, bensi la meta del loro prodotto xy/2 (che ¢ appunto I’area del triangolo). Allora dalla prima equazione:
x + y =8, se innalziamo al quadrato termine a termine troviamo: X+ y2 + 2xy = 64 che tenendo conto della
seconda equazione, diventa: 36 + 2xy = 64, cio¢ 2xy = 28 = xy = 14 = xy/2 =7, che ¢ ’area cercata.

Indichiamo con x e y le misure dei cateti. Abbiamo percio, usando il Teorema di Pitagora: {

1.  (AHSMEI1953) Copiando dalla lavagna un’equazione di secondo grado, con coefficiente direttore uni-
tario, uno studente sbaglia a scrivere il termine noto; risolve correttamente 1’equazione cosi scritta e
ottiene come soluzioni 1 numeri 2 e 8. Il suo compagno di banco sbaglia invece a copiare il coefficien-
te del termine di primo grado e, risolvendo correttamente 1’equazione scritta, ottiene come soluzioni i
numeri -9 e —1. Qual era I’equazione scritta alla lavagna? [x* = 10x + 9 = 0]

2. (AHSMEI1954) Le due soluzioni dell’equazione a - (b — ¢) X +b- (c—a)x+c-(a-b)=0sono 1e

b-(c—a) a-(b-c) a-(b-c) c-(a-D) c-(a-D)
A) B) O] D) E) [D]
a-(b-c) c-(a=b) ~ b-(c-a) a-(b-c) " b-(c-a)
3.  (AHSMEI1958) Sapendo che I’equazione ax® + bx + ¢ = 0 ha come soluzioni i numeri r e s, determina-
_ L2
re il valore di p affinché I’equazione X+ px + g = 0 abbia come soluzioni 1 numeri P, 5% {w}
a
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4.  (AHSMEI1960) Per un certo valore di & il prodotto delle soluzioni dell’equazione X =3kx+2k°-1=0
¢ 7. A quali dei seguenti insiemi numerici appartengono dette soluzioni? [D]
A) Naturali B) Interi negativi C) Razionali non interi D) Irrazionali E) Non reali

5. (AHSMEI1961) Se I’equazione ax*> +bx+c=0 ha per soluzioni 1 numeri r e s, quale delle seguenti ha
per soluzioni ar + b e as + b? A)xz—bx—ac=OB)xz—bx+ac=OC)x2+3bx+ac+2b2=0
D)xz+3b)c—ac+2bz=OE)x2+b-(2—a)x+azc+b2 (a+1)=0 [B]

6. (AHSMEI1963) Date le equazioni X +hkx+6=0ex’—kx+6=0.Se, quando le soluzioni delle equa-
zioni sono scritte ordinate, ogni soluzione della seconda ha un valore che ¢ 5 piu della corrispondente

soluzione della prima, allora k¢ A) 5 B) -5 C) 7 D) -7 E) Nessuna delle precedenti [A]
7.  (AHSMEI1977) Sapendo che le soluzioni dell’equazione X+ px + g =0 sono i cubi di quelle

dell’equazione x> + mx + n = 0, determinare il valore di p. [m’® — 3mn)
8. (AHSME1985) Quante soluzioni intere ammette 1’equazione (x2 —x=-1"" =19 [1]

(OMI 1991) Dire quante soluzioni reali ha I’equazione ¥ s [2]
10. (OMI1997) Data I’equazione 4 = \/7 +49++4+x , quanto vale x? [5180]

Questo quesito ¢ stato pubblicato nel numero di Febbraio 1997 del Mathematics Teacher.
Il numero totale di angoli interni di due poligoni regolari e 17, e il numero totale di diagonali ¢ 53. Quanti
lati ha ciascuno dei due poligoni?

n .
Indichiamo con x e y il numero dei lati cercati. Poiché un poligono di » lati ha — diagonali (dato che

dei segmenti che partono da ogni vertice 2 sono lati, non diagonali e uno degenera in un punto), il problema
¢ risolto dal seguente sistema:

x+y=17 x=17-y
r— (v — = =
: (); ), > (y2 ) _s3 {(17—y)2—3'(17—y)+y2—3y—106:0

x=17-y x=17-y x=17-y

= 2 2 = 2 = 2 =
289-34y+y —=514+3y+y —3y—-106=0 2y°=34y+132=0 y =17y+66=0
x=17-y

= y_17i\/289—264 _17%5 _<11:>
2 2 6

x=6vx=11
y=1lvy=6

2x* +6x+5y+1=0

11. (AHSMEI1950) I valori di y che soddisfano il sistema { , si trovano risolvendo

2x+y+3=0
'equazione A) y* + 14y —7=0B) y* + 8y + 1 =0 C) y* + 10y = 7 =0 D) y* + y — 12 = 0 E) Nessuna
delle precedenti [C]
8
12. (AHSMEI1953) La soluzione x del sistema Y= X +4 &? [0]
x+y=2
. o x*+y’ =9

13. (AHSME1960) Il numero di soluzioni reali del sistema {y 2 g sono [C]

A) infinite B)4 C)2D) 1 E) 0

=6
14. (AHSME 1987) Determinare x” + yz, con x e y soluzioni del sistema {xy [69]

Xy+xy’ +x+y=63
15. (AHSME 1978) Se a, b, ¢, d sono numeri non nulli, con ¢ e d soluzioni di x*+ax+b=0 e ae b solu-

zioni di x* +cx+d =0, determinare il valore di @ + b + ¢ + d. Tenere conto delle relazioni fra le solu-
zioni e i coefficienti di un'equazione di secondo grado 2]
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16. (A&M2009) Trovare tutte le coppie ordinate (x, y) di interi positivi tali che xt= y2 + 71. [(6; 35]

Questions in English

This question was published in the issue of October 1993 in the magazine Mathematics Teacher.

The square root of half the number bees in a swarm' have flown out to a jasmine bush. Additionally, one fe-
male bee flies about a male stuck in a lotus flower the evening before. 8/9 of the whole swarm remain in the
hive’. How many bees are involved in all?

We call n the unknown number, it must satisfy the following equation: \/% +2 :g . We solve it.

2 2 5
( EJ :(ﬁ—zj :g:%—gn+4:>2n2—72n—81n+64820:>2n2—153n+648:0:>

)
153++/23409-5184 153++/18225 153+135 —
72
Obviously only the integer solution is acceptable.

17. (AHSMEI1952) The difference of the roots of ¥ -Tx-9=0,is A)7B)7/2C)9D) 2.485 E) /85? [E]
18. (AHSMEI1954) The values of k for which the equation 2x* — kx + x + 8 = 0, will have real and equal

roots are A) 9 and -7 B) only —7 C) 9 and 7 D) -9 and -7 E) only 9 [A]
19. (AHSMEI1955) Two numbers whose sum is 6 and the absolute value of whose difference is 8 are roots
of the equation [B]
A X —6x+7=0B)x*-6x-7=0C) X" +6x-8=0D)x’—6x+8=0E) x> + 6x-7=0
20. (AHSMEI1962) For what real values of k does x = K- (x—1) - (x—2) have real roots? [E]

A)none B) 2 <k<1C) -2J2 <k <22 D) k> 1 ork<-2E)all
21. (AHSMEI1963) Consider equations of the form x> + bx + ¢ = 0. How many such equations have real

roots and have coefficients b and c¢ selected from the set of integers {1, 2, 3,4, 5, 6}? [19]
22. (AHSMEI1964) Let n be the number of real values of p for which the roots of the equation X - px+p
=0 are equal. Then n equals? [2]

23. (AHSMEI1968) If m and n are the roots of C+mx+n= 0, m#0, n+#0, then the sum of the roots is
[-1]
24. (AHSMEI1974) What is the smallest integral value of k such that 2x - (kx — 4) — x* + 6 =0, has no real

roots? (2]
25.  (MT1995) If r and s are roots of x* — 50x + 505 = 0, find the value of /> + rs + s>, [1995]
26. (MT1996) Find a polynomial equation with integral coefficients having x=2++/3 as one of its
roots. [There are infinite ones, one of which, with the lowest grade, is 102+ 1= 0]

This problem was assigned at A&M in 2002. Find the smallest positive integer n so that n + 125 and n +

+125=a’
201 are both perfect squares. We have to solve the system {n 0 Zz , which has more unknowns than
n+201=
equations. We subtract term by term, obtaining: 201 — 125 = b —a® =76 = (b-a) - (b+ a). we know that
76 = 4 - 19, and a and b must be integers. So we have the following cases:

b-a=1 b—a=2 b—a=4 ) i ) : ) .
v v , solving we find, that first and third system haven’t integer solutions;
b+a=76 |b+a=38 |b+a=19

!'sciame
% alveare
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while the second one has b =20,a=18. Hence b+a=19,b—a=4;n+ 125 = 182, n=324-125=199.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

(AHSME1955) The pairs of values of x and y that are the common solutions of the equations y = (x +
1)* and xy +y =1 are A) 3 real pairs B) 4 real pairs C) 4 imaginary pairs D) 2 real and 2 imaginary

pairs E) 1 real and 2 imaginary pairs [E]

(AHSME1963) For what value of k does the pair of equations y = x* and y = 3x + k have two identical

solutions? A) 4/9 B) —4/9 C) 9/4 D) -9/4 E) Non of these [D]
*+4y’ =1

(AHSME1966) The number of distinct real solutions of the system {: ) y2 A is? [2]
x+y' =

y=mx+1 . . s
(AHSMEI1971) If the system < ° 4y =1 has exactly one solution, how much is m~? [3/4]
X +4y° =

(A&M2003) The difference between the squares of two consecutive odd integers is 128. What is the

product of the two integers? [1023]

(A&M?2007) Suppose that x and y are two real numbers such that x- y =2 and X+ y2 =8.Find x’ + y3.

(20]
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Attivita di recupero

Equazioni binomie

Fase 1: Osserva

Risolvere I’equazione 3x’+2=0. Questa & un’equazione binomia di grado dispari, pertanto ammette
sempre una soluzione reale. Per determinarla procediamo come nella risoluzione di un’equazione di pri-

2
mo grado, scrivendo: 3x’ +2=0=3x"=-2=x’= -3 Abbiamo cosi ricondotto il problema a quello

della determinazione di un numero reale il cui cubo € noto, cioe al calcolo della radice cubica di un nume-

. / 2
ro; pertanto la soluzione cercata sara: x =3 —g .

Risolvere I’equazione 5x* +1=0. Possiamo dire che I’equazione non ha soluzioni reali perché ha grado

pari e i suoi coefficienti hanno lo stesso segno. Si ha infatti la seguente contraddizione: 5x* =—1, in
quanto il primo membro non puo essere mai negativo quale che sia il valore reale sostituito al posto della
x, al minimo puo essere zero, mentre il secondo membro ¢ sempre negativo.

Risolvere 1’equazione 8x°—3=0. Stavolta I’equazione ammette soluzioni reali, dato che i coefficienti

hanno segno diverso. Infatti in tal caso avremo 1’uguaglianza: 8x° =3, che pud essere verificata da nu-
meri reali. Anzi, dato che il quadrato di un qualsiasi numero non nullo & sempre positivo, i numeri reali

xzﬁg
6 _ 3 8

soluzioni sono due e fra loro opposti, cioe: 8x°=3= x =§:> 3 Le precedenti soluzioni
e=yf?
8

. . /3
possono anche riassumersi nel modo seguente: x =1¢/— .

Fase 2: Completa ...

Risolvere 1’equazione 4x*+1=0. Questa & un’equazione binomia di grado ....... Per determinare
I’esistenza di eventuali soluzioni, dobbiamo considerare i segni dei coefficienti, che in questo caso sono
fraloro ............ Pertanto possiamo concludere che ’'equazione ..................ccovviiiiia..

Risolvere ’equazione 4x*—1=0. Ancora una volta abbiamo un’equazione ................................
Stavolta pero i coefficienti hanno segni fra loro .............. , quindi possiamo dire che 1I’equazione ammet-
te .... soluzioni reali fra loro ........... Determiniamole: ...........cooiiiiiiiiiii Pos-
siamo riassumere le precedenti soluzioni nel modo seguente: ........................

Risolvere I’equazione 4x°+2=0. Questa & un’equazione ............... e quindi ammette
.............................. Risolviamola: ...

Fase 3: Prova!

Determinare le eventuali soluzioni reali delle seguenti equazioni binomie

1.

C4+1=0x-1=0;x°+1=0;6x>+5=0;6x>-5=0;5x*-6=0 {—1;1;@;@;i%;i%}

2. 27 —4=04x"-2=0:2x"—4=0;-3x"+5=0:3x"=5=0;-3x" +5=0

b

3 3

4 4 S
{iﬁ;iﬁ;ﬂ@ih%;i%ms_J405}
2 3
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3.

6 )
4. 3x54+5=0:3x°-5=0:3x" +6=0;-2x" —4=0:2x" —4=0.7x*+4=0 {@;1“1215;—2/5;—1/5;1/5;6

5.
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X =3=0;x" =5=0;x" +3=0;12x" +3=0;3x +12=0;3x" +12=0 {2/5;%/5;—%;—%;@;—%/1

7

3

Bt —4=0-4x*-3=0:4x"-3=0:13x" +12=0;13x"" -4 =0;4x" +12=0

\8/1292 L. 3

Equazioni di secondo grado

Fase 1: Osserva

Risolvere l'equazione 3x° —x+1=0. Questa & un’equazione di secondo grado trinomia. Calcoliamo il
suo discriminante: A = b* — 4ac (il riferimento & alla generica equazione ax’ +bx+c=0), in questo caso
abbiamo a = 3, b = -1, ¢ = 1. Poiché si ha: A = (—1)2 -4-3-1=1-12=-11 < 0 concludiamo che
I’equazione non ha soluzioni reali in quanto il suo discriminante ¢ negativo.

Risolvere 1'equazione 4x* +5x—4=0. Calcoliamo il discriminante, osservando che si ha:a=4,b =5, ¢
= —4 e quindi A = 524 -4.(4) =25+ 64 =289 > 0. Dato che il suo discriminante & positivo,
I’equazione ammette due soluzioni reali, che si determinano con le seguenti formule

x:—b—\/b2—4ac y x:—b+\/b2—4ac

2a 2a
Applichiamole: x = # VvV Xx= # =>x= # VvV Xx= # Nella formula ab-

biamo utilizzato il discriminante che avevamo gia calcolato.
Risolvere 1'equazione 16x”> —8x+1=0. Calcoliamo il discriminante: A = (—8)2 -4-16-1=64-64=0.
Stavolta I’equazione ha una sola soluzione reale che si trova con la seguente piu semplice formula, otte-

. . b -(=8 8 1
nuta sostituendo 0 a b> — 4ac nelle formule generali: x =—— Nel nostro caso: x = ) =—=—,
2a 216 32 4
Fase 2: Completa ...
e Risolvere l'equazione 7x* —2x—3=0. Questa & un’equazione di ... grado ............. ; calcoliamo 1l suo
discriminante, tenendo conto che siha: a=7,b=.....,c=...e A=b>—4AC = weooeveceeeeeereerernn.. Dato che
il discriminante € ..............oo..... , ’equazione ha ....... soluzioni reali, determiniamo con le consuete
— 2= — 24+
formule: x=—— v x=2— D e
e Risolvere l'equazione x> +3x+3=0. Calcoliamo il discriminante, osservando che siha:a=...,b=...,c
= o A= —AAC = Dato che il suo discriminante € ................
I’equazione ..........ooeiiiiiiiiiii
e Risolvere l'equazione 25x* +40x+16=0. Calcoliamo il discriminante: A = b* —4ac = .....................
dato che il discriminante € .................. I’equazione ha ... che si trova ap-

plicando la formula: .................. che nel nostro caso diviene: .............ccevvviieennnn.
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Fase 3: Prova!

Calcolare le soluzioni reali delle seguenti equazioni di secondo grado, determinandone prima il discrimi-
nante

. X*+4x+1=0;x" —4x+1=0;x" +4x—-1=0;x*+3x—-1=0; x> -3x—-1=0;x* —=3x+1=0

-3+ + +
{—21\/5;21«/5;21\/3; 3_2\/5;3_\/3;3_\/5

2 2

2. X +4x+4=0;x"—4x+4=0;x" +4x—-4=0;6x" +5x+1=0;5x> +6x+1=0;x* +5x+6 =0

—2;2;—2iZ-ﬁ;—lv—l;—lv—l;—3v—2
3 2 5

3. 3x°=5x-3=0:5x>-3x+5=0:5x>+3x=5=0;12x> = 7x+1=0:7x* = 12x+1=0; x> + 7x=12=0

{sﬂa_@.—ﬁ\/m 1.6+429 —72497 |
6 9 b

;l\/ b b
10 4 3 7 2

4. 2% +4x+1=0:4x> +2x+1=0;x* +4x+2=0:;169x* —78x+9=0;169x> + 78x -9 =0;169x> —78x—-9 =0

{—Ziﬁ +3.42 34342 ]

A TN P
2 13 13 13

5. 14x* =11x+10=0:11x* —14x+10=0;10x" +14x—11=0;%x2+x—1:O;x2—%x+1=O;x2 +%x—1:O

+4/ -1+
{Q;Q;%;—liﬁ@;%\/ﬁ

Equazioni trinomie

Fase 1: Osserva

e Risolvere l'equazione x*—5x>+6=0. Questa & un’equazione di quarto grado trinomia, detta anche e-
quazione biquadratica. Calcoliamo il suo discriminante: A = (-5 -4-1-6=25-24=1>0.In questo
caso non possiamo dire che certamente 1’equazione ha soluzioni, ma che potrebbe averne. Infatti se il di-
scriminante € negativo certamente 1’equazione non ha soluzioni reali, ma se € positivo debbono farsi ulte-
riori considerazioni. Associamo all’equazione di partenza un’equazione di secondo grado:

y>—=5y+6=0, in cui abbiamo posto y = x> e quindi y* = x*. Determiniamo le soluzioni di quest’ultima

5-41 5441

2-1 2-1

biamo detto che i due simboli sono equivalenti, abbiamo poi sostituito ancora x* a y, ottenendo cosi due

equazioni binomie: x* =2vx’ =3 che risolviamo: x=142 v x=13. Ed ecco le soluzioni reali
dell’equazione biquadratica.

¢ Risolvere I'equazione x°+3x”—1=0. Calcoliamo il discriminante: A = 3¥-4.3. -H)=9+1=10>0.

Troviamo le soluzioni dell’equazione associata, y°+3y—1=0, in cui si ha: y=x,y’=x°,

3+4J10 5 -3+410 . . o o ~3+4/10
y= — =>x = — Possiamo risolvere quindi le due equazioni binomie: x =3 —

stavolta vi sono solo due soluzioni reali.
e Risolvere l'equazione x*—3x*—10=0. Calcoliamo il discriminante: A = (-3)> =4 -1 - (-10) =9 + 40 =
49 > 0. Determiniamo le soluzioni dell’equazione associata, y>—3y—10=0,incui y=x*,y* = x*:

equazione: y = =y=2v y=3=x"=2v x’=3. Come si nota, dato che ab-
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4 3_'\/5 4 3+'\/E 4 3_7 4 3+7
xXt="———Zvx :T:

=t —vxt=" st =2v =5,
2 2

Delle due equazioni binomie ottenute, la prima ¢ priva di soluzioni, perché una quarta potenza di un nu-

mero reale non € mai negativa, la seconda invece ammette le seguenti soluzioni reali: x = +4/5 , che sono
le uniche soluzioni reali dell’equazione di partenza.

Fase 2: Completa ...

Risolvere 1'equazione x°—7x’+15=0. Questa & un’equazione di ... grado .......... ; calcoliamo il suo
discriminante, tenendo contoche siha:a=1,b=....,c= ..., A= coooreeeeeeeieeeeeennn. Dato che il discriminan-
€ i, , ’equazione ....... soluzioni reali.
Risolvere 1'equazione x'?+10x° 424 =0. Calcoliamo il discriminante, osservando che si ha:a = ..., b =
B C= o A= Dato che il suo discriminante ¢ ................ calcoliamo
le soluzioni dell’equazione di secondo grado associata: y* +10y+24=0, in cui si ha: y = ...... ey =
...... y=x"=....ii.ey=x°=........................... Dato che tutte e due le soluzioni
dell’equazione associata sono ............ possiamo dire che le equazioni binomie ottenute sono entrambe
privedi .......oooiiiiiiii , quindi anche I’equazione di partenzanonha ...................ooooiiiaL.
Risolvere I'equazione x'° +10x° +25= 0. Calcoliamo il discriminante: A = ....................cceeeuveiinn....
Dato che il discriminante € .................. I’equazione associata ha ......................oal. che si trova
applicando la formula: .................. e che nel nostro caso diviene: ................ceeviniennne y=x"=
................ Questa equazione ha I’unica soluzione reale x = ........., che ¢ anche I'unica soluzione reale

dell’equazione di partenza.

Fase 3: Prova!

Calcolare le soluzioni reali delle seguenti equazioni trinomie, determinandone il discriminante e le solu-
zioni delle equazioni di secondo grado associate

1.

I +24=0:x" +11x" =24 =0 x* —11x* =24 =0;x* = 2x* =35=0;x* —=2x* =35=0;x* = 2x* +35=0

@,i‘{ll 21 ’11+ 217 ,i_\/* ﬁv[@

X H12X° +32=0:x" =122 =32=0:x"" = 12x° +32=0:x* —4x’ +5=0: x* +4x* +5=0:x* —=4x* =5 =0.
[—ZV—Q/Z;i\/6+2-Jﬁ;%v%;@;@;@
B +dx +4=0:4x" +4x* +1=0:4x° =4’ —=1=0;x* =5x* +13=0;13x" +5x* =1=0;5x* =13x* +1=0

Q;Q;J—liﬁ;@;i\/—5+ﬁ;i\/13i\/149
2 26 10

M =17x +60=0;x2 +17x°=60=0;x* —17x* +60=0;x* +10x* =39 =0;x* —10x> =39=0;39x* —10x>=1=0
{Z/gvm;if/g;ﬁ-\/gvix/g;ii‘/_ \/5\/\/_3,_\/_

X —16x" +28=0;x" +16x* =28 =0:x* —28x* +16 =0;121x* +44x* +4 =0;4x* +44x* +121=0;121x° —4x> =44 =0

+12-
T4y 142,48 +2V23 325,22 2T 12 VT V37

121
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Equazioni irrazionali

Fase 1: Osserva

Risolvere 1'equazione +x+2 =—1. Dato che il primo membro ¢ certamente non negativo, mentre il
secondo ¢ negativo, possiamo concludere che la detta equazione non ha soluzioni reali.

Risolvere 1'equazione +v4x+5=2. In questo caso l'uguaglianza potrebbe avere senso, per risolverla
. . . . 1
innalziamo al quadrato ambo i membri, ottenendo: 4x+5=2" =>4x=4-5=x= 1 Questo valore

cosi ottenuto ¢ una potenziale soluzione, che dobbiamo verificare. Abbiamo percio

/(-(—%J 5=2=/-1+45=2=4=2

La verifica ha avuto esito positivo, quindi il valore ottenuto ¢ soluzione dell'equazione data.

Risolvere l'equazione v5x* +3x—1=2x+1. Come nel caso precedente innalziamo al quadrato ambo i
1+3
membri, ottenendo: 52 +3x—1= (20 +1) =52 +3x—1=dx’ 4 dx 4 1= 2 —x—2=0= x= 10 “2”8 =% 1 23
2
Verifichiamo se le soluzioni sono accettabili: /5-2+3-2-1=2-241=20+6-1=4+1=+25=5 ¢
\/5-(—1)2 +3-(-1)-1=2-(-1)+1=>+5-3- =—2+1=+/1=—1. In questo caso una sola delle due

soluzioni ¢ accettabile.
Risolvere I'equazione v x+2 —+/ x—3 =1. Dobbiamo innalzare al quadrato piu volte.

(Vxr2) =(1+vx=3) = X+2=142Vx 3+ X -324=2.Vx3=2=Vx3=4=x-3=x=7

11 valore ottenuto € accettabile, come facilmente si verifica.

Fase 2: Completa ...

Risolvere I'equazione +/5x+2 ++/3x+1=0. Dato che al primo membro i due addendi rappresentano

numeri il cui segno € sempre .................... , la somma non puo mai essere nulla, tranne che siano nulli
entrambi gli addendi. Cio significa che deve essere verificato il seguente sistema ....................... ,che ¢
facile vedere non ha alcuna soluzione, quindi 1'equazione data ...........ccccceevvieenneennne.
Risolvere I'equazione v11x—9 =5. Dobbiamo .........ccccceeevvreennnenn. ambo 1 membri, ottenendo:
Il valore cosi ottenuto ¢ una potenziale soluzione, che deve ..........ccccovvviieeiiniiiiiiiniieeeee, La verifi-
ca ha avuto esito ........ , quindi il valore ottenuto ... soluzione dell'equazione data.
Risolvere l'equazione 37 —T7X4+5=X—=9. DODBDIAMO ...veveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, , ottenen-
Q0. ettt h e st b e a et e bt e et e b et eat e e bt e ea et e be e e ae e e bt e s aneebeenaneenn
Verifichiamo se entrambe le soluzioni ottenute sono accettabili.
2
19 19 19 361 133 19-18
3| — —7-—+5:——9:>\/3- - +5= TSP O T ;
2 2 2 4 2 2

N3 T 5 =m0 o5 e,

Concludiamo che delle due SOIUZIONI ....ueveeveeeeeiiieeeeeieeeeeeennnn,

Risolvere I'equazione N3x+1++/2x—7 =3. Dobbiamo innalzare al quadrato piu volte.
2 2
(V3x+1) =(3-+2x-7) =3x+1=9-6-v2x-7+2x-7=

Verifichiamo se i valori ottenuti sono accettabili.
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\/3-(37—\/1116)+1+\/2-(37—\/1116)—7 3= 111=37- 1116 +14474-2/1116 -7 =

Fase 3: Prova!

Determinare le eventuali soluzioni reali delle seguenti equazioni irrazionali

L. Vax+3=2x—1v5x+7 =4Vx+1=x;dTx+1 =Tx+ 242 —x = x;4/5-x" =3 {22\/8;%;“2\/5;@;1;@

2. \/3x2—x+1:4l;\/x2—3=2x;\/x2+1=x+3;\/3—2x=3—2x;\/3+2x:3—2x;\/x2—x=x+1
1£+/20161 43 1]
——— oV
6 32 3_
3. 2-x+ =5x;3-\/§:2x—l;\/x2+x:x—2;\/3x+1=\/4x—2;\/x2+7=\/2x2—x;\/4x+7:\/5x—2—x2.
{2+2-\/%_31+3-\/105 1i@_®_

b 2 b

25 8
4, Js+ax —Jx=2x+1+x+2 =3Vx+3 -Vx+2 =Lax+1=2+3—x;11x =2 = 1-+/5—2x:2x +1 =2x—1 =1

[lvl;z;—2;2;®;é
9 9 8 |

1
’29

;3 3;

Sistemi non lineari
Fase 1: Osserva

2x—3y+1=0

X +y-x+2=0

un’equazione di primo grado e da una di secondo. Un metodo spesso usato per risolvere sistemi di
qualsiasi grado ¢ quello di sostituzione, che consiste nel ricavare una delle incognite da una delle e-
quazioni, quando cio ¢ possibile, sostituendone il valore trovato nelle altre equazioni. Cosi in questo
caso ricaviamo: o il valore di x dalla prima equazione e lo sostituiamo nella seconda; o il valore di y da
una delle due sostituendola nell’altra. Non conviene ricavare il valore di x dalla seconda equazione
perché ¢ di secondo grado, cid percio provocherebbe al comparsa di termini con radicali che compli-
cherebbero la risoluzione. Per evitare di immettere frazioni, almeno in una prima fase, ricaviamo y dal-

2x=3(—x* +x-2)+1=0

o Risolvere il sistema { . Questo ¢ un sistema di secondo grado, essendo formata da

la seconda equazione e la sostituiamo nella prima: { . In questo modo la

y=—x>+x-2
prima ¢ un’equazione di secondo grado nell’incognita x che risolviamo:
{2x+3x2 —3x+6+1=0 {3)& —x+7=0
y=—x>+x-2 = y=—x>+x-2
Dato che pero il discriminante ¢ negativo (A=1-4-3 .7 =1 -84 <0), ’equazione, e quindi il siste-
ma, non hanno soluzioni reali.
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4x+y-5=0
V' +x=3y—-x+2=0
dalla prima equazione e sostituendo nella seconda:

y=—4x+5 y=—4x+5 y=—4x+5
= = .
(=4x+5)" + x> =3-(—4x+5)—x+2=0  [16x" —40x+25+x" +12x—-15-x+2=0 | 17x*=29x+12=0

° Risolvere il sistema { . Applichiamo il metodo di sostituzione ricavando la y

Risolviamo I’equazione di secondo grado in x. Calcoliamo il A = 29°-4.17-12=841-816=25>

29+5 34 |
+ + eV
0, e determiniamo le soluzioni: x = 29_\/2_5 = 2915 = 34 34 . Sostituiamo 1 valori otte-
34 34 29-5_24 12
34 34 17
yea.22,5 y_—48+85 y—ﬂ
nuti nella prima equazione: [{y =—41+5 = {y ZIJV 17 7 171, Ab-
x=1 x=1 12 12 12
xX=— xX=— xX=—
17 17 17
biamo cosi trovato le soluzioni del sistema.
x+y=13
° Risolvere il sistema: { y31 . Abbiamo un particolare sistema di secondo grado, che richiede di
_X:y =

determinare due numeri reali dei quali si conoscono la somma e il prodotto. Invece di applicare il me-
todo di sostituzione conviene costruire 1’equazione di secondo grado associata: F-s-z+ p =0, in cui
s e p indicano rispettivamente la somma e il prodotto noti delle variabili. Le soluzioni di questa equa-
zione sono anche le soluzioni del sistema. Vediamo in che modo. Cominciamo a risolvere I’equazione
associata che in questo caso e: Z-13-z+31=0.

L 132V169-4-1.13 _ 132V169-52 _ 1324117 _ 13313 _13%3.413

2-1 2 2 2 2
1343413 [ 13-3-413
Ecco le soluzioni del sistema: 2 Vv 2
13-3-413 13+3-4/13
2 2
Fase 2: Completa ...
2x—y+5=0

° Risolvere il sistema { . Abbiamo un sistema di .... grado. Applichiamo il metodo

X +4y-2x-12=0
di sostituzione, ricavando il valore dell’incognita y dalla prima equazione e sostituendolo nella secon-

da: 2 Y = i, L Jrr L Jree s Cosi 1a seconda
X244 (e, J= 20 =12, oo e,

I valori trovati li sostituiamo nella prima equazione ricavando 1 valori numerici di y:

.................................................................................... . o x+y=24
% = % Risolvere il sistema: .
.................................................................................... xy =15
Per risolvere questo sistema dobbiamo considerare la seguente equazione di secondo grado associata:
2 2o =0, RISOIVIAMOIA: Z = .oviiieiiiii i, Scriviamo adesso le solu-
Jioni del sistema: { ..................... y { .....................
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Fase 3: Prova!

Utilizzando il metodo di sostituzione risolvere i seguenti sistemi non lineari
N {x—y+4=0 _{3x+4y+1=0 _{x—yz—l
X' =4y—x4+2=0" |x*=2x—y+1=0" |4x—y*+2x-3y+76=0
[({=2;2} v {T7; 11}), (D); ({=8; =7} v {9; 10})]
4x-5y+15=0 3x2—y2+1=0_ X +2y* =17
{2x2—3x+2y=63 ’ {—2x+3y:13 {y2=4x+16

[

; {3x2—2y=2x+6 _ {—x2+4y=x—12 _ {x—5y+3=0 _{x +y* =32

x’—y=x-35 5x°—y=Tx+3 2x*—x—4y=3" |x*—y*=0

l:({—4;25}v{4;17});[{O;—S}v{%; ;Zi}j (9+32(\)/E 69+130(\)/EJ ({_4 +4}v{4;i4}):|

Risolvere i seguenti sistemi non lineari mediante la risoluzione delle equazioni a essi associate.
x+y=17 [x+y=-5 [x+y=3 [x+y=-8 ? =

4. ’ ; Y ; Y ; Y ; (x+y) =16 (Attenzione! Vengono fuori due
xy=4 xy=1 xy=-2 xy=—7 xy=3

distinti sistemi)

[[Wﬁ 17+WJ (—5+ﬂ —5+f] [“f 3+f] EENENC NI {+1+3})}

2 3 2 2 2
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5. Algebra non lineare

5.3 Disequazioni non lineari

Prerequisiti

¢ Numeri irrazionali e calcolo con i radicali

¢ Risoluzione di equazioni binomie, trinomie e reciproche
e Risoluzione di disequazioni lineari

e Risoluzione di sistemi di disequazioni lineari

Obiettivi
e Risolvere disequazioni di secondo grado, utilizzando quanto appreso sulle equazioni
e Risolvere sistemi di disequazioni di grado superiore al primo

e Comprendere il concetto di intervallo delle soluzioni

Contenuti
e Disequazioni non lineari

e Sistemi di disequazioni non lineari
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Disequazioni e sistemi di disequazioni non lineari

Nel modulo relativo ai problemi lineari, nel volume primo, abbiamo introdotto il concetto di disuguaglianza
e quello conseguente di disequazione, concentrandoci nella risoluzione delle disequazioni lineari o esprimi-
bili come prodotto o rapporto di fattori lineari.

Adesso vogliamo risolvere le disequazioni di grado superiore al primo per cui utilizziamo il teorema gia e-
nunciato nell'unita "Equazioni non lineari", che qui enunciamo in forma diversa.

Teorema 1
Dato il polinomio a,x"+ax"" +a,x"”+...+a, x+a,, se esso ammette solo i seguenti zeri reali, non

necessariamente tutti distinti, x,,x,, X;,..., X,

_1»X,sm<n, allora vale la seguente identita:
apx"+ax"" +a,x" +..+a, x+a,=a, (x—x) (x—x,) - (x=x,)..r(x—x,)- O, (x)

in cui Q(x) ¢ un polinomio di grado n — m.

Ci0 significa che leghiamo la risoluzione di una disequazione polinomiale di grado superiore al primo al
problema di scomporre il polinomio in fattori, determinando i suoi eventuali zeri. Vediamo qualche esem-
pio.

Esempio 1

0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 2
e Risolvere la disequazione * +7x+10>0_ Consideriamo il polinomio associato * +7x+10 e
procediamo a scomporlo in prodotto di polinomi. In particolare consideriamo il trinomio di secondo
grado, cioe¢ cerchiamo due numeri interi, se esistono, la cui somma sia 7 e il cui prodotto sia 10. Essi sono

2 e 5. Pertanto scriviamo: x° +7x+10= (x+2)-(x+5) e quindi la disequazione di partenza & equivalente

alla risoluzione di (x + 2) - (x + 5) > 0. Sappiamo che ci0 equivale alla determinazione del segno di un
prodotto, stabiliamo quindi il segno dei singoli fattori, cominciando dal positivo:x +2>0 = x> -2 A X

+5>0= x>-35 e rappresentiamo in un grafico ottenendo 1l risultato
finale: x<-5vx>-2.
¢ Risolvere la disequazione x> —3x—5<0. Stavolta non abbiamo un trinomio notevole dobbiamo perciod

3+29
_3+49+20

usare la formula risolutiva dell’equazione di II grado: x= <
2 3-4/29

2

, percio possiamo

scrivere la disequazione iniziale nel seguente modo: (x —@J . (x —#] <0. Quindi abbiamo il

+ - + -/
seguente schema: o o dal quale si ricava la soluzione: % <x< @

L’esempio precedente permette di impostare il problema piu in generale per la risoluzione delle disequazioni
ax® +bx+c>0vax® +bx+c <0 nel caso in cui il discriminante dell’equazione associata sia positivo, ovve-

132



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 2 — Capitolo 5 - Unita 3 - Biennio
ro I’equazione ammetta due soluzioni distinte x, < x,. Osserviamo che possiamo sempre supporre a > 0,

poiché se cosi non fosse potremmo cambiare segno a tutti i coefficienti e verso alla disequazione. Sulla base
di queste ipotesi, grazie al Teorema 1, possiamo scrivere la disequazione nella seguente forma

a-(x—xl)-(x—xz) > Ova-(x—xl)-(x—xz) <0
e quindi a essa associamo il grafico seguente

() To
(o] @
r— I — — +
e = + +
_____________ —
ar? + br + ¢ ~}— — +

mediante il quale possiamo dire che il trinomio ax® +bx +c, nelle ipotesi a > 0, A= b*—4dac>0 e XX,
siano 1 suoi zeri, con x, <x,, ¢ positivo negli intervalli in cui ¢ x <X, v x> x,, mentre risulta negativo
nell’intervalloincuie x, <x<x,.

Possiamo perciod enunciare il seguente teorema.

Teorema 2

Nell’ipotesi in cui sia A =b> —4ac >0, il trinomio ax’ +bx +c ammette due zeri x,,x,,con x, < x,, quindi
si scrive ax® +bx+c=a-(x—x,)-(x—x,). Pertanto assume lo stesso segno di a quando & x<x, vx>x,,
mentre assume il segno opposto aquellodiasee x, <x<x,.

Vediamo I’applicazione del teorema agli esercizi.

Esempio 2
e Risolvere la disequazione 3x* — 7x + 1 < 0. Dato che I’equazione associata ha delta positivo: 49 — 12 =

7437

37, troviamo le sue soluzioni, che sono x = p

. Adesso grazie al Teorema 2 possiamo dire che il

7-37 7++37
-

trinomio € negativo, cio¢ ha segno opposto al suo primo coefficiente, per 6 <x<

N

e Risolvere la disequazione —5x* — 17x + 4 < 0. Il problema & equivalente a quello di risolvere la
disequazione 5x* + 17x — 4 > 0. Anche in questo caso il delta & positivo e le soluzioni dell’equazione

17369

10

PN

, quindi il trinomio ¢ positivo, cio¢ ha lo stesso segno del suo primo

S 17 ++369
10 '

associata sono x =

coefficiente, per i seguenti valori: x <

17 -/369
T

—-71+/401
22 ’
Stavolta ci interessa sapere quando il trinomio ¢ positivo o nullo, percid la soluzione sara:

-7-4401 -7++/401
S———————vVvx2———.
22 22

e Risolvere la disequazione 11x* + 7x — 8 > 0. Le soluzioni dell’equazione associata sono x =

X

Il procedimento descritto nell’esempio precedente puo usarsi anche se il discriminante ¢ nullo, anzi in questo
. . 2 . .. . N
caso, per il Teorema 2, si ha: ax’ +bx+c=a-(x—x,)-(x—x,)=a-(x—x,) . Quindi il segno del trinomio &

lo stesso del primo coefficiente, essendo 1’altro fattore un quadrato perfetto, e quindi sempre positivo per
x # x,. Grazie alla formula risolutiva dell’equazione di secondo grado siamo anche in grado di determinare
~btJA  —b

b . . . .
—, pertanto x, = —2— . In queste ipotesi vale il seguente risultato.
a

x,. Infatti: x = 5 5
a a
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Teorema 3

Nell’ipotesi in cui sia A=b*—4ac=0, il trinomio ax®>+bx+c ammette un solo zero reale x=—2—e
a

2
.. b . . . b
ertanto si scrive: ax> +bc+c=a-| x+— | . Quindi esso assume lo stesso segno di a quando & x # ——,
p o 2 1 2a

mentre non assume mai il segno opposto a quello di a.
Anche in questo caso vediamo delle applicazioni del teorema.

Esempio 3
e Risolvere 9x* — 6x + 1> 0. Si ha: A =36 — 36 = 0, per il teorema 3 si ha: 9x* - 6x+ 1 >0 < 3x— 1)*>0

1
SXF -
3

e Risolvere la disequazione 16x* + 40x + 25 > 0. Si ha: A = 1600 — 1600 = 0, percid per il Teorema 3. si ha
16x% + 40x + 25> 0 < (4x + 5)*2 0, il che accade per ogni numero reale.

e Risolvere la disequazione 81x* + 18x + 1 < 0. Occorre verificare se il trinomio & un quadrato di binomio
per stabilire se il discriminante & nullo; in questo caso lo & e si ha (9x + 1)> < 0, quindi la disequazione
non ha soluzioni.

e Risolvere la disequazionex” —18x + 81 < 0. Si ha (x — 9)* < 0, quindi il trinomio non & mai negativo, &
pero nullo per x = 9, percio questa ¢ 1’unica soluzione.

Consideriamo infine il caso in cui il trinomio abbia discriminante negativo. Ricordiamo quanto vale per il
completamento dei quadrati. Se il discriminante del trinomio € negativo, €sso puo scriversi nel seguente mo-
2
b j dac - b’
+
2a 4a

a > 0. Dato che A < 0, essa risulta la somma di un numero non negativo e di un numero positivo, quindi ¢
sempre un numero positivo. Cio significa che vale il seguente teorema.

do: ax® +bx+c= (\/Zx + . Consideriamo la precedente espressione nell’ipotesi in cui sia

Teorema 4
Nell’ipotesi in cui sia A =b> —4ac <0, il trinomio ax’ +bx +c assume sempre lo stesso segno di a.

Anche in questo caso vediamo delle applicazioni.

Esempio 4

e Risolvere la disequazione 6x* —x + 8 > 0. Siha A= 1 — 196 < 0, per il Teorema 2 il trinomio & sempre
positivo, quindi tutti i numeri reali sono soluzioni della disequazione.

e Risolvere la disequazionex” — 5x + 18 < 0. Si ha A=25—72 <0, per il Teorema 4 il trinomio & sempre
positivo, quindi nessun numero reale ¢ soluzione della disequazione.

Per le disequazioni di secondo grado abbiamo stabilito regole che facilitano il loro svolgimento, per quelle
di grado superiore si procede alla scomposizione in fattori, quando ¢ possibile.

Esempio S

e Data la disequazione 3x° — 5x* + 5x — 3 < 0, risolviamo I’equazione reciproca: 3x° —5x* + 5x =3 =0 =
30— =5x (x-1)=0=3-(x-1) - C+x+ 1) =5 - x-1)=0=>(x-1)- G’ +3x+3-50)=0
= (x — 1)-(3x* = 2x + 3) = 0. Quindi possiamo scrivere: 3x° —5x* + 5x -3 <0 < (x— 1) - 3x*—2x + 3) < 0.
Ora il fattore trinomio ha discriminante negativo (A = (- 2)2 —4-3.3=4-136), quindi I’espressione ha il
segno del suo primo coefficiente 3, cio¢ ¢ sempre positiva. Possiamo percio eliminarlo e affermare che la
disequazione di partenza ha le stesse soluzionidix— 1 <0=x< 1.

6x° —2

e Risolvere la disequazione fratta —(f—————
9 4x* —3x* 1

>0. Il segno del numeratore pud essere determinato
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1
subito, esso ¢ positivo per x >3 3 Per il denominatore risolviamo 1’equazione biquadratica a esso

associata, ottenendo: X" =—— = _l. Percid scriviamo 4x* —3x* —1=4 - (x2 -1)-
8 4
secondo fattore ¢ sempre positivo, puo percio eliminarsi, non essendo di alcun interesse ai fini del segno
dell’intera espressione. Dobbiamo quindi risolvere x* = 1 = x = + 1. La disequazione di partenza diviene
6x° —2

4-(x=1-(x+1)
nella prima riga ¢ descritto il segno del numeratore, nella seconda quello del denominatore e nella terza
quello dell’intera frazione, ossia quello che a noi interessa:

, 3t9+16 |1 , 1
x+—|. 1l

>(0. Lo schema associato alla precedente disequazione ¢ il seguente, tenuto conto che

|
|
|
o
¢
-

.
o

=
|
|
e

1
Le soluzioni sono quindi: —1< x < i/; vx>l1.

135



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 2 — Capitolo 5 - Unita 3 - Biennio

Verifiche

Lavoriamo insieme

Risolvere 4x* — 7x — 1 > 0. Avendo a che fare con una disequazione di secondo grado & importante
determinare il valore del discriminante: A =49 + 16 = 65 > 0. L’equazione associata ha percio le seguenti

7+465
8

due soluzioni: x = . La disequazione ha soluzioni quando il trinomio assume lo stesso segno del

primo coefficiente, che ¢ appunto positivo. Per quanto visto in teoria possiamo dire che le soluzioni sono

—/65 7465
Vx> .
8 8
Risolvere 2x*—2 - 2 x+1<0. Stavoltasiha: A=4-2-4-2=0¢ I’equazione associata ha percio una

esterne all’intervallo 1 cui estremi sono gli zeri del trinomio. Quindi x <

sola soluzione: x = = La disequazione data ha soluzioni quando il trinomio assume segno contrario a

quello del primo coefficiente, ma cid non accade mai. Vi ¢ perd la possibilita che il trinomio sia nullo e,

poiché il verso della disequazione ¢ <, I’'unica soluzione ¢ x = =

Risolvere 14x* + 3x + 2 < 0. Abbiamo A=9 -4 - 14 -2 < 0. L’equazione associata non ha soluzioni reali,
quindi il trinomio assume sempre il segno del primo coefficiente. Dato che esso ¢ positivo, mentre
vogliamo sapere quando ¢ negativo, la disequazione in oggetto non ha soluzioni.

Risolvere le seguenti disequazioni

Livello 1
1. 10x2=23x=5>0;49x>—28x + 4> 0; 25> = 10x + 1 < 0; 81x% + 144x + 64 <0
x<—lvx>§ ;xig;g;x:—§
5 2 7 9
2. 11x°=32x+35>0: =56+ 9x +2>0; 169x> = 1 <0; 135x*— 85x > 0
V)CER—1<JC<2,—L<X<i x<0vx>1—7
8 77 13 13 27) ]
3. B 42x—1<0 12 +5x-1<0; 112+ Tx+2<0:3x°=2- 3x+1<0
x<—lvx>§ ;x;ﬁg;Q;x:—§
5 2 7 9
4, 27— 6x+3<0;6x3—5x—22>0;16x>—8x+1<0;169x*+ 104x + 16 >0
3_\/§st3+\/§; xss_mvxzs-h/% ;le;‘v’x R
2 2 12 12
5. 11X =320:23:+1>0;x°+8<0:4x2 - 1<0;48x* +11>0
3
x27—:;Vxe R;J;— Vxe R
sz e mon e
Livello 2

6. [éx—l)[%x+1j—xz +3x>8x+1;(x—1) - (x+2)=3x<2x—1) - (=x+ 1) + 13x - x*

—31-769 314+/769 9-4/85 9++/85
g <x< g ; 2 <x< 2

2
2x—1+x —3x+1 < (x=3)-2x+3)

< —3x% +1 (<]
2 3 4
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3} {95—% 95+\/ﬂ}

8. (3x+1)-(2x—1)—(4x—1)-(—2x+3)S3x+2—[éx—1j'[5x—5 <x<

132 132
9.  (x+12)-(5x-D-— éx+1 : zx—l > lx—g : éx—s +x2—x+1
2 3 27 3)\4

383++/152485 383 —+/152485
x<-—2- vx>-—2- 3

63

10.  (x+1)° —[éx—lj'[éx+lj2 Bx+1)? +[§—xj'[§x+1j {__31_ V1765 <x< —31+\/1765}

134 134

Livello 3
11. Datal’equazione ax® + bx + a = 0, stabilire per quali valori di a e b ammette soluzioni reali.

{—Hﬁasﬂ}
2 2

12. DataI’equazione ax” + bx — a = 0, stabilire per quali valori di a e b ammette soluzioni reali.
[Qualsiasi valore]

Risolvere la disequazione 12x* — 10x° — 4x* + 5x — 1 > 0. Vediamo se & possibile scomporre il polinomio in
fattori lineari del tipo (x — k), con k intero. k va cercato fra i divisori del termine noto, cio¢ +1 e — 1, che,
sostituiti alla x, lo annullano. nessuno dei due valori risponde alla richiesta. Allora vediamo se k pud essere
razionale: in tal caso lo cerchiamo tra i rapporti fra il termine noto e 1 divisori del primo coefficiente.

Cominciamo con 5 : se lo sostituiamo alla x nel polinomio dato otteniamo il seguente risultato.

4 3 2
12.(lj —10(1) —4.(lj +5.l_1:12.i_10.l_4.l+§_1:§_§_1+§_1:3_5_4+10_4:0
2 2 2 2 16 8 4 2 4 4 > 1

Poiché x = %annulla il polinomio possiamo abbassarlo di grado dividendo per (X_EJ con la regola di

12 =10 -4 +5|-1

— 6 -2 -3(+1

12 -4 -6 +2

Ruffini:

1
Possiamo allora dire che la disequazione di partenza ¢ cosi divenuta: (x—5)~(12x3 —4x2—6x+2)> 0,

Ripetiamo la ricerca degli zeri per il fattore di terzo grado e troviamo il valore x = B Lasciamo il compito

1 1
allo studente di abbassare di grado con la regola di Ruffini, ottenendo (X—EJ . (x—gj -2 - 1) > 0.

Scomponendo anche 1’ultimo fattore si ha: (x—%j-(x—%j-(\/Ex—l)-(\/zx+1)> 0. Possiamo passare al

grafico.
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7 5
L — — -+ +
e R T
V2e—1 — + ++ +
V2z+1 _ — +
+ - W +
K—X
— I 1 1
Pertanto le soluzioni sono: x<——=Vv—-<x<—VvVx>—.
V2 37 2 T2
Risolvere le seguenti disequazioni
Livello 2
3. 1+2x 4 1> ;4y—1_2y+7>_3 6z—1 4z+7
1-2x 1-4x* 3y=5 y+1 5z+3 31+5
—1<x<—l; y<—1vy>é ; zS—Zv—§<zS—1vz>—E
2 3 4 3 5
2 —_— —
4 7 5t+1< 4 5u_6u +3u 1<1u—§;w 1<13w+5_1
2t-3 3t-5’ 3u—1 2 2 w+l 2w-4

{(§<,<ll975_4 J985v§<,<119f5_4 wss}wl{ws—w—Tz-ﬁv_lwgB%z-ﬁvwﬁﬂ

2 _ 2_ 2_ _
15, IO;C +x 3S0; 22)( 1 <0: 2)2c x—=5
3x°=5x+7 x =7x-3 3x +11x+1
{ 3 1( 2 7-J61 2 7+\/5J (—11—\/109 1-va1  —11++109 1+\/HJ]
——<x<—;| —=<x< v—=<x< ; <x< \% <x<
5 2 2 2 2 2 6 4 6 4
16. 32x +5x+2< : 2)3c 7>O; x +2x-1 <0
x“—14x+5 x =1 3x2—2-x/§x+1
Kx<—%v7—2-\/ﬁ<x<2vx>7+2-\/ﬁj (x<1vx>2j —1-2<x<— 1+J_}
2_ 2_ _ 2 _
17, 25x2 10x+120; ll)c2 2x 5<0; 7x2+15x 820
81x"+18x+1 =3x " +4x+1 —x"+3x—4
1 1-2.14 2-7 1+2-14 2++/7 ) —15-/449 —15++/449
xX+——; x< \% <x< Vx> : <x<
9 11 3 11 3 14 14
Livello 3

18. 35x* — 128 +120:;48x°—94x* +45 < 0; 6x° — 19> + 19x - 6> 0

H <—£ —\/7_3 S\/_ \/_J i/%< %(3<x<lvx>;ﬂ

19, 35¢° —39x% —39x +35 < 0; 2x* — 5> +5x —2>0; > =62 +11x=6

X+xt=2x=2

Kx<—1v§<x<%j;(x£—lv%£xSlvxZZj;(x<— 2v—1<x£1\/x/§<x<2vx>3)}
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3 2 4 3 2
6x” —25x +31x—10§0_ x"—10x" +35x —50x+242

20. : 0
30+ -9x-3 36x* —13x%2 +1
7 11 5 1 1 11
— 3<x<——v—SxS—v\/§<xS2 Jx<——v—<x<—v—<xZL1v2<x<3vx2>4
3 2 3 2 3 3 2
3 2 3 2
gy, XX Al g ¥ 220 A2x [r<—l:ix<—-lvx>1]

x* -1 X +2x7 +2x+1

Lavoriamo insieme

Data I’equazione parametrica (1 + 2m) - x* — x + m — 1 = 0, vogliamo stabilire per quali valori del parametro
si ottengono soluzioni reali.
Calcoliamo il discriminante: A=1-4-(1+2m)-(m—-1)=1-4-(m-1+2m*-2m)=1-4m + 4 — 8m*

+ 8m = — 8m” + 4m + 5. Affinché le soluzioni siano reali il discriminante non deve essere negativo, quindi:
244440 —2+44 222411 1411

— 8m* + 4m + 5 > 0. Le soluzioni dell’equazione: m =

1-11 1+11

<m<
4 4

-8 -8 -8 4

quindi si hanno soluzioni reali per

Determinare, se esistono, i valori reali da assegnare al parametro m affinché risulti quanto richiesto
Livello 2

3 3
22. L’equazione (3 —m) - X* = 2mx + (3 + m) = 0 ammette soluzioni reali. {m <——vm2 —}
V2 V2
23. L’equazione (7 + 2m) - x>+ dmx — (7 — 2m) = 0 ammette soluzioni reali. [VmeR]
24. L’equazione (m + 1) - x>+ 2mx + m = 0 ammette soluzioni reali. [m=-1]
25. L’equazione (m* + 1) - x>+ mx + m — 1 = 0 ammette soluzioni, reali o no, la cui somma & maggiore di
3. (]

. 2 2 .. . . <
26. L’equazione (m” — 3) - x“+ 3mx + 2m — 1 = 0 ammette soluzioni, reali o no, la cui somma ¢ compresa

{_3+\/5_7 L 34109 34457 —3+\/109}

tra2eb. <m< <m<

4 10 4 10
27. L’equazione (m2 -2)- ¥+ x +m—2 =0 ammette soluzioni, reali o no, il cui prodotto ¢ minore di 1.
[m<— 2v0<m<1vm>\/§]

28. L’equazione (4m—1) - ¥+ x+m>+m—1=0 ammette soluzioni, reali o no, il cui prodotto & compre-
9++/93 11-V113  -9++/93 11+\/113}
— <m< \Y <m<
2 2 2 2

so tra—2 e 3. {

L'angolo delle correzioni

Correggere i seguenti procedimenti errati

. ¥*>1=x>+1.

2 X +2x—1>0:>x~(x—1)+(2x—l)~(x+l) X —x+2x"+2x—x-1
x+1  x-1 (x—1)~(x+1) (x—1)~(x+1)

>0:>3x2—1>0Ax¢i1:>x>4_r\g/\x¢il

2 _ ) (x— —
X 5x+6>03w>0:>x—3>0:>x—3>0:>x>3

3.
x> =3x+2 (x=1D-(x-2) x—2
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<0

x—1

:>—
(x=2)-(x=5)

tengono le soluzioni: 1 <x<2vx=>5

x—1
x2=7x+10
2_
x2 3x+1 50,
x —2x-1

Risolviamo

le

equazioni

L_3EV9-4 3%V5  2%V44d4 2:VB 2222
2

2

positive rispettivamente per

2

2

2

trice stabiliamo che si ha 1— \/5 <

Le soluzioni sono percio: 1-v2 <x<

3_\/§<x< 3+45
2 2

3-5
2

<1+\/§<

3+\/§

, costruiamo il grafico

2
3 — /5 3+/5
1-v2 2 Tefa/2 2
22 —3r4+1 S — + + -
21 j————_——__j__ + o
r? —3x+1 3

3-5
2

v 1+\/§<x<

140

1 2 5
v-1 + +
v — 2 —_— I b
r—5 — —
xr—1
<0 = |[F-mrn [ =] — * | Dal grafico si ot-
associate al numeratore e al denominatore.

=1+42, quindi le due espressioni sono

e per x< 1-v2 v x>1++2. Dato che, con la calcola-
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Sistemi di disequazioni non lineari
Passiamo a risolvere sistemi di disequazioni non lineari, partendo da alcuni esempi.

Esempio 6
. o L .. |5x*=x-1>0 . . . :
Risolvere il sistema di disequazioni: ) . Determiniamo le soluzioni delle equazioni associate
Tx"+13x+2<0

L 1241420 12421
10

10

e 7 + 13x +2 =0 =

a ciascuna disequazione: 5x* — x - 1 = 0 =

e ~13£4/169-56 —13++/113
14 14 )
1-+/21 1+421
x < VvV X>
10 10
—13-+/113 —13++/113
—_— < A<l

14 14
I’ordine dei 4 valori ottenuti, che rappresentiamo nel grafico seguente.

N

I sistema di partenza ¢ percid equivalente al seguente:

Ordiniamo 1 quattro valori ottenuti. Usando la calcolatrice stabiliamo

—13 — /113 T/ BT =185 JT13 1+ V21
B 10 14 10

52 —ax—1=0

14
T2+ 132 +2<0 i

Dato che cerchiamo soluzioni comuni, che, da un punto di vista grafico, sono intervalli di linee continue, la

~13-4/113 1-21
14 <x< .

10

soluzione €

Concludiamo con un esempio pit complesso.
Esempio 7

3x° +x-7<0
Risolvere il sistema di disequazioni { 7x’ +2x”> +2x+7 >0 . Consideriamo la prima disequazione. Essa & di
=l

X —6x=5 >0

-1-+/85 —-1++/85

———<x<——. La
6 6

seconda disequazione ¢ una reciproca di terzo grado e di prima specie, quindi scomponiamo il polinomio

ottenendo: 7x° + 2x°+ 2x + 7= T-(+ 1)+ 2x- (x + D =(x + 1) - (7 = Tx + 7+ 2x) = (x + 1) - (X" = 5x + 7).

Essendo il fattore trinomio a discriminante negativo, il suo segno ¢ sempre positivo: le soluzioni della
disequazione sono le stesse di x + 1 >0, cio¢ x = —1. Per la disequazione fratta, il numeratore & positivo per x

> 1, mentre il denominatore & positivo per x° <3—+14 v x’ >3++/14 = x<33-14 vx>3/3+/14 .

Possiamo quindi dire che il segno della frazione ¢ il seguente:

secondo grado e ha il discriminante positivo, quindi la sua soluzione ¢
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«;}f:{ — 14 1 \"}’!3 +V14
. 2 L 4

r—1 I __ _____ + +
I._,Iiirl._,lii!r S —_ +

s + = | =

r—1
a0 — 63 —5 + o * +
—1—-+/85 —1++/85
<x<
6 6

Quindi il sistema di partenza ¢ equivalente a  x =1

J3-14 <x<lvx>3+/14

. Le soluzioni sono percio

determinate dal seguente schema:

-1 \/% .
G V3- V14 1

Lo S S | g

ot + 2 4 2+ 720 o

z—1
a6 —6x3 -5

Non essendovi alcun intervallo per il quale tutte le disequazioni siano verificate, il sistema ¢ privo di
soluzioni.

>0 ——f-----
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Verifiche

Lavoriamo insieme
X’ —x—1>0

¢ Risolvere il sistema di disequazioni in un’incognita: {x*+1<0 . Osserviamo che la seconda
3x*—2x-5>0

disequazione ¢ prova di soluzioni, poiché il primo membro ¢ sempre positivo. E percio inutile risolvere le
altre disequazioni, dato che il sistema non potra avere soluzioni.

x* —8x+15<0
e Risolvere il sistema { x> —7x+12>0. Risolviamo singolarmente ciascuna disequazione. La prima ha
x*=2x+5>0

equazione associata con discriminante positivo e soluzioni x = 3 e x = 5, quindi ha soluzioni: 3 < x < 5.
Anche la seconda ha equazione associata con due soluzioni reali, x = 3 e x =4, le soluzioni: x <3 v x > 4.
Infine la terza ha equazione associata di discriminante nullo, quindi il trinomio che la rappresenta assume
sempre lo stesso segno del primo coefficiente, che ¢ positivo. Percio la soluzione ¢ I'insieme dei numeri
3<x<5

x<3vx=>4

presenza o assenza non varia 1’insieme delle soluzioni, quindi non ne terremo conto. Non & necessario

costruire il grafico, si capisce facilmente che la soluzione comune ¢: 4 < x < 5, che sono quindi le
soluzioni del sistema.

reali. Pertanto il sistema diviene { . Stavolta la terza disequazione ¢ ininfluente perché la sua

Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni in un’incognita

Livello 1
1 2 1 2
— [ < __vy. - —
| Bx4]>—xt2 2x (x j 2x< x(x j+x 1 ! 4 34177
2 ’ —<x<—;x<-
x =2x+122x-1)-Bx—-2)+x-1 3 1 1 ) 4 5 14
27 44 3
1 1>(1 1] (1 1) x—1 2x-3 3x+1 1
—X—=2|—x—— || zx+—= - < -
4 2 3 2 3 2 2 3 4 2
2. : 5 [D; D]
> (x—1) UL P I L T S
x A 3) 737 4)\4” 3
. 2x—1_lx<4x D (se2x4120 [ =5x46>0 [x*—2x-1550
' 3 3 3 172 4x-2<0 |x2—7x+10>0" | x> =3x=1020
3xP—x-7<0

<0;—

1-/85 1457 —1+«/_
p <x ” <x<

x<2vx>5-3<x<-2vx= 5}

2 _ < _x+ P—x+5<
. {4x 4x+1_0'{x X+6>0 .{SX x+5<0 [x=1/2; x #-3/4; D]

9x2 +6x+1>0 |16x>+24x+9>0" |x*=3x"=2x-10=>0
Livello 2

X =xt=x+1>0 [x'=2x"+2x-1>0 xz—l_x2+1>0
5. e _1<0; 04020 09 v+l ox—1 [—1<x<1;x<—1;33—\/€<x<1}
X +xT—x X x*+x 6 6y +3<0
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2 2 4
P =2x+1>0 x2 -9 >0 x2+x+1<0 x4—81<0
O Al IR PR SIS DU
5 _ 3 -6<0 <0 |————>0 >0
o x* =16 x—x-1 x*+1

{xil/\—32SxS\/§;—3SxS3; <x<T;—3<x<—2v2<x<3

“1-V5 15 }

2
Livello 3
X204l o 72— x-250 |36 —x+1>0
5 >
xoa2x=l o ds02<0 s Tat -2 +320
X +11x+9<0 ) |
-1 A —dx+l o1
12x° —x* -2 x—1
R Y- TV -2 DR L CCLANN C GRS S LA IO
2 3 14 14 5
x*—3x >0
x*+1<0 ¥ =3x'—x+3<0 [x*-3x"-1<0 Xr—4x+4
8. ¥ —x? 4320 19X =7>0 0930 = x> =3x+1>0; { x*—x*"-3>0
KT 1230 +324<0 | X —3x-5 X' =2x>0 X' +3
xP—4x—1 x' =3

@;@;—1<x<0v9/§<xs

3+;/E;®

Lavoriamo insieme

. . . . . 2 . . . .
Riconsideriamo 1’equazione parametrica (1 + 2m) - x* — x + m — 1 = 0, che abbiamo gia visto in un

1-/11 1+/11
" .

4
Adesso vogliamo stabilire per quali valori di m le soluzioni, reali, hanno prodotto inferiore a 2. Cioe

1-+11 1++/11

<m<

precedente box Lavoriamo insieme, trovando che essa ha soluzioni reali per

<Sm<
dobbiamo risolvere il sistema: 4 4 . La seconda disequazione si risolve facilmente:
m—1 <2
1+2m
-1-2-(1+2 -1-2- -3m-
n ( ) <0= M <0= =2 <0, le cui soluzioni si ottengono facilmente,
1+2m 1+2m 1+2m

lasciamo il compito allo studente di farlo, e sono: m<—1v m>— o Pertanto il sistema risolutivo diviene:

1-11 1++4/11

n SMmETy . o 1 1++/11
- Lasciamo ancora la risoluzione per esercizio. Si otterra: — 5 <m< .

m<-1v m>——
2

Risolvere i seguenti problemi impostando opportuni sistemi di disequazioni

Livello 2
9.  DataI’equazione parametrica (3 + m) - x* — mx + 3m = 0. Determinare per quali valori del parametro m
essa ammette due soluzioni reali il cui prodotto risulta minore di 4. [-3<m<0]
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Data I’equazione parametrica m - x> = (1 + 4m) - x + m — 2 = 0. Determinare per quali valori del para-

{ 4+13
mETT

metro m essa ammette due soluzioni reali la cui somma risulta maggiore di 2. vm> O}
Data I’equazione parametrica (2 — m) - x*+ (3 —m) - x + 1 =0. Determinare per quali valori del para-
metro m essa ammette soluzioni non reali il cui prodotto ¢ maggiore di 2. Se le soluzioni richieste fos-

sero reali, cambierebbe la risposta? {@;% <m< 2}

Data I’equazione parametrica (3 — m) - x> + (1 — 2m) - x + 2m = 0. Determinare per quali valori del pa-
rametro m essa ammette soluzioni non reali la cui somma & minore di 3. Se le soluzioni richieste fosse-

7-+/46 7-+/46
T msEmsT—

ro reali, cambierebbe la risposta? m<?2; vm> 3}

Lavoriamo insieme

Dato che I’equazione x* = 4 ha soluzioni x = * 2, possiamo dire che le soluzioni della disequazione x* > 4
sono x >+ 27

Osserviamo che la scritta x > £ 2 ¢ perlomeno equivoca, dato che se x > 2 ¢ ovviamente anche x > —2, men-
tre se x > —2 non ¢ detto che sia anche x > 2, per esempio 1 > -2 ma 1 < 2. Quindi non ¢ vera I’'implicazione
che abbiamo utilizzato. Sappiamo invece, dalla teoria, che la corretta soluzione & x < -2 v x > 2.

1.

10.

(Invalsi 2013) Nell'insieme dei numeri reali, la disequazione x* >0 & verificata [A]

A) per ogni x # 0 B) per ogni x C) solo per ogni x < 0 D) solo per ogni x >0

(Invalsi 2015) Nell’insieme dei numeri reali la disequazione x° +1>0 2 verificata [C]

A) solo per x>0 B) solo perx>—1 C) per ogni x D) per nessun x

Sapendo che & x > 1, quale delle seguenti scritte non ¢ detto che sia vera? [A]

A)X>0B)xX>1 O)x*+x>2D)2x*>2

La disequazione ax” + bx + ¢ > 0 ha per soluzioni ogni x reale [B]

A)solose A<0 B)sea>0e A<0C)sea>0eA>0 D)sea-c>0

Quale fra le seguenti & la corretta soluzione della disequazione x* + 2x + 1 > 0? [B]

A)VeR B)x#-1C)x>-1D)x<-1vx>1

Per quanti numeri interi & verificata la disequazione x* + 7x — 2 < 0? [8]

Per quanti numeri razionali & verificata la disequazione x* > V22 [Infiniti]

Per quali valori reali di a la disequazione ax” + 2x — 1 < 0 non ha soluzioni reali? [a<-1]

2
Quali sono le soluzioni della disequazione M >07? [x<-2vx>3]
(x+2)-(x-3)

Per quali valori di @ numero reale I’equazione x* + ax — a = 0 ha due soluzioni reali e distinte?

[a<—4va>0]

Qui riportiamo alcuni quesiti particolarmente impegnativi

1.

ax® +bx+c

dx* +ex+ f

zioni al numeratore e al denominatore. In particolare dire quando I’insieme delle soluzioni ¢ formato
da a) J; b) un intervallo; c¢) due intervalli; d) tre intervalli; e) quattro intervalli; ) I’insieme dei numeri

Studiare la risoluzione della disequazione >0, al variare delle soluzioni delle disequa-

reali. [a) A <0 per entrambi e ad < 0, oppure A = 0 per entrambi e gli intervalli soluzione disgiunti; ...]
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Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali
Davanti a ogni esercizio vi ¢ un simbolo che si riferisce alla gara da cui ¢ tratto.
AHSME = Annual High School Mathematics Examination OMI = Olimpiadi della Matematica italiane

Lavoriamo insieme

Consideriamo un quesito assegnato agli AHSME del 1962. Quale dei seguenti insiemi di soluzioni soddisfa
la disequazione 2 +x<6?2A)-2<x<3/2 B)x>32vx<-2C)x<3/2 D)32<x<2E)x<-2.
Potremmo semplicemente verificare alcuni valori, per esempio consideriamo x = O che verifica la disequa-
zione, ma non appartiene agli insiemi B), D) ed E) per cui possiamo escluderli. Adesso consideriamo x = -2
che appartiene a C) ma non ad A) e non verifica la disequazione (2 - 4 — 2 = 6), pertanto escludiamo anche C
e la risposta corretta ¢ A). Questo modo di procedere ¢ indicato per questo tipo di test poiché piu veloce. di-
versamente potremmo risolvere la disequazione, ottenendo 27+ x-6=0=x=-2v x=3/2, dacuila
disequazione ha soluzione -2 < x < 3/2.

2

1.  (AHSMEI1969) L’insieme dei valori che soddisfano la disequazione x2 N
x —

A)x>2vx<-2v-1<x<1B)x>2vx<-2QC)x>1vx<-2D)x>1vx<-1E)x#zx1
2. (AHSME1959) Le soluzioni di x* + bx + ¢ = 0 sono entrambe reali e maggiori di 1. chiamiamo s = b +
c + 1, allora s A) puo essere minore di 0 B) puo essere zero C) deve essere positivo D) deve essere ne-

>0 e? [A]

gativo E) deve essere compreso tra —1 e 1 [C]
3. (AHSMEI1971) Determinare le soluzioni della disequazione 6x> + 5x < 4. [-4/3 <x < 1/2]
4.  (AHSMEI1974) Quale fra le seguenti affermazioni ¢ corretta? A) Se x < 0 allora ¥ >x B) Se x>0 al-
lorax>0C) Se x> > x allorax>0 D) Se x> >xallorax <0 E)Sex<1 allora x> < x [A]
5. (AHSMEI1974) Qual ¢ il piu piccolo valore intero di k per cui I’equazione 2x - (kx —4) — x>+ 6 =0non
ha soluzioni reali? [2]
6.  20MI1995) Quanti sono i numeri interi relativin percuin- (n+2)-(n+4) - (n+6)<0? 2]

Questions in English

Working together

Consider the folliwin question assigned at AHSME in 1965. If we write Ix* — 4| < N for all x such that lx — 2|
< 0.01, the smallest value we can use for N is A) 0.0301 B) .0349 C) 0.0399 D) 0.0401 E) 0.0499

Since Ix — 21 < 0.01, x is positive and x < 2.01. Hence b =4l =l —21- b+ 2l =lx -2 (x+2)<0.01-4.01
=0.401. The correct answer is D).

7.  (AHSMEI1956) If x < a < 0 then [B]
A)x2<ax<0 B)xz>ax>a2 C)x2<a2<0 D)x2>axbutax<0 E)x2>a2buta2<0
8.  (AHSME1957) The relation x* - (x* — 1) > 0 is true only for [D]

A)x>21B)-1<x<1 C)x=0,21 D)x=0,x<-1vx=>1 E)x=>0
9. (AHSME1958) For what real values of k, other than k = 0, does the equation x% + kx + k¥ = 0 have real

roots? [No values of k]

10. (AHSMEI1959) In the equation (x — m)2 —(x - n)2 =(m- n)z, m is a fixed positive number and 7 is a
fixed negative number. The set of values x satisfying the equation is [E]
A)x>0B)x<nC)x=0D) The set of real numbers E) none of these

11. (AHSMEI1965) The statement ¥ -x-6<0is equivalent to the statement: [A]
A)2<x<3B)x>-2C)x<3D)x>3andx<-2E)x>3vx<-2

12.  (AHSMEI1967) If x* = 5x + 6 < 0 and P = x* + 5x + 6 then [B]

A) P can take any real value B)20< P<30C)0<P<20D)P<0E) P>30
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Attivita di recupero

Attivita 1

Fase 1: Osserva

Risolvere 3x* — 5x + 1 > 0. Consideriamo I’equazione associata: 3x* — 5x + 1 = 0 e ne determiniamo il di-

5-413

scriminante: A = 25 — 12 = 13 > 0. L’equazione ha le seguenti soluzioni reali: , = 5413 _ 6

6 5+x/ﬁ.
6

Dato che il coefficiente del termine di secondo grado della disequazione & positivo, possiamo dire che il
segno dell’espressione ¢ positivo all’esterno dell’intervallo di estremi le due soluzioni precedenti; cioe:

5-413 5+4/13

v ox>
6 6

x <

costituisce la soluzione della disequazione.

Risolvere —4x” + 2x — 7 > 0. Cambiamo segno a tutti i coefficienti e verso alla disequazione, per ricondur-
la al caso generale in cui il primo coefficiente & sempre positivo: 4x* — 2x + 7 < 0. Adesso consideriamo
I’equazione associata: 4x> — 2x + 7 = 0, il cui discriminante & A =4 — 112 = -108 < 0. Poiché in questo
caso il trinomio assume sempre il segno del primo coefficiente, che ¢ positivo, possiamo dire che il tri-
nomio non ¢ negativo per alcun numero reale, quindi la disequazione ¢ priva di soluzioni.

Risolvere 81x% + 90x + 25 < 0. Calcoliamo il discriminante dell’equazione associata: A = 8100 — 8100 =
0. In questo caso, e potevamo anche accorgercene prima, abbiamo un trinomio che rappresenta il quadra-
to di un binomio: (9x + 5)* < 0, che quindi pud essere positivo o nullo, mai negativo. Percio, anche sta-
volta, la disequazione ¢ priva di soluzioni.

Fase 2: Completa ...

Risolvere 7x” + 12x + 3 < 0. Calcoliamo il discriminante dell’equazione associata: 7x* + 12x + 3 = 0: A =
............................ Troviamo le soluzioni reali della detta equazione: ...............ccoevvivvviniennnnnn.
Il coefficiente del termine di secondo grado della disequazione & positivo, quindi il segno dell’espressione

€ POSItIVO ..o, dell’intervallo di estremi le due soluzioni precedenti, cio¢: per ...... <X< .iien.
Risolvere 36x* — 84x + 49 > 0. Calcoliamo il discriminante dell’equazione associata: 36x% — 84x + 49 =0:
A= Il discriminante nullo ottenuto indica che il trinomio rappresenta un ......................
Percio esso ¢ positivo sempre tranne quando si annulla Cio€ per .............c.ccevvvvnnennnn. Quindi la solu-
zione della disequazione ¢ per tutti i valori tranne che per il precedente, cioe per .............

Risolvere 11x> + 7x + 5 > 0. Calcoliamo il discriminante dell’equazione associata: A= ................ ; dato
chee .....ooooeiiiiine , il trinomio assume .............. lo stesso segno del primo coefficiente, cio¢ il segno

positivo. Quindi possiamo concludere che la disequazione ammette soluzione per ..............c...ccooeeenen.

Fase 3: Prova!

Risolvere le seguenti disequazioni di secondo grado

1.

2.

3.

122 +5x—7<0: 4> = 2x +1<0: 3% + 15x +2>0: 16x> + 8x+ 1 >0

7 15++/201 ~15++201 1]
—l<x<—;0;x<— Vx> (X E——
12 6 16 4]

25 +10x—1<0; 212 + 13x+ 4 <0; —49x* —42x -9 < 0; 2x> = 5x+3 <0
1++2 —1+4J2  13=4/505 13++/505 3 1
- <x< (X< Vx> X#E——;x<-3vx>—
5 5 42 42 7 2|

8x° —17x+320; 1212 = 22x + 12 0; 169x* + 26x + 1 <0; 7x* + Tx + 1 <0

{x<l7_\/193vx>l7+\/193;Vxe Rixo_ L, TH2L_ —7+320
16 16 13 14 14 ]
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4. 14 +x+1<0;416 - 28x+320; " + 13x -9 <0

1-/57 >1+\/§_x<14—\/ﬁvx>14+\/ﬁ._13+\/205 ~134+/205
= s = = s 2

VX <x<
2

x<
28 28 41 41

Attivita 2
Fase 1: Osserva

x> +x—1
x*—3x-2
re e del denominatore. Per semplicita, li supporremo sempre entrambi positivi; dal grafico dedurremo in
seguito gli intervalli corrispondenti alla disequazione proposta. Cominciamo a stabilire il segno del nu-
meratore: x° + x — 1 > 0. Calcoliamo il discriminante dell’equazione associata: A=1+4 =35>0 e, dato

—1+45

¢ Risolvere > (. Dobbiamo determinare il segno della frazione, e quindi il segno del numerato-

che ¢ positivo, determiniamo le soluzioni dell’equazione: x = . 1l trinomio assume segno positivo

all’esterno dell’intervallo i cui estremi sono le precedenti soluzioni, negativo all’interno, cio¢ graficamen-

—1 —+/5 — 1+ 2/5
2 2

- +
te: + T Adesso determiniamo il segno del denominatore: x* — 3x — 2 >

34417 .

2

0, il cui discriminante &: 9 + 8 = 17 > 0. Quindi le soluzioni dell’equazione associata sono: x =

3-17 3+VIT
2

= +
il relativo grafico dei segni ¢ il seguente: + Adesso si tratta di riportare
in un unico grafico i precedenti, ponendo in ordine crescente i quattro valori trovati:

—1-+/5 3 3—Jﬁ< —1++5 3 3+4/17

2 2 2 2
-1-v6 3-VIT 145 T

2 2 2 2
A | 4+ — P I -+ +
*—3e—-2 4 + — - -

2, ¥

J',‘ +x-1 o _ 4 . | g
x? —3r—2

Concludiamo dicendo che le soluzioni della disequazione fratta sono quegli intervalli in cui si trova il se-

“1-45  3-17 —1+45 34417
A\ <x< vV X>

gno +, cioe: x <

2 2 2 2
2 —
® Risolvere 3x2+—72xSS < 0. Iniziamo determinando il segno del numeratore: 3x* + 2x—5>0 = A = 4 + 60
X +7x—
Ja -2-8 10 _ 5
-2+ -2+ )
=64>0= x= 2564 = 2£8 = 6 6 3 .11 trinomio assume segno non negativo po-
6 6 -2+48 _6_ |
6 6

sitivo o nullo) all’esterno dell’intervallo delle soluzioni, estremi compresi, cioe : x <— 3 vx2>1.
Per il denominatore consideriamo solo il segno positivo, dato che ¢ privo di senso determinare dove si
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—7+469

annulla il denominatore, quindi: FH+Tx-5>0=>A=49+20=69 >0 = x= T Le soluzioni
. .. . . -7-69 —-74++69
della disequazioni sono ancora esterne all’intervallo delle soluzioni: x < — Vx> T Or-
. . . . —T7-469 5 —=T7+~69 o . . . .
diniamo i quattro valori trovati: — < -3 < — < 1. Riportiamo il tutto in un unico grafico:
—7— /& 2 ~T+ V69
N . 7 L
322422 -5 + —+ — _ +
224+ Tx—5 + . _ | + +
322 +22 -5 -+ = -+ — -+
24+ Tx —

Le soluzioni della disequazione fratta sono quegli intervalli in cui si trova il segno — o lo zero, cioe:

—7—@< 5  —74/69

x<—— v——<x<1.
2 3 2
2
¢ Risolvere % <0. Per quel che riguarda il segno del numeratore: 4x” + 4x + 1 > 0, abbiamo A =
X" +x+

16 — 16 = 0, quindi pud scriversi (2x + 1)* > 0. Quindi il numeratore assume sempre il segno positivo ma
. 1 . . . . .

siannullaper2x+1=0= x= 5 Per quel che riguarda il segno del denominatore invece si ha: A =1

— 168 < 0, quindi il denominatore ¢ sempre positivo. In conclusione la frazione non ¢ mai negativa e si

annulla solo per x = —5 che ¢ percio I'unica soluzione della disequazione.

Fase 2: Completa ...

. 4x” +3x—1 . . .o .
¢ Risolvere 72—< 0. Studiamo i segni di numeratore e denominatore. 4x* + 3x — 1 >0 = A =
X +x—

............ D X S it erii i s e eeeeen D tTINOMIO aSSUME SEENO POSItiVO
............ dell’intervallo i cui estremi sono le precedenti soluzioni, ciog per ............ Passiamo al segno
d