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Introduzione

Il lavoro qui presentato e il frutto dell’attivitdi tirocinio da me svolta, nell’'ambito della Scuola
Interuniversitaria Lombarda per I'lnsegnamento ®eéemio - Sezione di Milano (SILSIS-MI),
presso il Liceo Scientifico Statale “Bertrand Ruis# Milano, classe V B (bilingue). Tale attivita
consiste in un’esperienza attiva di insegnamengmardante l'introduzione al Calcolo delle
Probabilita utilizzato per analizzare le situaziamiincertezza, in particolare i giochi cosiddetti
d’azzardo.

L’idea di proporre tale argomento e scaturita, daop@ttenta attivita di osservazione della classe,
dalla programmazione curriculare, dal contestoastmo ed anche da un giusto confronto con
linsegnante accogliente grazie alla splendida espza di grande collaborazione dovuta alla sua
disponibilita e in particolare al suo metodo dieiggsamento: dialogico comunicativo attraverso |l
guale discutere e proporre problemi da risolvemae@asi di studio, metodologia che ho adottato
durante il mio intervento attivo.

L’argomento e stato poi realmente preso in cona@ene insieme all’insegnante accogliente a
seguito dell'indagine sulla tendenza rispetto atzlta universitaria. Economia e Commercio,
Scienze della Comunicazione, e in generale facbiéaprevedono un corso introduttivo al Calcolo
delle Probabilita gia al | anno, al fine di fornire’adeguata panoramica dell’argomento che spesso,
per mancanza di tempo, viene un po’ trascuratoprejramma curriculare, stimolando anche la
curiosita degli allievi in proposito.

Lo sviluppo del progetto & stato articolato in & di incontrt durante i quali sono stati affrontati
anche degli esempi proposti come esercizi/probléanirisolvere inerenti agli argomenti trattati
durante la lezione. Al termine della prima lezidwe fornito agli studenti gli appunti della stessa
con i relativi esercizi e I'analogo per la leziongccessiva. Dalla seconda lezione in poi ho fornito
alla fine di ogni intervento le disperiselative alla successiva lezione. Abbiamo adottatesta
strategia per verificare il livello di attenzionkaaprima lezione e per fornire, a piu volenterdai,
possibilita di effettuare una lettura individualenpa della spiegazione in modo che gli studenti
potessero testare la propria capacita di compreesit un testo scritto. Questa metodologia ha
stimolato, in quasi tutti gli allievi, la curiositdi effettuare questa pre-lettura. Le lezioni sono,
quindi, state sempre piu partecipate e piu scolirevo

Alla fine, per verificare l'apprendimento dei cottcefondamentali (calcolo combinatorio,
probabilita condizionata ed indipendenza e leggegdendi numeri), € stata somministrata una
prova sotto forma di test a risposta multipla (terapncesso un’ora di lezione).

La verifica ha dato risultati mediamente discreti.

! La durata di un’ora di lezione & di 55 minuti.
2 Le dispense con gli appunti e gli esercizi si &mw in Appendice A, le soluzioni degli eserciziAppendice B.



Presentazione del contesto e analisi dell’esperiendi tirocinio

La classe V B e composta da 15 studenti contro idé#anno precedente e le dinamiche
relazionali/comportamentali sostanzialmente nonssno modificate. La classe si dimostra
collaborativa, anche se i risultati in matematiocacssolo mediamente sufficienti. Si evidenziano tre
allievi con particolare attitudine per la matedal alcuni gioverebbe un maggior impegno di studio
domestico, come mi conferma la docente accogliéhlieello di attenzione in classe € buono e la
lezione & sempre partecipata soprattutto grazéecalpacita coinvolgenti della docente accogliente
che crea sempre un clima sereno. Durante le mieniglzo riscontrato proprio questi aspetti, infatti
gli alunni si sono dimostrati attenti, propositeiinteressati al’'argomento da me presentato, in
particolare alcuni hanno sopperito con l'intuiziae carenze di base.

La presenza in aula, in qualitad di tirocinante tatasper me di grande importanza, poiché mi ha
consentito di tradurre in pratica le competenzereg® in via teorica. Ho avuto modo cosi di
constatare quanta ricaduta positiva sull'interdesi® scolastico abbiano avuto le riforme varate
dagli anni Settanta in poi perché é reale e pdipain grande rispetto per I'alunno, posto al centro
del sistema scolastico e considerato soggettoatell’apprendimento, e I'insegnante ha il compito
di stimolare e mettere in condizioni di studiareesamente.

La sede del Liceo Scientifico Statale “Bertrand $&ll5, situato nella zona di Niguarda a nord di
Milano, e una struttura moderna, funzionale, cheseate un facile accesso anche ai disabili motori,
in cui sono presenti i laboratori di: Fisica, Infatica, Lingue, Scienze e Chimica. Il corpo docente
e stabile e la scuola € molto attenta alle problemma degli studenti e al rapporto scuola-famiglia.
L’identita culturale del Liceo si fonda su un cauium di studi che valorizza il sapere umanistico e
insieme quello scientifico, integrato dalle spenmmazioni dell'informatica, della doppia lingua
straniera e della sperimentazione di scienze ainzdi biomedico. La scuola sostiene il progetto
“Scuola in Ospedale” presso l‘ospedale di Niguaadsostegno dei giovani degenti in eta scolare
ricoverati nel reparto “Unita Spinale”.

Sono stato personalmente coinvolto in questo progeho effettuato un intervento con un ragazzo
ricoverato (15 incontri). Ho vissuto questa esper@eall’inizio con un po’ apprensione ma poi con
un grande coinvolgimento anche emotivo e sper@daga avanti in futuro.



Prerequisiti

L’insegnante accogliente mi ha chiesto preventivame all’'inizio dell’a.s. 2006-2007, di
esplicitare quali fossero i prerequisiti necesala comprensione dell’'argomento trattato durdnte
mio intervento attivo, assumendosi il compito ditire in classe gli argomenti propedeutici senza
alterare il programma curriculare in modo talepdger integrare il piu possibile le mie lezioniiagl
argomenti precedentemente svolti.

Dopo la presentazione dei seguenti prerequisiti:

* insiemistica: operazioni sugli insiemi e relativegrieta;

* logica: connettivi e relative proprieta, tavoleverita;

« calcolo algebrico;

* sviluppo della potenza di un binomio: Triangololdirtaglia;

* limiti di successioni;

* limiti di funzioni;

 studio di funzioni a variabile reale;

» avere la buona abitudine di usare prima la testai{o e ragionamento);

e essere capaci di stupirsi e aver voglia di capifeodte a risultati non sempre intuitivi;

'insegnante accogliente mi ha rassicurato riguaitbbconoscenza da parte degli studenti dei primi
quattro prerequisiti, affrontati e studiati neepedenti anni. Per quanto riguarda i limiti e lodsd

di funzioni, invece mi ha detto che sarebbero stagjomenti del primo quadrimestre della quinta.
Infine per quanto riguarda I'attitudine al ragioremto, la capacita e la voglia di confrontarsi con
problematicita non del tutto intuitive mi ha cortédo perché la classe € partecipe alle iniziatigé e
confronto. Quindi, dopo un attento e cordiale confo, si € deciso di proporre il mio intervento tra
la fine di gennaio e I'inizio febbraio 2007 e cesstato.



Contenuti: presentazione delle lezioni

Impariamo a contare (Lezione del 20 /01/2007 - | ora)

Obiettivi della lezione

Introduzione al concetto di: esperimento aleataiegnto e probabilita.
Individuare la natura di un evento.

Valutare le probabilita di un evento in base adaria classica.

Conoscere la legge empirica del caso e le implicazdi carattere applicativo a essa
connesse.

Valutare le probabilita di un evento in base adlaria frequentista.

Conoscere il significato di probabilita soggettiva.

Capire le esigenze che portano alla formalizzazthnuma teoria assiomatica della
probabilita.

Saper calcolare la probabilita: dell’evento contrannione di eventi.

Riconoscere la natura dei raggruppamenti che siqgmasfare com oggetti.
Determinare il numero di permutazioni,disposizi@aimnbinazioni semplici o con
ripetizioni.

Probabilita di eventi

La lezione e iniziata con la presentazione deligol@ e con un’introduzione anche storica del
concetto di probabilita.

Introduzione. Cos’é la probabilita?

Eventi incerti=> misura dell'incertezza.

Calcolo delle Probabilita = teoria matematica detertezza.

Definizione di probabilitd che ne rispecchi il diggato intuitivo e allo stesso tempo sia
“operativa’—> dare regole di calcolo.

Cenni storici

Calcolo delle probabilita sconosciuto al mondo@npier assenza metodo sperimentale.
Rinascimento: Cardano (1526 ca) prima trattaziomfladprobabilita: calcolo della
probabilita della somma di tre dadi, problema orpoi da Galileo.

Nascita del calcolo delle probabilita attribuitdaatorrispondenza (1654) tra Pascal e
Fermat.

Interesse di Pascal attivato da un giocatore didpzdell’epoca, de Méré, che lamentava
discrepanza tra suoi calcoli e la frequenza deltas (a lui sfavorevole).

Paternita di Pascal contestata, ma Pascal compiegiudi sistematici.

Contrasto con impostazione di Cartesio, alla baseddterminismo, ormai abbandonato
dalla scienza moderna.

Nato come teoria matematica dei giochi, il Calcottelle probabilita crebbe
progressivamente di importanza.

Laplace (1812): “E’ notevole il fatto che una saarche € iniziata con I'analisi dei giochi
d'azzardo dovesse essere elevata al rango deinmiwrianti oggetti della conoscenza
umana.”

Grande sviluppo teorico nel XX secolo.

Kolmogorov (1933): approccio assiomatico che anog@ ne costituisce il fondamento.
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» Applicazioni del Calcolo delle probabilita oggi pesti in ogni ramo della scienza, nella
tecnologia, nella finanza.

» Fine della visione newtoniana della fisica e avoaitlla fisica quantistica hanno dimostrato
limpossibilita di fare previsioni esatte in ognireaostanza: il principio di indeterminazione
di Heisenberg (1927) afferma che non é possibitescere simultaneamente la posizione e
la velocita di un dato oggetto con precisione ealbi.

* Nel secolo XX grande sviluppo della Statistica gtwio operativo”, della probabilita: studia
sostanzialmente come combinare le probabilita cleunano I'incertezza relativa ad un
certo fenomeno con osservazioni sperimentali delrfeeno stesso.

* Modello probabilistico: modello matematico che dascla realta in modo approssimato
(astrazione) e valido temporaneamente.

Eventi aleatori

Con esempi pratici ho introdotto i concetti dsperimento aleatoricevento elementare spazio
campionarig di cui, dopo, sono state date anche le definiZio

Lanciando un dado non sappiamo a priori che nurneoira, pero sappiamo che i casi possibili
sono 6 (“esce 17, “esce 2", ..) e in mancanza tleahformazioni, cioé supponendo che il dado non
sia truccato, stimiamo che ognuno di questi caliaaprobabilita uguale a quella degli altri, percio
pari a 1/6.

Allo stesso modo se lanciamo una moneta i cassilpissono due (testa, croce), ciascuno con
probabilita 1/2.

Questi sono esempi dsperimenti aleatoricasual), cioé esperimenti di cui non si conosce l'esito,
che dipende dal “caso” (“aleatorio” significa “casel e deriva dal latino “alea” che significa
“dado” ... ricordate Cesare quando diceva: “Aledaast’?).

Ho presentato ulteriori esempi di esperimenti aleasottolineando che in tutti casi presentati Bon
noto I'esito, ma sappiamo quali sono i casi poBsbche impareremo a calcolare la probabilita di
ciascuno di essi.

Mi e stata posta la seguente domanda: “Tra posséiprobabile c’é o non c’e differenza?” La
domanda era plausibile perché ho usato entrangpiriibi e di solito questi vengono adoperati nel
linguaggio comune come sinonimi. Ho risposto che differenza, infatti: “E’ possibile che domani

piova, ma non € probabile!”

Ho trattato solo il caso in cui lo spazio campiémar discreto, perché gli studenti non avevano
ancora gli strumenti necessatri per le difficoltaten@atiche che presenta il caso continuo.

Ho evidenziato il fatto che i sottoinsiemi dellcagm campionario hanno un ruolo importante: certi
sottoinsiemi hanno specifici significati dal purovista degli eventi (con la loro rappresentazione
grafica attraverso i diagrammi di Eulero-Veneyento certq evento impossibile.

Prima di passare alla probabilita degli eventiaosutile richiamare le proprieta delle operazioni
unione, intersezione e complementare sugli insiemi.

® Definizioni, esempi, osservazioni, ... di seguittatiisono stati richiamati in modo esplicito sideaione che nelle
dispense, presenti in Appendice A e fornite agidetti.
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Probabilita di eventi

A questo punto ho cercato di portare la classenagre a una definizione intuitiva di probabilita.

La probabilita di un evento & un numero reale dell'intervallol]0che esprime, misura, quanto
riteniamo probabile il verificarsi di quell’eventdd esempio, se lanciamo una moneta, stimiamo
che la probabilita che esca testa sia 0.5 = 1Rlifrgaiaggio comune si usa dirlo in percentuale: “|
probabilita del 50%”", cioé probabilifa= probabilita 10(p%).

Quindi ho detto che italcolo delle probabilitéé la branca della matematica che ci dice come si
calcolano le probabilita di eventi “complessi”’, cgnendo gia la probabilita di altri eventi “piu
semplici”.

Prima di dare la definizione di probabilita, hotdethe bisogna rispondere ad alcune questioni:
1. come conoscere le probabilita degli eventi “piu gkeii?
2. con quali regole si passa dalla probabilita di ml@venti a quella di altri? Che proprieta deve
avere cioe la probabilita che assegno agli eventi?

Ho esposto alcune considerazioni tratte dal seratp, che, in linea di principio, molti di loraeg
conoscevano:
» la probabilita della totalita di tutti i casi possiideve essere pari a B(Q) =1 ;
» la probabilita dell'insieme vuoto deve essere zB(at) = 0;
« se conosciamo la probabilitaAipossiamo ricavare quella Af: P(A%) = 1- P(A);
* seAeB sono disgiuntiAnB=0, conoscend®(A) e P(B), ricaviamoP(AOB) = P(A) + P(B);
* e cosi possiamo andare avanti ...

Ho dato ladefinizione assiomatica di probabiljtaoffermandomi a chiarire che:
» la probabilita € undunzione
» gli eventi sondnsiemie se ne puo fare unione, intersezione, complengntar
» la probabilita di un evento € un numero reéfi O e 1), dunque le probabilita di eventi si
possono sommare, sottrarre, ...

Ho fatto osservare che se lo spazio e discretda lzamoscere la probabilita degli eventi elementari
per essere in grado di calcolare la probabilitagdalsiasi evento. Percibasta conoscere

P({w})=p. k=12..., cioe le probabilita degli eventi elementari.

Come asseqgnare le probabilita

Dopo aver visto come si possono ricavare probahiliteventi “piu complicati” dalla conoscenza
della probabilita di eventi “semplici”, ho affromtala questione del come vanno attribuite le
probabilita degli eventi “semplici”.

Ho ribadito che la scelta di queste probabilitaedseddisfare le proprieta matematiche viste, ma é
un qualcosa che esula dalla matematica, coinvotgpndtosto le nostre valutazioni.

Ad esempio, se lancio un dado, sicconm riteniamo a prioriche ogni faccia abbia la stessa
probabilita di uscireallora attribuiamo probabilita pari a 1/6 all’'uscita di 6. Se pero lanciassimo
un dado 1000 volte e il 6 comparisse 250 voltecrmano portati a pensare che il dado non é ben
bilanciato e la probabilita che esca 6 € (vicin&/d)

Ho affermato che queste due idee appena desatttsiflerazioni di equiprobabilita oppure calcolo
di una frequenza) sono alla base di due approacdefinizione classicali probabilita e la
definizione frequentista

Ho dato le definizioni classicae frequentista di probabilita facendo le seguenti importanti
osservazioni:



» Sia Pascal che de Mére si aspettavano che, a andgre, la frequenza con cui un evento si
verifica si stabilizzi sul valore della probabilita

* Opinione comune, espressa nella cosiddetta legg&ieandel caso “in una successione di
prove fatte nelle stesse condizioni, la frequenzandevento si avvicina alla probabilita
dell’evento stesso e I'approssimazione tende aionggke con 'aumento del numero delle
prove .

* Rovesciando l'impostazione classica, si arrivo dééinizione frequentista “la probabilita di
un evento ¢ il limite della frequenza (relativa) sieccessi (cioé del verificarsi dell’evento),
guando il numero delle prove tende all'infinito.

* Anche la definizione frequentista e “operativa’| senso che fornisce una regola di calcolo
(analoga a quella della definizione classica) dalbabilita in determinate circostanze.

* Nella definizione classica la scelta della prob@bdegli eventi & fatta priori, mentre
nella definizione frequentistasaposteriorj dopo I'estrazione di un campione statistico.

* |l buon senso ci dice clee il campione e abbastanza numeradtora la frequenza relativa
e abbastanza vicina alla probabilita “vera”. Queaston concetto che verra precisato dalla
Legge dei grandi numersu cui torneremo.

Per completezza ho dato anchdddinizione soggettivdacendo anche le seguenti osservazioni:

* Gia accennata in Pascal, si puo fare risalire adbamernoulli, ripresa nel '900 da Bruno
de Finetti e Jimmy Savage: Probabilita e il gradofiducia che una persona ha nel
verificarsi dell’evento.

« Non @ una caratteristica “intrinseca” dell’evehto

» Definizione “operativa™ “La probabilitd®(A) di un eventdA e il prezzo che un individuo
ritiene equo pagare per ricevere 1 se I'eventcesiiga e 0 se I'evento non si verifica. Le
probabilita degli eventi devono essere attribuiteniodo che non sia possibile ottenere con
un insieme di scommesse una vincita certa o unditpecerta grincipio di coerenza o

* La coerenza implica le solite regole della probghil

Calcolo combinatorio

Ho quindi affermato che, dalla definizione classittgorobabilita come rapporto fra il numero di
casi “favorevoli” ed il numero di casi possibilie segue che & importargdaper contard casi in
guestione, quindi per alcune situazioni “tipichedme fare questo conteggio ce lo dicealcolo
combinatorio Inoltre le dimostrazioni delle formule presentaten state fatte in modo formale
(rimandando al libro di testo), per concentrarsiossulla comprensione dei termini tramite
definizioni ed esempi, perd ho presentato un pguincthe serve per ricavare le formule, principio
che é utile anche in gener&encipio del prodotto di possibilita

Ho quindi dato le definizioni di permutazioni, dogizioni e combinazioni sia semplici che con
ripetizione, osservando che:
* Nei problemi di conteggio la difficolta spesso sael capire quale di questi modelli si
applica meglio.
 Ancora piu attenti bisogna essere quando si trditacalcolare le probabilitd come
n° casi favorevol
n° casi possibili
Alla fine della lezione ho riassunto in uno schegqoanto detto relativamente al conteggio. Infine
ho consegnato le dispense relative a cido che hegaf e che avrei spiegato nel successivo
incontro, assegnando alcuni esercizi per casa.

, quali casi sono equiprobabili?!

* Ho evidenziato questo aspetto sottolineando tbfahe la probabilita del verificarsi di un evemton & propria
dell’evento e neppure inerente alla sua naturapparao come da definizione “operativa” data di seegu
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Modelli probabilistici

Probabilita condizionata e indipendenzg27 /01/2007 - | ora durata)

Obiettivi della lezione

» Conoscere il fondamentale concetto di probabilitadizionata.
» Conoscere la legge delle probabilita totali.

» Conoscere la formula di Bayes.

» Conoscere il fondamentale concetto indipendenza.

e Saper calcolare la probabilita dell’evento inteisee di eventi.

Probabilita condizionata

Ho iniziato la lezione chiedendo se avevano debdebdelle domande su cio che avevamo visto
nella lezione precedente e sugli esercizi daticgsa. Le risposta e stata nel complesso affermativa
cioé che avevano capito abbastanza, in particalamaio di studenti mi hanno detto che grazie alle
dispense e anche agli esempi/esercizi visti insel&spresenti su quest’ultima sono riusciti a eapir
bene e a svolgere alcuni degli esercizi propostigasa. Ho consegnato loro le soluzioni ed ho
corretto I'esercizio che sembravano piu osticoedando a uno studente, che aveva svolto gli
esercizi in questione, di uscire alla lavagna eg@no a fare insieme.
Dopo la correzione dell’'esercizio ho iniziato aegare, ribadendo che abbiamo visto, anche
nell'esercizio corretto, che la scelta dei valdve @assume la probabilita su certi eventi dipendla da
nostra valutazione, infatti la nostra valutazioné pambiare se si aggiungono nuove informazioni,
introducendo, attraverso un esempio di vita quatidj il concetto dprobabilita condizionata
dandone poi la definizione, e successivamentereieiodi: Legge delle probabilita totake Bayes
osservando che:
» Calcolare la probabilita di un evento d&@ come cambiare spazio campionario, cioQaa
si restringe @. FissatoB, la funzioneP( . B), cioé quella che all'eventd associa il numero
P(A|B) € una probabilita su2 (purchéP(B)>0, altrimenti non e definita).
» Alle volte é piu facile calcolare le probabilitanmbzionate che non condizionate, ed € in
questi casi che la legge delle probabilita toialilta utile.
« Laformula di Bayes serve per “rovesciare” le ptiliizé condizionate.

Indipendenza

A questo punto ho introdotto il concetto di indidenza, dicendo che per rendere conto di quanto la
conoscenza di nuove informazioni modifica le nostautazioni della probabilita abbiamo
introdotto la probabilitd condizionata: se voglm probabilita di un eventd, maso che si é
verificato Ballora anziché?(A) considererdP(A|B). Alle volte perdo pud succedere che la nuova
informazione non cambi la valutazione della proli@hiad esempio sapere che oggi la massima
temperatura non superera i 28° non mi dovrebbe ritla sull’'esito del lancio di un dado che
volessimo lanciare!
Ho dato quindi la definizione dventi indipendentfacendo le seguenti osservazioni:

» La definizione va bene anche nel c&8) = 0 oppurd?(B) = 0.Sepero P(A) > 0 eP(B) > 0

allora & equivalente aP(A|B)= P( A e P(B| A = P( B), cioé la definizione & “giusta’A

e B (che abbiano probabilita positiva) sono indipertidea e solo se sapere che uno si e
verificato non modifica la probabilita dell’altro.



« Se conosciamoP(A), P(B) e P A\ B allora per decidere sA e B sono indipendenti

bisogna verificare I'equazione della definizione.

« Altre volte invece sritiene a priori che due eventi sono indipendeatsi usa I'equazione
della definizione per calcolare la probabilita tiefersezione.

* Non é sempre evidente se due eventi siano 0 noa Bidipendenti.

» La definizione di indipendenza vista vale peppie di insiemima si puo estenderdamiglie
di eventidi cui ho dato definizione.

Quindi prima di introdurre un nuovo argomento, fssunto in uno schema quanto detto ed ho
assegnato alcuni esercizi per casa, inoltre abbdatmloro una decina di minuti affinché potessero
sia riposarsi/rilassarsi che chiarirsi le idee sarjo spiegato.

Variabili aleatorie discrete e loro distribuzioni (27/01/2007 - Il ora)

Obiettivi della lezione

» Conoscere il concetto di variabile aleatoria (dB&y.

» Conoscere il concetto di legge o distribuzionerdi uariabile aleatoria.

» Conoscere il problema delle prove ripetute: pregeh Bernoulli.

* Riconoscere e saper utilizzare le tipiche distridmizdi probabilita: bernuolliana, binomiale,
geometrica.

Variabile aleatoria

Al rientro dalla breve pausa, ho introdotto il cetto divariabile aleatoria(v.a), dicendo che una
v.a. € quantita che puo assumere diversi valavg(éi variabile), in dipendenza dal caso (aleatoria)
osservando che:
 datowld Q, X(w € univocamente determinato poické una funzione.
* Nella roulette ogniwOd {0, 1, ..., 36} ha probabilita 1/37 di uscire, edchiaro che ci
interessera qual e la probabilita di vincere qusdcaioe seX e la variabile “vincita”, ci
interessa la probabilita chexX'>0": P(a)DQ: X(a)) >O), “probabilita dell’insieme degli

elementi di2 tali che X diwe maggiore di zefo
« La probabilita & definita s, ecco perché abbiamo dovuto scrivere cosi!
* In realtd nella pratica spesso “ci si dimentical)dé si usa una notazione piu succinta:

(X =a)=(wDQ: X(w)= &,(X >b) =(w0Q: X(w)>h),(XO(ab]) = (00Q: X(«)0(a b]),...

dungue gli ‘@ non compaiono, restano sottointe@){ O I) dovel O R €& uneventg cioe un

sottoinsieme df2, quello degliwtali cheX(c) O 1.

Se tutti e soli gli elementi &\ “vengono mandati i’ da X, alloraA & 'evento X O 1) = A.
« (XDO1) coincide con linsiem& (1) dellecontroimmagini di | tramite X
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A questo punto abbiamo fatto tornare in gioco labpbilita, osservando quanto segue:
la legge di una v.a. & una probabilid(1) =P(XO1).

A voler essere pignolP agisce sugli intervalli dR e noi abbiamo parlato solo di probabilita su
spazi campionari discreti ... in effetti la trattazéo delle probabilita suR porta a delle
complicazioni matematiche che esulano da questzelirattazione (ecco perché abbiamo saltato i
casi continui e le v.a. continue).

Ho, quindi, introdotto lgrova di Bernoullj e la va. bernoulliana di parametro,dacendo notare
che non € necessario che i risultati dell’esperbmeiano solo di due tipi, ma che per i nostri scop
0 interessi possiamo identificare due insiemi dultati, A e B, e chiamare i risultati irA
“successo” e quelli iB (= A°) “insuccesso”.
Ho dato anche la definizione dptocesso di Bernoullinel caso in cui ripetiamo piu volte un
esperimento di Bernoulli, osservando che: legaia arocesso di Bernoulli ci sono delle domande
abbastanza naturali:

1. Quanti successi otteniamonrprove? (Ad esempio, quante teste nel lancio dimoaeta).

2. Quanto dobbiamo aspettare per vedere un succesd@&s€mpio, per vincere alla roulette).
La risposta in entrambi i casi € data da una v.a.
Ho definito, pertanto, le v.&inomiale e geometrica e le rispettive distribuzioni di probabilita,
osservando che:

a. Sen = 1 riotteniamo una v.a. bernoulliana, cige- B(1, p)= B( p) .

b. Una binomiale pud essere vista come $omma di n v.a. bernoulliane indipendeatidi
parametro p

c. L'ipotesi diindipendenza fondamentale (cioé il fatto che I'esito di umav@a non influenza
le altre), perché, ad esempio, se sceglies¥moX; = ... =X, allora potremmo avere sofo
oppure 0 successi.

d. Eventi rari possono accadér®uando si verifica un evento raro, € pero possiiikeil nostro
modello sia inadeguato (Paradosso della scimmia).

Infine ho assegnato alcuni esercizi per casa edongegnato le dispense relative allargomento
della successiva lezione.

Valore atteso (29/01/2007 - | ora)

Obiettivi della lezione

» Definire e calcolare il valor atteso di una v.aegsandone il significato.
» Conoscere e saper applicare le proprieta del zieso

Valore atteso

La lezione € iniziata con la alcuni chiarimenteteli alle notazioni, a cui non erano abituati aittif

in generale, € emerso che durante la spiegaziam® @omprensibili ma poi, a casa, quando hanno
riletto gli appunti e le dispense hanno avuto adcdifficolta a ritrovarsi, per il resto, comungle,
maggior parte di loro ha confermato che avendolaipossibilita di fare una pre-lettura a casa
degli argomenti dell'incontro precedente sono djaivati nella comprensione dei concetti sia in
classe che successivamente a casa, infatti eraidedasi di iniziare la nuova lezione e questo &
stato evidenziato dal fatto che avevano risoltosqtudti gli esercizi proposti di cui ho consegnkgo
relative soluzioni ho corretto un esercizio di eai hanno chiesto spiegazione, riguardante il
teorema di Bayes.

Quindi ho iniziato a spiegare, ribadendo che ahnbi&isto che se diamo una macchina da scrivere
ad una scimmia e la lasciamo fare questa primaiosgvera qualsiasi libro che scegliamo.

11



Naturalmente ci aspettiamo che per fare cio cianabastanza tempo: & naturale chiedersi “quanto
tempo ci mette la scimmia prima di riuscire?” o fietguanti tentativi deve fare?” In questo modo
ho introdotto il concetto dwvalore attesp di cui poi ho dato la definizione facendo alcune
considerazioni, in particolare relativa alla notes:

* Gli x sono i valori ch&X pud assumere, percio Xeassume un numero finito di valoriz ”
k

€ una somma finita;

 non confondiamo )’ f, (x) con la somma precedente, infath f, (x)=1 perché
k k

P(XO{x, %...}), mentre in}_x f, (%) compaiono anche gk
*  E(X) (se esiste) e umumero retalle(non € una quantita aleatoria!)
* SeXassume solo un numero finitodi valori: {X3, X2, ..., X,} €d ognuno con probabilitélﬁ,
allora E(X):Zn:xKG:';:—lzn: % il valore atteso da media aritmetica dei valori assunti
k=1 k=1
Questo & un caso particolare dD(E(E(X):ixK f, (%), dovexc & il valore assuntoe
k=1

fy (xk) e laprobabilita di assumerlg“peso” dixy). Quindi EX) puo essere visto conmeedia

pesata dei valori assuntiove “pesano” di piu i valori piu probabili.

* E(X) puo essere diverso da tutti gli(ad esempio la media aritmeticardnumeri puo essere
diversa da ciascuno), quindiXg(non eil valore piu probabile dK semmai € il valore attorno
a cuiX e “centrata” (ricordando loro la media aritmetigsta in Fisica: “teoria degli errori” e
“statistica descrittiva”).

Infine ho assegnato alcuni esercizi per casa edonsegnato le dispense relative all’argomento
della successiva lezione.
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Probabilita e giochi (03/02//2007 - | ora)

Obiettivi della lezione

» Conoscere e saper calcolare le quote e i guadaginalpili dei giochi.
» Conoscere e saper determinare 'esito di un gaagm/iniquo.

e Saper trasformare il gioco da equo a iniquo e \8csa.

» Conoscere il significato di La legge dei grandi mum

Calcolo di probabilita nei giochi: lotto, superenabtto, dadi, roulette

La lezione € iniziata con molto entusiasmo visewgbmento, infatti &€ stata molto piu scorrevole
delle precedenti. Gli esercizi proposti, di cui dunsegnato loro le relative soluzioni, erano stati
svolti completamente grazie anche alla docentegiece che ha fatto una lezione di ripasso in cui
ha chiarito alcuni dubbi svolgendo alcuni esergimasti in sospeso, insieme ai ragazzi.

Quindi abbiamo calcolato tutti insieme le probdaildell’evento: “il giocatore vince al gioco del
... lotto, superenalottpdadi, roulette dopo una breve descrizione di ogni gioco, neb aieyli
ultimi due ho fornito loro una paio di brochuregoée specifiche: “Roulette Americana”, “Dadi”,
“Black Jack”, ...) che avevo preso al Casino.

Quote e guadagno probabile

A guesto punto ho introdotto i concetti duotee guadagno probabileperché il giocatore di solito
non parla in termini probabilita, preferisce paelak quote, cioe il rapporto tra i casi sfavorevoli
quelli favorevoli, calcolando questi casi e quitaliquote per il giocatore relativamente ai giochi
sotto analisilotto, superenalottpdadi, roulette facendo osservare quanto segue:

» se le quote contro un evento sana 1, significa che se si vincesse la scommessausto
payoff (profitto = somma spettante al vincitore di un@msmessa o gioco d’ azzardo)
dovrebbe essera € per ogni 1 € scommesso;

* naturalmente i payoff nel casino/lotto non son@asordo con le giuste quote, infatti esse
SONO sempre Minori:

— Dadi il banco paga alla pari 1 a 1.

— Roulettepaga il singolo numero 35 contro 1 ... .

— Lottoper 'ambo paga 250 contro 1 ... .

— Superenalottoesistono le “quote”? > Non esistono delle vere “quote” fissate a
priori ...

* Nei giochi € molto importante il valore atteso da.v speranza matematiea guadagno
probabile del giocatore

» Giuste quote dovrebbero dare il giusto payoff ifginco equo”.

« Tutti i giochi del casind e tutti i giochi/lotterisono inerentemente iniqui e parziali nei
confronti del giocatore.

* Questo da al casino e ai gestori dei giochi/ladtérioro vantaggio, cioé il modo di fare soldi
a lungo termine a causa demge dei grandi numerNella roulette il vantaggio € dato dai
2 settori verdi 0 e 00.

* Alcune volte i giocatori hanno cercato di eliminarevantaggio del casino cercando di
ottenere informazioni addizionali sul gioco incremtendo cosi la loro probabilita di
vincere:sistemi/strategie di gioco
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Giochi equi e iniqui
A questo punto ho parlato del concetto di equiidgiechi, considerando la v.a. che rappresenta le
vincite di un individuo in un giocoX = “guadagno” del giocatore (positivo, negativoula), cioe
la somma di ogni vincita, perdita ed eventuali eé&gsote per giocare. Il linguaggio dei giocatori
usato qui sembra frivolo, ma il modello descrit tm ampia applicazione®> I'acquisto di un
gualsiasi tipo di assicurazione € un “gioco” dové&vace” quando noi (o gli eredi) riscuotiamo, e
le “perdite” sono i premi pagati. Dopo aver datal&inizione di gioco equo, ed aver calcolato il
guadagno probabile nei giochi sotto analisi, aloidatto le seguenti considerazioni:
» Dal punto di vista della speranza (intesa come agiaol probabile) il gioco dei dadi e
migliore del gioco della roulette.
* Ha senso giocare al lotto e superenalstio se si giocano piccole quantita di denaro,laon
guasi certezza di perdere ma con la remota spedhwaacere grosse cifre.
“L’emozione di un sogno milionario giustifica un&gola cifra giocata, e quasi certamente
persa”
* In termini di quoteun pagamento con le vere quote corrisponde a ucogsuo
» |l Casino ha successo perché i giochi sono senigvergvoli al giocatore, e ho dato loro la
brochure del Casinoil“‘gioco d’azzardg, in cui il Casino avverte il cliente/giocatoreech
gioco puo diventare una dipendenza e quindi unlenod, iniziando con queste parole &...
un gioco come tutti gli altriE si gioca per vincere, o perché si ama il bovitklla sfida.
Poiché & un divertimento, ha il suo prezzo. E wita\si vince, un’altra si perde. E normale.
Nel campo del gioco d’azzardo, poi, non esistorggileche permettono di prevedere i
risultato del gioco stesso”.

Sistemi/strategia di gioco

Ho, quindi, introdotto i sistemi/strategie di giocGi siamo posti il seguente problema: esiste
strategia di gioco che permette di trasformare @isi@vorevole in uno favorevole? La possibile
risposta, dopo la presentazione di un esempiocprat che occorre disporre di un capitale
illimitato, cioe che siano permesse puntate illat@t concludendo che: non é possibile trasformare
un gioco sfavorevole in uno favorevole se non spdne di un capitale illimitateX problema della
rovina del giocatoreon capitale limitato).

Legge dei grandi numeri e giochi

A questo punto ho introdotto La Legge dei grandnadi:
essa afferma semplicemente che, tante piu proaenasper calcolare la stima, tanto piu questa sara
vicina, probabilmentealla probabilita reale dell'evento
Abbiamo visto ld_egge dei grandi numenel caso defioco dei dadi
» siaX = guadagno del giocatore ad ogni una giocata ostai 1€;
- sappiamo ché&(X)=-0.014;;

* assumiamo che il giocatore continui a giocareX; guadagno al giocieesimo;
* ogniv.a.X OX ed é ragionevole assumerle indipendenti;

+ S, =guadagno dopo giocate> E(S,)=(-0.0142 n€ > perdita;

» allaumentare del numerodelle giocate la perdita attesa cresce senzeelimit

» usando la legge dei grandi numeri si puo dire di flia perdita media dopo molte giocate e
circa di 1,5 centesimi, lo stesso che ci saremaspettati dopo una solo giocdtauesta e
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una notizia realmente molto deprimente per il diog infatti per ogni numero negativo
pitl grande di-0,0142 da esempie0,13 Si hat < -0,13 = S,<(-0,13h (¥
n

» se il giocatore gioca abbastanza a lungo il sudag@o diventera probabilmente sempre piu
negativo perché a destra di (*) diventera sempre piu grandlda sua perdita sara sempre
piu grande senza limit® n cresce;

e —una piccola perdita media si traduce in un enorreedfia quando il numero di giocate e
grande, con probabilita molto vicina a 1, cioé eert

L’errore/fallacia del giocatore

E’ importante non leggere nella Legge dei grandanen cose che essa non dice, infatti i giocatori
spesso nel desiderio di vincere mal interpretantdgge dei grandi numeri: dopo un periodo
sfortunato, di tentativi in un gioco, si dice cherossimo tentativo/giocata € piu favorevole pérch
la “Leggi dei grandi numeri” garantisce eventualteenn cambio di fortuna. L’argomentazione e
sbagliata poiché ad esempio ogni lancio dei daddgendentedai precedenti lanci, infatti i dadi
non “ricordano” che cosa e accaduto precedentementecercano” di pareggiareil punteggio.
Qual é la base dell’'errore/fallacia del giocatote?Legge dei grandi numeri dice che, a lungo
termine, lamedia in generale si avvicinano alla speranza matematicz il valore atteso
(guadagno probabile del giocatgreQuindi € vero che non si pud perdere sempre, giona o poi

si vince, ma non si sa quando, certamente non s $a prossimair(dipendenzg per cui si ha la
certezza che la perdita aumentav{na del giocatorg

Assicurazioni e giochi

Ho fatto vedere come le assicurazioni calcolanpréimio annuo di una assicurazione sulla vita,
sottolineando come il risultato renda il “giocoasbrevole per il cliente.

Approfondimento

Infine ho fatto un breve approfondimento riguar@datLegge dei grandi numeri.
» Lalegge dei grandi numedetta purdegge empirica del casovveroteorema di Bernoulli
* |l problema € diventato storico ed e conosciuto €dimParadosso di San Pietroburgo
poiché proprio in quella citta venne formulato [@prima volta.
* |l primo paradosso economiatsale al tempo di Pietro il Grande.
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Verifica dell'apprendimento

La verifica dell’'apprendimento e stata effettuada ta somministrazione di una prova costituita da
20 domande a risposta multipla (tre opzioni). Terogacesso un’ora scolastica.
La prova e stata affrontata con serieta.
Gli studenti hanno incontrato le difficolta maggiaelle domande n° 10, 13, 15, 19, anche per dli
aspetti formali di scritture per loro inusuali.
Il livello di sufficienza € stato concordato in daidisposte esatte. | risultati espressi in petgale
sono stati:

* 20% sotto la sufficienza;

*  40% sufficienti;

» 25% discreti;

* 15% buoni.
Quindi la prova ha avuto un risultato mediamensermdito.
La docente accogliente ha tenuto conto della vziote espressa come prova orale, di cio gli
studenti erano stati preavvertiti.

Conclusioni e analisi critica dell'esperienza

L’esperienza di questo tirocinio € stata, per malto positiva.

| ragazzi si sono dimostrati attenti e disponibilconfronto e il rapporto instaurato con gli stoiile
nelle varie classi € stato connotato da una estordialita nel rispetto dei reciproci ruoli. Cio
grazia anche all’abitudine a questo tipo di rappadn i loro docenti. Anche con questi ultimi la
collaborazione e stato ottima facendomi sentireoumcollega a tutti gli effetti.

Ripensando al mio intervento attivo se dovessiteigequesta esperienza in una mia futura classe
dedicherei maggior tempo alle v.a. e alle lorortiszioni, questo non vuol dire che il tempo
dedicato all'intervento non e stato sufficiente, medicherei piu tempo ad alcuni concetti
fondamentale del Calcolo delle Probabilita in peiSpa di una maggior comprensione degli
argomenti successivi di Statistica.
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Appendici
Appendice A — Dispense

Impariamo a contare

Probabilita di eventi

Se lanciamo un dado non sappiamo a priori che numseira, pero sappiamo che i casi possibili
sono 6 (“esce 17, “esce 2", ..) e in mancanza teahformazioni, cioé supponendo che il dado non
sia truccato, stimiamo che ognuno di questi caliaaprobabilita uguale a quella degli altri, percio
pari a 1/6.

Allo stesso modo se lanciamo una moneta i cassilpissono due (testa, croce), ciascuno con
probabilita 1/2.

Questi sono esempi disperimenti casualio aleatori, cioe esperimenti di cui non si conosce
I'esito, che dipende dal “caso” (“aleatorio” signd “casuale” e deriva dal latino “alea” che

significa “dado” ... ricordate Cesare quando dicéadea iacta est™?).

Vediamo altri esempi di esperimenti aleatori.

Esempi

1. Estrarre una pallina da un’urna che contiene 90ngahumerate da 1 a 90 (estrazione del
lotto).

2. Nel gioco del poker, I'esperimento: “che carte mouna mano dopo che il mazziere ha
distribuito?”

3. Lanciare una moneta finché non esce testa e contani lanci sono stati necessari (una se é
uscita al primo, due se non e uscita al prima nseebndo si, ...)

4. accendere una lampadina e cronometrare il tempessado affinché si bruci.

In tutti questi casi non & noto I'esito, ma sapmaquali sono i casi possibili (e impareremo a
calcolare la probabilita di ciascuno di essi): ih@ 90 casi possibili; in 2. i casi possibili sdntte

le estrazioni di 5 carte da un mazzo da poker;.in @Gsi possibili sono tutti gli interi positivi
(dunque un insieme numerabile); in 4. i casi poksibno tutti i reali positivi.

Definizione

| possibili eventdi un esperimento aleatorio sono dettenti elementari(a). L'insieme di tutti gli
eventi elementari &€ detgpazio campionario(Q). Se lo spazio campionario € un insieme finito o
numerabile, e dettaiscretq se € piu numeroso € dettontinuo (ad esempio se contiene un
intervallo della retta reale).

In realta spesso si vuole calcolare la probahil@a solo dei singoli eventi elementari (che sono gl
elementiwdell'insiemeQ), ma anche sottoinsiemi @i (A [0 Q), che chiamiameventi.

Esempi

* Nellesempio 2. I'evento “fra le cinque carte che ih mano c’e I'asso di picche”, oppure
“ho un poker servito”.

* Nell’esempio 3. I'evento “servono piu di 5 lanci”.
* Nellesempio 4. I'evento “la lampadina ha una daifaa le 1000 e le 2000 ore”.

Tratteremo solo il caso in cui lo spaZibé discreto, perché il caso continuo presentacditf in
Cui non entreremo.
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Definizione

Sia Q uno spazio campionario discreto. Ogni suo soti®me A e dettoeventa Percio tutti gli
eventi possibili (attenzione! Elementari e non) s@ementi dell'insieme delle parti @, 7AQ)
('insieme che ha per elementi i sottoinsiem{yi

Dunque un ruolo importante avranno i sottoinsiemdvediamo come certi sottoinsiemi abbiano
specifici significati dal punto di vista degli evefcon la loro rappresentazione grafica attraverso
diagrammi di Eulero-Venn):

* Q evento certo(sicuramente si verifica uno degli everntill Q).

* [ (vuoto)evento impossibilg(non si verifica nessun elementog)).

« ADQ "siverifica A (cioé wOA).

+ A°(complementare d&) “non si verifica A

* AnB “siverifica A o Bo entramb)”.

 AIB “si verificano A 8” (simultaneamenje

» SeAnB=[ allora “A e B sono incompatibil(non possono verificarsi contemporaneamente).
« SeB A allora ‘B implica A (se si verificaB, si verifica anch@).

Prima di passare alla probabilita degli eventiike wichiamare le proprieta delle operazioni,{, ©)
sugli insiemi.

Proposizione
SeA, B, C sono sottoinsiemi d, allora:

o An0O=0 (A=A

« AnQ=A Q=Q

« AnA=0 AOA=Q

(A=A

« AnA=A [AA=A prop. di ideotgnza
« AnB=BnA [AB=BLIA prop. commutativa
* An(BnC)=(AnB)nC A(BOC)=(AOB) OIC prop. associativa

« An(BOC)=(AnB)O(ANC) ALO(BnC)=(AOB)n(ALC) prop. distributiva
 An(AOB)=A AT (AnB)=A prop. assorbimento
« (AnB)= A'B° (AOB)*= A°nB° leggi di De Morgan

Probabilita di eventi
La probabilita di un evento € un numero reale dell'intervallal[0che esprime, misura, quanto
riteniamo probabile il verificarsi di quell’eventdd esempio, se lanciamo una moneta, stimiamo
che la probabilita che esca testa sia 0.5 = 1Rlifrgziaggio comune si usa dirlo in percentuale: “|
probabilita del 50%”, cioé probabilifa= probabilita 10(p%).

Il calcolo delle probabilith € la branca della matematica che ci dice come koleamo le
probabilita di eventi “complessi” (nel caso disorsi tratta degli eventi in generale), conoscendo
gia la probabilita di altri eventi “pitu semplicihél caso, discreto, spesso gli eventi elementari).

Ci sono due questioni:
1. come conoscere le probabilita degli eventi “piu gkeii?
2. con quali regole si passa dalla probabilita di mi@venti a quella di altri? Che proprieta deve
avere cioe la probabilita che assegno agli eventi?

Vediamo prima di rispondere alla seconda domanaiecigmo alcune considerazioni:
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* la probabilita diQ deve essere pari a 1, ci6¥Q) = 1,

* la probabilita dell'insieme vuotad) , deve essere zero, ciB&1) = 0;

« se conosciamo la probabilitaAj P(A), possiamo ricavare quella Afi: P(A°) = 1- P(A);

* seAeB sono disgiuntiAnB=0, conoscend®(A) e P(B), ricaviamoP(AB) = P(A) + P(B);
e e cosi possiamo andare avanti ...

Il matematico russo Kolmogorov studio negli anrd 18 proprieta delle probabilita, scoprendo che
da pochiassiom? si potevano ricavare tutte le altre proprieta. €iuassiomi vennero scelti per
definire le probabilitd, nel senso che ogni funeiame abbia le proprietda enunciate dagli assiomi
viene detta probabilita (che poi serve per misulaprobabilita di eventi in casi concreti, € utral
problemal)

Definizione (assiomatica di probabilitd)
Sia Q uno spazio campionario discreto. Si chiapmababilita su Q una qualsiasi funzioneP:
AQ) - [0,1], con le seguenti proprieta:

(i) P(Q)=1;

(i) se {An}noo € una successione di eventi a due a due disgaioéiAin A= conizj) allora

p(o Ahj =3 P(A) (addittivita numerabile).

n=1 n

La coppia Q, P) si chiamaspazio di probabilita (discreto).

Attenzioné
e La probabilita € unéunzione.
* Gli eventi sondnsiemi e se ne puo fare unione, intersezione, complementa
e La probabilita di un evento e umumero reale (fra 0 e 1), dunque le probabilita di eventi si
possono sommare, sottrarre, ...

Proposizione(proprieta delle probabilita)
SiaP una probabilita s@. Allora:
() P(O)=0;
(i) P(AY) =1-P(A);
(iii) seAq, ..., A, sono eventi a due a due disgiunti (dp@A=0 coni#j), allora

P(AUAU..UA)=F A+ K A)+...+ B A (addittivita finita);
(v) P(AUB)=P(A+ H B- B A B qualsiasi siand eB.

Esercizio
Supponiamo che un consumatore, entrato in un sigreato, abbia:

e probabilita pari a 0.7 di acquistare il prodadto

» probabilita pari a 0.2 di non acquistare il prodduit

» probabilita pari a 0.1 di non acquistare né il pttala né il prodottab.
Qual e la probabilita che acquisti siacheb?

Risposta
SiaAl'evento {acquistaa}, B I'evento {acquisteb}.
Allora P(A)=0.7, P(B=0.2, P(A°0B%=0.1, e chiediam®(ALB)=?

® Gli assiomi della matematica sono proprieta che sialimostrano, ma sissumonovere, da essi si fanno discendere
tutte le altre tramite dimostrazioni (esempio assidella geometria euclidea).
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Poiché AOB=(A°nB%° e P(A°nB°)=P(A%+P(B%)-P(A°0B%)=1-P(A)+0.2-0.1=0.3+0.1=0.4
Allora  P(AOB)=1- P(A°nB)=0.6.

Osservazione

Se Q é discreto, basta conoscere la probabilitd degine elementari per essere in grado di
calcolare la probabilita di qualsiasi evento.

Infatti, seQ é discreto si puo scrivel®@ :{cq<} (nel caso finitoQ ={cqK}::l) e seA [ Q, allora

o(4)= Um}] -3 ()

Perciobasta conoscer® ({ cq(}) =p. k=12,..., cioé le probabilita degli eventi elementari.

Come assegnare le probabilita
Abbiamo visto come si possono ricavare probabdit@&venti “piu complicati” dalla conoscenza
della probabilita di eventi “semplici”.
Adesso torniamo alla questione del come vanndatte le probabilita degli eventi “semplici”.
Ribadiamo che la scelta di queste probabilita daswddisfare le proprieta matematiche che
abbiamo visto, ma & un qualcosa che esula dall@madica, coinvolgendo piuttosto le nostre
valutazioni.
Ad esempio, se lancio un dado, siccon@ riteniamo a prioriche ogni faccia abbia la stessa
probabilita di uscireallora attribuiamo probabilita pari a 1/6 all’'uscita di 6. Se pero lanciassimo
un dado 1000 volte e il 6 comparisse 250 volteereano portati a pensare che il dado non € ben
bilanciato e la probabilita che esca 6 € (vicin&/d)
Queste due idee appena descritte (considerazionégdiprobabilita oppure calcolo di una
frequenza) sono alla base di due approccuddénizione classicali probabilita e ladefinizione
frequentista

Definizione (classicg
Se si ha che:

@) Qfinito: Q ={wy, ..., W}
(i) valutiamo che tutti gli eventi elementarud}, ..., { n} hanno la stessa probabilita;
allora

. P({a)}):% Oi=1,...,n;
_Laa A e

P(A) - n EIJA Q| !
n° casi favorevol
n° casi possibili

dunque ->  probabilita=

Attenzioné

Bisogna stare molto attenti all'ipotesi di equipabbita, infatti non sempre € vero che tutti gli
eventi elementari hanno la stessa probabilita.

Ad esempio, lanciando due dadi: qual € la probakile la somma dia 7?

La somma e un numero fra 2 e 12 (undici numenuito}, ma ad esempio 2 € meno probabile di 7,
poiché 2 esce solo se entrambi i dadi danno 1, rménhesce come 1+6, 2+5, 3+4, ... . E’ utile
osservare che se sceglia@a= {coppie (, J) coni e j interi fra 1 e 6} (ogni coppia rappresenta un
lancio, ad esempio (2,3) significa che il primo ddwh dato 2 mentre il secondo ha dato 3), allora

®Dove |A| & il numero degli elementi die R | & il numero degli elementi €.

20



gli eventi elementari sono equiprobabili. Quin@i | n° coppie = 86 = 36. | casi che danno
somma 7 sono: (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2).1)6in tutto 6 (e non 1/11 come ci si sarebbe
aspettati dall’equiprobabilita).

Osservazioni

» Definizione a carattere tautologico! Limitata a rerm finito di casi possibili, anche se
estendibile con passaggi al limite.

* Regola utile per calcolare probabilita in certeiationi in cui ci sia un numero finito di
alternative, che possono essere considerate, agdeesnotivi di simmetria, ugualmente
probabili.

» Definizione operativa che implica alcune regole p#aborazione matematica della
probabilita.

» Tipico campo di applicazione della definizione cleasgiochi di dadi, carte, ecc. (se si puo
assumere che non ci sia trucco!)

Esercizio
Calcolare la probabilita che la somma dei due ded® oppure 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12.

Definizione (frequentista)
Dalla frequenza relativa di certi eventi si puo uled la probabilita degli stessi.

Osservazioni

» Sia Pascal sia de Mére si aspettavano che, a mdgre, la frequenza con cui un evento Si
verifica si stabilizzi sul valore della probabilita

* Opinione comune, espressa nella cosiddetta legg&ieandel caso “in una successione di
prove fatte nelle stesse condizioni, la frequenzandevento si avvicina alla probabilita
dell’evento stesso e I'approssimazione tende aionggke con 'aumento del numero delle
prove .

* Rovesciando l'impostazione classica, si arrivo déiéinizione frequentista “la probabilita di
un evento ¢ il limite della frequenza (relativa) sieccessi (cioé del verificarsi dell’evento),
guando il numero delle prove tende all’infinito.

* Anche la definizione frequentista e “operativa’| senso che fornisce una regola di calcolo
(analoga a quella della definizione classica) deitabilita in determinate circostanze.

Esempio
Abbiamo discusso del dado bilanciato, un altro ggere dato dal lancio di una moneta: sensu

lanci escond teste si puo definirB({“esce testa”}) =k/n (frequenza relativa del valore “testa”).

Nota
In questo caso la scelta della probabilita degéngivnon € fattaa priori, maa posteriorj dopo
I'estrazione di un campione statistico.

Il buon senso ci dice chee il campione & abbastanza numeroaiora la frequenza relativa e
abbastanza vicina alla probabilita “vera”.

Osservazione
Questo e un concetto che verra precisato dalme dei grandi numersu cui torneremo.

Esempio

Supponiamo che a Milano, nel 2001, il 25% dei barnlielle scuole materne abbia avuto
I'influenza. E allora ragionevole pensare che n€26gni bambino avra una probabilita del 25%
(oppure 0.25) di ammalarsi. Dalla conoscenzgédstatdacciamo ungrevisione sul futuro
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Definizione (soggettivg

E la probabilitd assegnata ad un evdhia modo che la puntata in un gioco aleatorio cteegna
al successo un guadagmsoe all’evento contrario/complementare una perditeenda il gioco
“equoll.

Osservazioni

» Gia accennata in Pascal, si puo fare risalire adba®ernoulli, ripresa nel 900 da Bruno
de Finetti e Jimmy Savage Probabilita € il gradbdiicia che una persona ha nel verificarsi
dell'evento.

» Non é una caratteristica “intrinseca” dell’evento.

» Definizione “operativa™ “La probabilitd®(A) di un eventdA e il prezzo che un individuo
ritiene equo pagare per ricevere 1 se I'eventcesiiga e 0 se I'evento non si verifica. Le
probabilita degli eventi devono essere attribuiténiodo che non sia possibile ottenere con
un insieme di scommesse una vincita certa o unditpecerta principio di coerenza o

* La coerenza implica le solite regole della probghil

Calcolo combinatorio

Dalla definizione classica di probabilita come raqpp fra il numero di casi “favorevoli” ed il
numero di casi possibili, ne segue che & importsegper contare casi in questione.

Per alcune situazioni “tipiche”, come fare quesinteggio ce lo dice galcolo combinatorio

Le dimostrazioni delle formule che vedremo tra powan verranno fatte in modo formale
(rimandando al libro di testo), per concentrarsiossulla comprensione dei termini tramite
definizioni ed esempi.

Sottolineiamo perd un principio che serve per racavie formule, principio che é utile anche in
generale:

Principio del prodotto di possibilita

Supponiamo che ogni elemerttbun insiemeA sia determinato discelte successive, in modo che
ci sianor; possibilita per la prima sceltg, per la seconda scelta, ry,per lak-esima scelta. Allora
A harq [T, O.. [fk elementi.

Esercizio

La catena di SUBWAY di fast-food di Vienna prepainini a scelta in questo modo: ci sono tre
tipi di pane (bianco, integrale e di segale), qoatrciture (pollo, prosciutto, tonno o formaggio)
tre verdure e cinque salse. Il cliente puo sceglier pane, una farcitura, una verdura e una salsa.
Quanti panini si possono fare?

Risposta

Per il principio appena enunciato, i tipi di parsono 34 [B [b= 180.

Definizione (permutazione semplicég

Unapermutaziondsemplicg di n oggettié ogni allineamento di oggetti distinti inn casell€’, cioé
ciascuno dei possibili raggruppamentirdelementi che differiscono solo per I'ordine in ogni
elemento compare.

Proposizione
Il numero totale delle permutazioni (sempliciydbggetti & P, = n! = n( n-1)( n-2)...320. °

" Idea-guida. Permutazioni: modi in cui & possibidambiare I'ordine di oggetti.
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Quindi datin oggetti essi si possono “mettere in fila (0 codalonna)” inn! modi diversi. Infatti:
* per la scelta del primo oggetto della fila abbiampossibilita;
» a ciascuno di queste possibilita di scelta sono abbinate-{) possibilita di scelta per il
secondo oggetto della fila;
* aciascuno di questeé(h—1) possibilita di scelta sono abbinaite-Z) possibilita di scelta per
il terzo oggetto della fila;

» per la scelta del terzultimo oggetto della filptessibilita di scelta sono 3;
* per la scelta del penultimo oggetto della fila¢tsgibilita di scelta sono 2;
* infine rimarra un solo oggetto alla fine della fila

Osservazioni
» Un solo oggetto si puo mettere in fila in un solodwo, quindi 1!=1.
* Se non ci sono oggetti I'unica fila possibile € lkpeuota. Quindi 0! = 1.

Esercizi

1. 120 bambini di una classe elementare vengono fagttere in fila indiana. In quanti modi
diversi possono disporsi?
Risposta Py = 20!.

2. In un’urna ci sonm palline numerate da 1ra Le peschiamo una alla volta senza rimettere
le pescate nell’'urna, finché I'urna é vuota. Inmgasequenze diverse possono comparire le
palline? E sen = 5?

Risposta P, =n!, sen=5 abbiamo 5! =B[3[2[1=120 modi diversi.

Definizione (permutazione con ripetiziong
Unapermutazione con ripetizione di n oggetiticui k; uguali fra lora k, uguali fra loroe distinti
dai precedenti, ...k, uguali fra loro e distinti dai precedenfie dunquek;+...+ki = n), & ogni
allineamento dn oggetti distinti inn caselle.

Esempio
Dati i numeri {1, 1, 1, 5, 5, 6}, una loro permuiaze ¢ (1, 5, 5, 1, 1, 6).

Proposizione

Il numero totale delle permutazioni con ripetiziatien oggetti di cuik; uguali fra lorg k, uguali
fra loro e distinti dai precedenti, ..k, uguali fra loroe distinti dai precedente dunquek;+...+k, =
n! 9

k1K Ok !
Infatti, avremo sempre le permutazioni wlioggetti, ma ci saranno tante sequenze uguali e
indistinguibili dovuta agli elementi uguali fra tor
* 1 k; oggetti uguali fra loro possono permutare in postok;! modi diversi, senza
differenziare la sequenza degloggetti per I'ordine, e quindi per evitare di canet la stessa
sequenza bisogna dividere le possibili sequenzk; pher

n), e Rk

8 In matematica, se n & un intero positivo, si defien fattoriale e si indica com! il prodotto dei primin numeri interi
positivi. In formule,n! = nl{h-1)[(h-2) [I..[3R21, Perdefinizionesi chiede poi che 0! = 1. Questa richiesta si atzxo
con la richiesta che il prodotto di zero fattorigésiddettoprodotto vuoto come la potenza nulla di un intero positivo,
sia uguale ad 1. Questa scelta si rivela molteeutii quanto consente di considerare valide vanendle anche
guando alcuni loro fattori hanno la forma 0.

° kll% ¢ dettocoefficiente polinomiale multinomiale
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* i kyoggetti uguali fra loro possono permutare post&,irmodi diversi, senza differenziare
la sequenza degh oggetti per I'ordine, e quindi per evitare di mtare la stessa sequenza
bisogna dividere le possibili sequenze lpgr

Esercizi
* Quanti sono gli anagrammi della parola PROBABILITA?
Risposta Bisogna contare le permutazioni di 11 letterectarl “P”, 1 “R”, 1 “O”, 2 “B”, 2
| |
HAH’ 2 “I”, 1 HLH’ l HT”: 11' :E': 4.919 60(.
lnanrzierzninal 8
* Inun’urna ci sono 8 palline: tre rosse, quattno dluna nera. Pescandole tutte una alla volta
senza reimmissione, quante sequenze di colori possamparire?

I
8! _8L¥Blb_ 280.
3140 K1Y

Risposta

Definizione (disposizione semplice

Unadisposiziondsemplicg di n oggettiin k posti(dunque ¥k<n) & ogni allineamento di oggetti
scelti fra glin oggetti dati, cioé ciascuno dei raggruppamentinatd di k elementi che si possono
formare con glh elementi di un insieme.

Proposizione
Il numero totale di disposizioni (semplici) Wioggetti ink posti &: D, =n(n-1)...(n- k+1).

Infatti:
* per la scelta del primo oggetto della fila abbiampossibilita;
* a ciascuno di queste possibilita di scelta sono abbinate-1) possibilita di scelta per il
secondo oggetto della fila;

» per la scelta dt-esimo oggetto della fila le possibilita di scedtmo p—(k+1)].

Esercizi
1. In una gara con 40 concorrenti, quante sono leifietse dei primi 5?
Risposta D, ; = 40[B9(B8 137]3\.

2. In un’'urna ci sonon palline numerate da 1 a. Le peschiamo senza reimmissione,
fermandoci dopo averne estrdtte€Quante sono le sequenze possibilih S&0 ek = 4?
Risposta D,,,=10080817 (D, nel caso generale).

Definizione (disposizione con ripetiziong
Unadisposizioneon ripetizione di n oggetin k posti(qui basta ché&>1) e ogni allineamento di
oggetti scelti fra glh, ma senza I'obbligo di usare un oggetto al massinmevolta.

Esercizio

Quante diverse colonne si possono giocare al tlzioCa

Risposta Siccome le caselle sono 13 e gli oggetti da meeiteciascuna casella sono di tre tipi (1,
X, 2) che si possono ripetere, le colonne saraantetquante le disposizioni con ripetizione di 3
oggetti in 13 posti.

Proposizione Il numero totale di disposizioni con ripetiziodien oggetti ink posti e: D;,k =n“.
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Infatti per la scelta déi oggetti si ha sempmrepossibilita.

Esercizi
1. Problema dei compleannQual € la probabilita che frapersone due (almeno) compiano
gli anni lo stesso giorno?
Risposta Consideriamo I'evento: "nessuno compie gli armistesso giorno dell’altro”. |
casi possibili sono le disposizioni con ripetiziahi365 “oggetti” (i giorni dell’'anno) im
“posti” (le persone), cioé un numero di 36&elte. | casi favorevoli sono le disposizioni
senza ripetizionecioé D,g,, = 365[B641..[f 365 n+ ).

365(B64..[[ 365-n+ )
365’

Dunque la probabilita ¢ = , ad es. pen=30 si ottienep = 0.706.

Negli esempi precedentididine con cui effettuare le scelte aveva la sua impaga@adesso Ci
mettiamo in situazioni in cui I'ordine non ha impanza e si puo pensare che le scelte avvengono
simultaneamente.

Definizione (combinazione semplice

Una combinaziongsemplicg di n oggettidi classe k0O<k<n) & ogni allineamento di elementi
dell'insieme din oggetti dati, cioé ciascuno dei raggruppamenti oahnati dik elementi che si
possono formare con glielementi di un insieme.

Proposizione
Il numero totale di combinazioni dioggetti di class& posti e:
_n(n-1)...(n-k+1) _ n 10

C .
mk k! k! (n- k)

Infatti, disponenddck oggetti scelti fran elementi abbiamoD, , =n(n-1)...(n- k+1), siccome

I'ordine all'interno di ogni raggruppamento nonngportante, risultano uguali i raggruppamenti che
hanno gli stessk elementi dellinsieme ma ordinati in modo diffefierquindi per evitare di

ricontare la stessa combinazione di oggetti dobbiamidere per il numero di permutazioni che
guesti oggetti possono generare. Inoltre si ottlenBormula finale (ultima a destra del secondo

uguale), moltiplicando il numeratore e denominatme(n— k)!.

Esercizio
La commissione giudicatrice per un certo esame dssere composta da 3 professori. Sapendo che
i professori disponibili sono 15, in quanti modpsio formare la commissione?

10 Spesso € piuttosto che calcolare la probabilitindévento conviene calcolare quella (dell’'eventopplementare,
che nell’esempio €& quella che nessuno compia giilarstesso giorno dell’altro, per poi usare lagpieta (i) delle
probabilita:P(A%) = 1- P(A).

11 PN n n n n' . . .. . .
La quantit ="nsuk"=————=C ,, si chiamaoefficiente binomiale
k ki(n-k ™
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15
RispostaC , = ( 3) = %3: 5[F[13= 45t.

Definizione (combinazione con ripetiziong
Unacombinazioneon ripetizionedi n oggettidi classe K0<k) & ogni gruppo dk oggetti scelti fra
n oggetti dati, che possono essere ripetuti.

Proposizione

. o e - L\ n+k-1
Il numero totale di combinazioni con ripetizionirdoggetti di class& posti e:C,_ :( K J :
Esercizio
Supponiamo di avere 5 vasi e 10 caramelle: in guandli possiamo mettere le caramelle nei vasi?
(Ad esempio, 2 in ciascuno, oppure 10 in un vasessuna negli altri, oppure 5 in due vasi, ... )

Risposta Si tratta di sceglier 10 volte fra 5 oggetti, cgoetizione e non importa I'ordine, quindi:
. 15+5-1) (1
. _ _140317211 1001,
10 10 41B[P

Osservazioni
* Nei problemi di conteggio la difficolta spesso sael capire quale di questi modelli si
applica meglio (pensiamo ai vasi e alle carameailesa € che si sceglie, i vasi o le
caramelle? | vasi sono diversi, le caramelle no ...).
 Ancora piu attenti bisogna essere quando si trditacalcolare le probabilita come
n° casi favorevol

n° casi possibili

, quali casi sono equiprobabili?!

Esempiqdi Galileo)
Lanciando tre dadi e considerando la somma: qleapéobabilita che esca 9? E 10?

Risposta Ogni dado da un numero fra 1 e 6, la situaziaregssere modellizzata in due modi:

1. ogni lancio corrisponde a uterna ordinata(x;, Xz, Xs), con possibili ripetizioni; oppure

2. ogni lancio corrisponde ad wnuppodi 3 numeri (con possibili ripetizioni): i, Y2, Ya}-
Nel primo caso importa I'ordin® disposizionicon ripetizione di 6 oggetti in 3 posti.
Nel secondo caso non importa I'ordiffe combinazioncon ripetizione di 6 oggetti di classe 3.
Ma ad essereequiprobabili sono le disposizioni e non le combinazioni! Ad rep® la
combinazioni {3, 3, 3} puo comparire in un solo mo@utti i tre dadi danno 3), mentre la
combinazione {4, 3, 2} pud comparire in 3!=6 modietsi (i 6 riordinamenti della terna 4, 3, 2).

Dunque i casi possibili sonDy , = 6° = 216, quelli “favorevoli” affinché la somma sia 9 sono:

(1, 2, 6) e i suoi 6 riordinamenti; (1, 3, 5) aips6 riordinamenti; (2, 3, 4) e i suoi 6 riordinanti;
(2, 2, 5) e i suoi 3 riordinamenti; (1, 4, 4) euos 3 riordinamenti; (3, 3, 3) e il suo unico

riordinamento. Per un totale di 25 modi. La prob&bche la somma sia 9 8%16: 0.1157
Esercizio Provare a calcolare la probabilita di 10.
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Ricapitolando

NO Permutazioni
n semplici

elementi di un insieme

usandoli tutti? uguali fra loro? %

Sl P Permutazioni

NO@ " con ripetizioni
NO D Disposizioni

Dobbiamoriordinare gli | S! . N .
|:> Ci sono piu oggetti

K "
, semplici
S| P

Ha importanza Si possono ripetere

I'ordine? oggetti gia scelti? %
Sli Disposizioni

D, osizion!
Noﬂ K con ripetizioni
NO Combinazioni

C -
nk  semplici

Si possono ripetere

oggetti gia scelti? %

Sl « Combinazioni
n.k con ripetizioni

Esercizi per casa

1.

2.

In quanti modi 8 persone possono sedersi a undaa ha 8 posti?

In una gara di 40 concorrenti, di 8 nazioni divegeer nazione, quante possibili classifiche
per nazioni ci sono, per i primi 5 posti?

Se una fila del cinema ha 15 posti e ci sono sof@ei®one, in quanti modi Si possono
sedere?

In quanti modi 10 automobili che arrivano a unodmautostradale possono distribuirsi in 3
direzioni diverse? Distinguere i 3 caai:le auto si considerano tutte uguab; le auto si
considerano tutte diverse, le auto si raggruppano per cilindrata, 5 sonclasse A, 3 di
classe B, 2 di classe C.

A scommette con B che estrarra 4 carte di 4 sewarsii da un mazzo di carte di 40 carte
(che ne contiene 10 per seme). Qual € la probalbiie A vinca?

Carlo e Mario lanciano ciascuno 2 volte una mon@tal e la probabilita che Mario ottenga
piu teste di Carlo?

Calcolare la probabilita che, lanciando due dasitano:a. due 4;b. un 3 e un 5¢. due
numeri parid. due numeri la cui somma e&;due numeri uguali.

Da un mazzo di 52 carte se ne estrae una. Calcalgrembabilita che sia. una carta di
picche o una figura di cuot. una figura o una carta rossa.
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Modelli probabilistici

Probabilita condizionata e indipendenza

Abbiamo visto che la scelta dei valori che assuangrbbabilita su certi eventi dipende dalla nostra
valutazione. E chiaro che la nostra valutazionegambiare se si aggiungono nuove informazioni.

Esempio

A Milano i giorni in un anno con temperatura massisopra i 28° sono il 24%, percio scelto un
giorno a caso la probabilita che si registri unassiraa superiore ai 28% e 0.24. Se pero
consideriamo solo i giorni di luglio la percentuaale al 92%, mentre per quelli di marzo la
percentuale € del 3%. Percio se sappiamo che iih@iscelto a caso e di luglio la probabilita
diventa 0.92, se e di marzo e 0.03.

Definizione
SiaB un evento tale ch(B)>0. Allora la quantita:

P(AN B)
P(B)
e dettgprobabilita di A, condizionata aB (o dato B).

P(A|B)=

Esercizi
1. Qual e la probabilita che, lanciando una monetaralde, esca 10 volte croce?
2. E sapendo che nei primi 9 lanci é uscito croce?

o . . 10
Risposta | quesitoSiaA = {esce 10 volte crocep P(A) = n° casi favorevoli (—3

n° casi possibili -
Risposta Il quesitoSe si e verificat® = {nei primi 9 lanci 9 croci}, allora abbiamo che
P(ANB
p(A| B) =w =l.
P(B) 2

Osservazione

Calcolare la probabilita di un evento d&@ come cambiare spazio campionario, cio&da si
restringe &B. FissatoB, la funzioneP( . B), cioé quella che all’eventd associa il numerB(A[B) e
una probabilita sw? (purchéP( B)>0, altrimenti non & definita).

Definizione
Una famiglia B;};, finita (cioé{Bj}?:l ) oppure numerabile (cio%Bj}T:l ) € unapartizione di
Q se
a. LnJBJ. =Q opp. OBJ. =Q (equindg UQ 0O ;
j=1 =1

b. BB =0 Oi# j (cioé sono disgiunt.

Teorema(legge delle probabilita total)
Sia {Bj}; una partizione di2 con P( B, ) >0 0j. Allora per ogni eventé
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iP(Al B,) P( L’f) nel caso finito

Osservazione
Alle volte é piu facile calcolare le probabilitanmbzionate che non condizionate, ed € in questi cas
che la legge delle probabilita totali risulta utile

Esercizio

Si abbiano due urne, I'urna “a” contiene 2 pallinsse e 1 nera; I'urna “b” contiene 3 palline rosse
e 2 nere. Si sceglie a caso un’urna e si estra@altina. Qual € la probabilita che sia nera?
Risposta Se sapessimo qual € 'urna scelta non sarebheildifpercio conviene usare il teorema,
siano: A= {ho scelto l'urna “a”}, B = {ho scelto l'urna “b"}, N = {estraggo una pallina nera},

R = {estraggo una pallina rossa}. AIIora::’(N/A)=%, P(N/ B):é; P(A):%; P(B)=%.
Quindi P(N)= P(N| ATR( A+ K N BO® B= ghég% —(1)=o._e.

NOTANoOnN sarebbe stata la stessa cosa pensare chikne fussero tutte in un’urna sola!

Ora chiediamoci: se estraiamo una pallina neral quia probabilita che I'urna da cui stiamo
pescando sia la “b"?

In pratica si tratta di “rovesciare” le probabil@andizionate, infatti ci stiamo chiedendd?@|N).
P(BN N) o P(BN N)

PN ) P()

P(N/B)=

Da cui ricaviamo:

2
P(BAN)=P(B/ NO{ N= B N BOP E > P(B/ N)=P(N/B)EP(B)=5B12=1—1-054

P(N) 1
30
Usando la legge delle probabilita totali per saevié denominatore si ottiene:

P(B/N)ZP(N/B)DP(B)z AN BOR B |
P(N) P(N/ AOR A+ R N BOR B
Qui abbiamaA e B che partizionan®@ (spazio delle scelte dell’'urna) e condizionianspeitto adA
e B, nel caso generale si ottienef@mula di Bayes

Teorema(formula di Bayes)
SiaA un evento tale cheP(A) >0 e {Bj}; una famiglia di eventi tale che siano una pantiei di

QconP(B)>0 Oj.Allora P(B | A)= P(AIB)P(B)

>.P(AlB)P(8)

J
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Osservazione
La formula di Bayes serve per “rovesciare” le piuliza condizionate.

Esempidapplicazione della formula Bayes nei test clinici
In un test clinico, un individuo si sottopone alélenalisi di laboratorio per scoprire se ha 0 meno
una certa malattia. Il test da risultadositivo se indica la presenza della malattiagativoin caso
contrario. Ci possono essere degli errori:

1. un individuo sano da risultato positivo, detto appdalso positive

2. unindividuo malato da risultato negativo, dettpamtofalso negativo
SianoM = {I'individuo & malato},S = {I'individuo & sano},P" = {il test risulta positivo},N" = {il
test risulta negativo}.
Alcune probabilita condizionate sono importanti:

P(P*|M) = sensibilita del tesfla probabilita che un individuo malato risultigivo).
P(N'|S = specificita del tesfla probabilita che un individuo sano risulti nega).
P(M|P") = valore predittivo del tega probabilitd che un positivo sia veramente nela

P(P"|M)CP( M)

P(P IM)P(M)+P(P | §OR §

Utilizzando Bayes: P(M | P*) =

Osservazione
Per calcolare il valore predittivo oltre a sengihie specificita bisogna conoscere anelid), cioe
la frequenza relativa con cui la malattia colpisceplapolaziongdopo di chéP(S) = 1- P(M)).

Esercizio
Supponiamo che: il 5% della popolazione abbia &sgione alta; il 75% di chi ha la pressione alta
beve alcolici; il 50% di chi ha la pressione norenbéve alcolici. Qual é la percentuale dei bevitori
che ha la pressione alta?
Risposta PostoA = {individuo con pressione alta}N = {individuo con pressione normale} =
{individuo beve alcolici}. Sappiamo chB(A) = 0.05; P(N) = 1 - P(A) = 0.95;P(B|A) = 0.75;
P(B|N) = 0.5. Ci chiediam®(A[B):

p(AlB)= P(BIAP( A _ 0.75.05  _, 073
P(BIAP( A+ H Bl NOR N 0.7510.05 0.5 0.95

Indipendenza
Per rendere conto di quanto la conoscenza di nudeemazioni modifica le nostre valutazioni

della probabilitd abbiamo introdotto la probabilitandizionata: se voglio la probabilita di un

eventoA, maso che si e verificato Bllora anzichd>(A) considererd(A|B).

Alle volte pero puo succedere che la nuova infoioreznon cambi la valutazione della probabilita,
ad esempio sapere che oggi la massima temperainrauperera i 28° non mi dovrebbe dire nulla
sull’esito del lancio di un dado che volessimo lare

In generale si da una definizione matematica:

Definizione Due eventA e B si dicoindipendenti se P(ANB)= P( AOA B. (*)

Nota Bene
La definizione va bene anche nel c&8) = 0 oppureP(B) = 0.Sepero P(A) > 0 eP(B) > Oallora

(*) & equivalente a:P(A|B)= P( A e P(B| A= P( B.
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Osservazioni
* |l nota bene dice che la definizione € “giust&’e B (che abbiano probabilita positiva) sono
indipendenti se e solo se sapere che uno si écatafnon modifica la probabilita dell’altro.
- Se conosciamd®(A), P(B) e P( A1 B allora (*) & I'equazione da verificare per deciler

seA eB sono indipendenti.
» Altre volte invece siritiene a priori che due eventi sono indipendeatisi usa (*) per
calcolare la probabilita dell’intersezione.

Esempi
1. Nell'esempio delle due urne visto in precedenzeelgo “ho scelto 'urna “a™ e I'evento

“estraggo una pallina nera” non sono indipendeadicplare per credere corasercizio...).

2. Se lanciamo due dadi é ragionevaksumere a priorche I'evento “il primo dado da 5" e
'evento “il secondo dado da 2” siano indipenddiitirisultato di un dado non influenza
guello dellaltro).

OsservazioneNon € sempre evidente che due eventi sono indgren

Esempio

Lanciamo un dado. SiA ={esce un pari},B = {esce un numera3}. Allora P(A) = 2/6= 1/2;
P(B) = 4/6=2/3; P(ANB)=2/6=% 3= P( AOR B> A eB sono indipendenti.

Sia C = {esce un numero >3}, allo(C) = 1/2P(ANC)=2/6=13% 14P(AOA Q > AeC
nonsono indipendenti.

La definizione di indipendenza vista vale geppie di insiemima si puo estenderefamiglie di
eventi

Definizione
A1, ..., A, sono undamiglia di eventi indipendenti se ogni volta che ne scegliamd@2<r<n) la
probabilita dell'intersezione di queste uguale al prodotto delle probabilita di ciascdnessi:

P(ANA)=P(A)OH A) D |
P(ANANA)= AT AU A Ok ¥ ki
P(ANAN..NA)=PF ACOK A)L.OF A.
Esempio

Lanciando due dadi, gli event;={il primo dado da pari},A.={il primo dado da un numera3},
As={il secondo dado da parif4={il secondo dado da un numez8}.

Attenzione
Non basta verificare che gli eventi siaandue a due indipendenti

P(ANA)=P(AOH A) D |

infatti anche cosi potrebbero non essedigpendenti come famiglia

Esempiddi Berstein)
Sia abbia un tetraedro (solido con 4 facce triaangoton una faccia gialla, una rossa, una blua un

coi tre colori. Scegliamo una faccia a caGos {faccia colore giallo}, R = {faccia colore rosso},
B = {faccia colore blu}. AlloraP(G) = P(R) = P(B) = 1/2,P(GLRIB) =1/4% P(G)[P(R)[P(B). Ma
P(GOR) = P(GOB) = P(BOR) = 1/4 =P(G)[P(R) = P(G)[P(B) = P(B) P(R).

DunqueG, R e B non sono una famiglia indipendente ma sono a diieeandipendenti.

31



Ricapitolando

1. |Eventi| <———> |Insiemi

Definizione assiomatica
/ Calcolare il numera

. : — Definizione classica— : : .
2. | Definizione di probablllte/ di certi casi
Q Definizione frequentista l
Definizione soggettiva Calcolo

combinatorio

3.| Probabilita in presenza di informazioni aggiuntiive

se cambia/ \ se non cambia

Probabilita condizionata Indipendenzz:

l

Rovesciamento delle
probabilita condizionat

1S4

D
o

Formula di Bayes

Esercizi per casa

1. In un esame clinico per la diagnosi di una certéattia il 6% di coloro che sono sottoposti
al test risultano positivi (ma non tutti hanno lalattia), mentre il 5% in realta ha la malattia
(ma non tutti risultano positivi). Si determini peiobabilita che una persona malata risulti
positiva al test, sapendo che la probabilita chepersona che risulta positiva al test sia
malata € 0.8.

2. Un’urna contiene 6 palline bianche e 4 nere; sesteaggono 3 senza reimmissione. Qual e
la probabilita di estrarrB, N, N (in quest’'ordine)?

3. In una patrtita di scopa, 40 carte vengono distiiba 4 giocatori, 10 carte a testa. Si calcoli
la probabilita che un giocatore abbia serviti iraypartita:a. almeno un settdy. due sette (e
non di piu);c. due sette (e non di piu), sapendo che ne ha almen;d. il sette di quadri e
un altro sette.
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Variabili aleatorie discrete e loro distribuzioni

Unavariabile aleatoria(casual@ € una quantita che pud assumere diversi valovia@bile), in
dipendenza dal caso (aleatoria).

Esempio
Se giocando alla roulette puntiamo 2 € sul ross® sl dispari e 1 € sul 5, la somma che ci verra

data dopo l'uscita del numero (potrebbe essereeameho ...) € una variabile aleatoria, poiché
dipendein modo univocalal numero che uscira, il quale dipende dal casofatti un elemento di
Q={0, 1, 2, ..., 36} su cui c'e la probabilitaP({ w}) = 1/37. Quindi la nostra vincita € una
funzione definita suQ.

Definizione
Data uno spazio campionario discr&pé dettavariabile aleatoria (v.a.) discreta una qualunque
funzione definita s@ a valorireali X Q - R

Osservazione
Dato wl Q, X(«) e univocamente determinato poickié una funzione.

Esercizio

Nell’esempio della roulette, la vincita é determi@nanivocamente dal numero che uscira. Allora
dov’e il caso?

RispostaNella scelta dw1 Q, che é governata d&(P € la probabilita che “vive” s@).

Nell’esempio della roulette ogab {0, 1, ..., 36} ha probabilita 1/37 di uscire.
Sempre nellesempio, e chiaro che ci interessed qula probabilita, per esempio, di vincere
gualcosa, cioé ¥ e la variabile “vincita”, ci interessa la probatailche “X >0”. In formule:

P(wDQ: X (w)>0)
(“ probabilita dell'insieme degli elementi € tali cheX di wé maggiore di zero”).

Osservazione
La probabilita & definita s@, ecco perché abbiamo dovuto scrivere cosi!

Notazione
In realta nella pratica spesso “ci si dimentical)dé si usa una notazione piu succinta:

(X =2)=(w0Q: X(w)= &), (X >b) =(wD0Q: X(w)> 1), (XO(a b)) =(w0Q: X(w)O(ab]),...
Dunque gli ‘& non compaiono, restano sottointeéD.(D I) dove | OR €& uneventg cioé un
sottoinsieme df2, quello degliwtali cheX(w) O 1.

Se tutti e soli gli elementi &\ “vengono mandati ifi’ da X, alloraA é I'evento X O 1) = A.
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Osservazione
(X O1) coincide con I'insiem& (1) dellecontroimmagini di | tramite X

Facciamo tornare in gioco la probabilita.

Definizione
La leggeo distribuzione di una v.a.é la funzione che associa ad ogni intervdlld R il numero

P(X O1).

Osservazione
La legge di una v.a. & una probabili{|)=P(XO1). A voler essere pignolP agisce sugli
intervalli di R e noi abbiamo parlato solo di probabilitd su sgampionari discreti ... in effetti la

trattazione delle probabilita si porta a delle complicazioni matematiche che esutim@uesta
breve trattazione (ecco perché abbiamo saltatsi iccatinui e le v.a. continue).

Se restiamo ancora un po’ nel caso discreto cirg@oo di aver “scomodatoR inutiimente.

by

Infatti una v.a. discreta assume al massimo umitéfidi valori numerabili, cioé valofix}" (Q, &
al piu numerabile e ad ognid Q corrisponde uno e un solo valore....

Definizione
La v.a.X che indica ilsuccess@X=1) o I'insuccess@X=0) in una prova o esperimento aleatorio si

chiamabernoulliana di parametro p e si indica conX ~ B( p) .

Esempio
Il lancio di una moneta é ur@ova di Bernoullj perché puo uscire solo testa o croce. Passiamo

chiamare “testa” “successo” (1) e “croce” “insua®s(0). Allora la v.aX, che vale 1 se esce testa
e 0 se esce croce, € bernuolliana di paranpetr/2.

Osservazione

Non & necessario che i risultati dell'esperimendme solo di due tipi, ma che per i nostri scopi o
interessi possiamo identificare due insiemi diltegy A e B, e chiamare i risultati iA “successo”

e quelli inB (= A°) “insuccesso”.

Esempio
Se al gioco della roulette puntiamo sul 15 e syli28ultati possibili sono i numeri da 0 a 36, ma

per i nostri interessi sono solo di due tipi: “sees0” se esce il 15 o il 26 (dunque linsieme
A= {15, 28)) e “insuccesso” se esce qualcos’altioga").

Se ripetiamo piu volte un esperimento di Bernaatliéniamo ilprocesso di Bernoulli

Definizione

E’ dettaprocesso di Bernoulliuna sequenza di prove di Bernoulli, tutte con éssb parametrp e

tra loro indipendenti. La sequenza puo esseretaitatda un numero finito di prové, X, ..., Xn;
oppure essere infinita (numerabil), X, X3, ... . Nel secondo caso diciamo che il processo é
illimitato .

Esempi

Lanciaren volte una moneta; giocare alla roulette puntanglonsmero 10 finché non si vince
(potenzialmente potremmo dover giocare infiniteeol.).
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Osservazione
Legate a un processo di Bernoulli ci sono delle aae abbastanza naturali:

1. Quanti successi otteniamonrprove? (Ad esempio, quante teste nel lancio dimnoaeta).

2. Quanto dobbiamo aspettare per vedere un succeSd@&s¢mpio, per vincere alla roulette).
La risposta in entrambi i casi &€ data da una v.a.

Definizione
La v.a.X che conta ihumero totale di successi in n prasieun processo di Bernoulli di parametro

p si chiamabinomiale di parametri n ep, e si indica conX ~ B( n p).

Osservazioni
1. Sen =1 riotteniamo una v.a. bernoulliana, ci¥é~ B(1, p)= B( p) .

2. Nota Beneuna binomiale pud essere vista come EBomma di n v.a. bernoulliane
indipendenti e di parametra. p
Infatti se Xy, Xz, ..., X, sono le v.a. del processo di Bernoulli che stiamonsiderando;
vale: 1 se “in posiziong c’e stato un successo, 0 altrimenti.
Dunque inX; + X, + ... + X, ci sono tanti 1 quanti sono i successi e quindi

(X, + X, +...+ X.)~ B(n p.

3. L’ipotesi diindipendenza fondamentale (cioe il fatto che I'esito di umaya non influenza
le altre), perché, ad esempio, se sceglies3imoX; = ... =X, allora potremmo avere safo
oppure 0 successi.

Proposizione
Se X ~ B( n p) , X pud assumere i valori interi compresi fra 0 @n probabilita data da

f (kK)=P(X= k):[ j (- P koL..,r

n
k

Esercizi
1. Un test ha 10 domande con 4 risposte per ogni ddajama sola delle quali corretta. Per
superare il test bisogna rispondere correttamahtdraeno 8 domande. Qual € la probabilita
di superare il teste rispondendo a caso?
Risposta Ogni domanda e una prova di Bernoulli di parameif4 (la probabilita di
rispondere correttamente). Il numero totale di oxdp esatte e allora una v.a.

X ~ B(10,0.29. La probabilita si passare il tesPX=8).
P(X=28)=P(X=8+ P X=9+ K X=10= (finita additivita)

=(180](0.25)8(0.732+(190]( 0.25'( 0-7)5{113( 035= =. 0.004158 0.

2. E piu facile fare almeno un 6 lanciando un dadmMey o fare almeno un doppio 6
lanciando due dadi 24 volte?
Risposta Nel primo caso abbiamo 4 prove di Bernoulli dirgmetrop=1/6, percio

X ~ B(4,1 6) e ci si chiedeP( X =1) =1- P( X=0) = 1~ F( ci sono 4 insuceg: Conviene
considerarey ~ B(4,5’ 6), dove i “successi” dY sono gli “insuccessi” dX:

P(X21)=1-P(X=0=1- A Y= 4= 1—(2)4: 0.51771 52¢

2 Tale probabilita di assumere i valori interi coesirfra 0 en & dettadensita discreta
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Per il secondo caso le prove sono 2¥#/36. come prima abbiamy ~ B(24,:]/ 36) e Ci si
chiedeP( X =1) = ? ed & pitl comodo considerafe- B(24,35 39, e quindi

24
P(X=21)=1-P(Y=24= 1—(2—2’) = 0.4914] 49¢.

Quindie piu facile fare almeno un 6 lanciando un dadoltev

3. (Probabilita di vincere alla lotteriaUn giocatore compra ogni anno un (solo) biglietta a
lotteria nazionale che vende 5 milioni di bigligits 2 107 probabilita di vincita ogni anno
(se la fortuna non fa preferenze). Qual e la priitalli: vincere 2 volte in 5 anni?, vincere
almeno2 volte in 5 anni?, non vincere mai in 5 anni?
Risposta Se ogni anno vengono venduti lo stesso numebigtietti e se le estrazioni sono
indipendenti, allora siX = “numero di successi in 5 esperimenti i.i.d”

P(X=2) :@j P (1- p’ 0400%;
P(X22)=1-P(X<1)=1-(% p’- 5 + ' O &10°;
P(X =0)=(1- p)’ = 0.99999.
Ora rispondiamo alla domanda: “Quanto bisogna temgeper avere un successo, cioé il primo?
Definizione

La v.a.X che contal numero di prove necessariger ottenere il primo succes#o un processo di
Bernoulli illimitato di parametrg si chiamageometrica di parametrop e si indica conx ~ G( p).

Proposizione
Se X ~ G( p), X pud assumere tutti i valore interi a partire da ba densita discreta

fo(k)=P(X=K=d1- 97 (k=12.).

Esercizio

Lanciamo un dado, guardando se esce il 6. E’ uogsso di Bernoulli di parametro 1/6 (6 equivale

a “successo”).

a. Qual e la probabilita che per ottenere 6 oeckamciarlo piu di 6 volte?

b. Qual €& la probabilita che dopo aver visto il Bauprima volta, occorra lanciare il dado
esattamente altre 5 volte per vedere il secondo 67?

Risposta

a. SeX ~ G(1/6), la probabilita éP( X >6 :iP X= k):l—i H X= RB=
k=7 k=1

o k-1 51(5)"
=1-> p(1-p) =1—zg(gj =0.33L
k=1

k=1
b. Dopo che il 6 e uscito una prima volta, € cameicominciassimo il processo da capo, percio la
4
v.a. & ancora un¥ ~ G(1/6), quindi P(Y=5)= p(1- p' _—(gj [0.0803= 8.03.

EsempigqParadosso della scimm)ia

Supponiamo che una scimmia seduta alla tastietan diomputer batta i tasti a caso, cioe con la
stessa probabilitd e con battute indipendenti. TSiatempo che la scimmia abbia di battere la
Divina Commedidcirca 554000 battute!). AllorB(A)=1!"
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Come dimostrarlo? Il “prodotto” della scimmia € unica sequenza di caratteri (tra cui anche gli
spazi), tra cui dobbiamo vedere se c’e, a par@re@mh qualsiasi posizione, la sequenza dei 554000
caratteri dellaDivina Commediall modello &€ un processo di Bernoulli che oraimlafmo: quando
la scimmia batte il primo tasto ha la probabilifddD di scegliere il primo carattere delavina
Commedia se ne sceglie un altro possiamo consideraredang@a battuta come la prima di un
secondo tentativo prosegue e la probabilita di lsregora il secondo carattere delldvina
Commediaé 1/100, e cosi via. Quindi un “tentativo” (cheds& nostra prova di Bernoulli) € una
sequenza di caratteri piu 0 meno lunga, che siladadn due casi

a. la scimmia batte l&Divina Commedia cioé p = probabilita che scimmia battivina

Commedianel periodo di lunghezZzg
b. la scimmiafail primo errore.

Dunque la probabilita di “successo” p = (]/100)554000: 1 g10800¢

Abbiamo modellizzato con un processo di Bernollifnitato, di parametrop =10, Cj resta

solo da dimostrare ché& un processo illimitato di Bernoulli di parametm(qualsiasi, in (0, 1])
'evento A="il numero di prove necessario per ottea il primo successo é finitoha probabilita

pari al. “In formule” se X ~ G( p), P(XON) =1, ma

(XDN):ZF’( ) ;pk:o( @ﬁ p (1 p) =17

In realta abbiamo dimostrato di piu (avete notdte it fatto che i tasti siano 100 e che la sequenza
“giusta” abbia 554000 caratteri non e stato ugatbiamo dimostrato che se abbiamo un numero
finito di caratteri e una sequenza finita di canattS, e costruiamo una sequenza infinita di tamat
alternandoli “a caso” (cioé con uguale probabiktdndipendenti), allorda probabilita che la
sequenza S sia “inserita” nella sequenza infinggartire da qualche punto, e parila

Come caso particolare c’e il processo illimitatddrnoulli (i “caratteri” sono solo 0 e 1). Quindi

un processo illimitato di Bernoulli, scelta una dgiasi successione $xi, Xo, ..., X,} di “zeri” e
“uni”, la probabilita che questa S compaia primapoi € pari al.

Se lo schema di Bernoulli € un modello adeguatma o poi la scimmia finira per scrivere la
Divina CommediaAnzi, se scrive all'infinito, la scrivera infieitvolte!

Eventi rari possono accadére

Quando si verifica un evento raro, & pero possifikil nostro modello sia inadeguato.

Osservo lanciare una moneta 100 volte con esitotd€t@: si & verificata una dellé®2sequenze
possibili in uno schema di Bernoulli arrestatcealierimento 100?

Vale la pena di verificare se il lanciatore non cagace di lanciare la moneta in modo che ricada
sempre dalla stessa parte, soprattutto se c'easta in gioco!

Assenza di memoria
La probabilita che il successo si verifichi dop@sperimenti ulteriori se non si e verificato fino
all'esperimenta:

P(X=n+t+k X>1 _H X= nm k
P(X>n) - P(X>1

P(X=n+k| X> 1=

(0<qg<1).

. : : . 1
3% 3cambio indice alla sommatoria; ®¥formula della serie geometnci q' =—

n=0 1_ q
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ricordando che:
P(XOA XOB= P( X AN XY( B) ,P(X > n) = P( ninsucessi nei primn esperimeti ¢

allora:
)n+k—l

p(X = n+ K| X> r):—p((ll‘_z)n - H1- 3= # e K

Il ritardo non é influenzato (probabilisticamentia) tempo di attesa gia trascorso.

Esempio

Nel gioco del lotto il fatto che un numero sia mi@tario non modifica la sua probabilita di uscita
futura! Calcoliamo la probabilita di uscita di uanmero su una certa ruota. Abbiamo due modi di
calcolo:

numero di cinquine contenenti il numerg/ 89 90| _ 1
numero di cinquine possibili 4 5) 18

«  P("numero estrattd"= P( "numero 1° estratt".U  “numero 5fatd’) = SB£ =i8 14

Esercizi per casa

1. Una macchina per confezionare generi alimentampie meno del dovuto il 10% delle
confezioni. Calcolare la probabilita che su 5 caitfii il numero di quelle sottopeso sia:
a. esattamente 3. esattamente 2;. zero; c. almeno 1.

2. Se lancio 2 dadi la probabilita di fare 12 € 1/@6nque mi aspetto che in 36 lanci esca un
12. qual € la probabilita che cio accada? Quah@nlmo numero di lanci da fare affinché la
probabilita di uscita di un 12 sia almeno 0.5?

3. Verificare, utilizzando le densita discrete dellea.vche hanno leggB(p) e B(n, p),
soddisfano la condizion® p, (k) =1.
k

4. 1l 35% dell’'elettorato & a favore del candidato d@inPallino. In una sezione elettorale
votano 200 persone (“scelte a casoX e il numero di quelle che sono a suo favore.
a. Determinare la probabilita ch¢ sia maggiore di 75 (scrivere la formula esplicitee c
assegna questa probabilita, senza eseguire illcalamerico).
b. A votazione conclusa, lo scrutatore inizia lo spmglelle schede. Determinare la
probabilita che il nome Pinco Pallino compaia perptima volta alla quarta scheda
scrutinata (fornire anche il risultato numerico).

14 Estrazione senza reinserimento.
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Valore atteso

Abbiamo visto che se diamo una macchina da scrigdrena scimmia e la lasciamo fare questa
prima o poi scrivera qualsiasi libro voi scegliate.

Naturalmente ci aspettiamo che per fare cio ciarabbastanza tempo: € naturale chiedersi “quanto
tempo ci mette la scimmia prima di riuscire?” o hefguanti tentativi deve fare?”

Queste sono quantita aleatorie (che dipendono dabé&aso), allora € piu ragionevole chiedersi:
“mediamentequanti tentativi dovra fare?”

E ci aspettiamo che la risposta dipenda dal nurdetasti della macchina e da quanto € lunga la
sequenza “giusta”.

Una formalizzazione rigorosa di quehédiamenteche abbiamo inserito nella domanda, € data dal
concetto dvalore atteso

Definizione
Se X € una v.a. il suovalore atteso o media o speranza matematicaé il numero reale

E(X)=> % Of (%) =D %O X= x)<e , altrimenti si dice chX non ha valore atteso finito.

k k

Osservazioni
e Gli x sono i valori cheX pud assumere, percio ¥eassume un numero finito di

valori, Z ” @ una somma finita; s¥ assume un numeiofinito di valori“ Z " @ una
k k

serie.
* non confondiamo)_ f, (x) con la somma (o serie) precedente, infa}tif, (x,)=1
k k

perchéP(XO{ x, %...}), mentre in}_x, f, (x,) compaiono anche gk
k
* E(X) (se esiste) e umumero realgnon € una quantita aleatoria!)

e SeXassume solo un numero finibodi valori: {x1, X, ..., Xn} €d ognuno con probabilitg‘c,
n

: 13 . . . . . . .
allora E(X)=)_x, 91::—2 x. il valore atteso éa media aritmetica dei valori assunti
k= N N

Questo & un caso particolare dXE(E(X)=>x f, (%), dovex, & il valore assuntee
k=1

fy (xk) e laprobabilita di assumerlq“peso” dixy). Quindi EX) pu0 essere visto come

media pesata dei valori assudibve “pesano” di piu i valori piu probabili.

e E(X) puo essere diverso da tutti gl (ad esempio la media aritmetica ™inumeri pud
essere diversa da ciascuno), quinc)E(on eil valore piu probabile dK semmai ¢ il valore
attorno a cuiX e “centrata” (ricordiamo la media aritmetica vigtaFisica: “teoria degli
errori’ e “statistica descrittiva”)

Esempi
6
1. SiaX il punteggio di un dadoE(X) :%ZK:%(H 2+ 3+ 4+ 5+ §= 3.L
k=1

2. SiaX la soma del punteggio di due dadi:

6
E(X)=Y ki, (K) = 205 + 335 +...+ 182 + 132 = -
= 36 36 36 36

3. Una lotteria ha i seguenti premi: 1° premio: 3 amlidi euro; 2° premio: 2 milioni di euro;
3° premio: 1 milione di euro; 5 premi da 10000028; premi da 10000 €; 100 premi da

39



1000 €. Si vendono 2 milioni di biglietti, ciascudei quali costa 5 €. Qual e il valore atteso
della vincita? Conviene acquistare un biglietto?
Risposta SiaX = “vincita con un biglietto”. Allora:

1

P(X =300000 = P( X= 2000000= A X= 10000p8 ————:

( 9=" o= A PO 200000¢
P(X=100000=—>: P(X=10000=——2 : P(X=1000 =20
200000 200000 200000

E(X)=3000000P( X = 3000006- 200000B( X= 2000)80 10000B0OX=  @OOP+

+100000P( X = 10000p+ 100Q0P( X= 100p6 1000 X= 1960 3.4€

Dunque, mediamente, spendendo 5 € se ne vincon®. 3l4ioco quindi e iniquo, cioé a
sfavore di chi acquista i biglietti.
Naturalmente uno puo ritenere che pur essendoodogsfavorevole perder 5 € sia un
“danno” accettabile vista la possibilita di vinceB milioni, ma questo esula dalla
matematica ... .

4. Assicurarsi puo essere visto come un gioco d’azzdaye si paga un premsper ricevere
una somma di denadbaleatoria (che dipende dal fatto che avvenga leemento contro cui
ci si assicura). Le assicurazioni calcolanoX)E(n modo da guadagnareediamente

s— EX).

Proprieta del valore atteso

a. Linearita
- SeXeé unav.a. con K finito, e a,b0R, allora E(aX +b) = aE( X)+ k.

*  SeX,..., X, sono v.a. con valore atteso finito, alldX, +...+ X,) = E( X)) +...+ E( X,)

b. Prodotto di indipendenti
*  SeX,..., X, sono v.aindipendenticon E) finito > E(X,0..0X,) = E( X,)0..[E( X))

c. Valore atteso di Y = g(X)
SeXéunav.a. g R - R, allora il valore atteso &f = g(X) E[g(X)]=>"g(x)Of, ()

k

Esercizio
SeX & il punteggio di un dado, quanto vale&®(?

Risposta Chiamiamoy=g(X)=X>, doveg(x)=x E(Y) =Y K= ==(1+ 4+ 9+ 16+ 25 3= 151.

olkr
olk

6
k=1
Valore atteso delle v.a. legate al processo di Batlin

« X~B(p) = E(X)=p infatti E(X)=10p+0{1- p)= p.

« X~B(np = E( x):zn: Ej p(1- p)“_k, la formula risulta un po’ complicata da
k=0

calcolare, ci serve un trucco. Abbiamo visto ¢hpuo essere vista come somma di v.a. di
Bernoulli: X =X, +...+ X, con X~ B g Oidacui, usando la linearita di E:

E(X):Z:E(Xi): np.
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X~G(p = E(X)=%, infatti E(X):Zk@)(l— P =

ok

Esempiq(paradosso della scimnjia
Torniamo a chiederci quanti tentativi deve farestammia per scrivere |®ivina Commedial

tentativi erano un processo di Bernoulli con paramng =10"°***. || valore atteso di un&( p)
(variabile che conta il numero di prove che servpeo vedere il primo successo) ,lpercio
serviranno mediamente0 % tentativi. Ogni tentativo & almeno una battpcio il numero di
battute & almeno (mediamentd)'**° battute (a esser precisi 'ultimo tentativo 54®@00 battute,
perché ¢ il “successo”, ma rispettd@'**, 554000 & molto piccolo). Se pensiamo che lasi
batta 10 tasti al secondo, il tempo medio & maggmmuguale a0*°"**secondd 16'%" ani
(l'eta dell’universo €010 anni).

Esercizi per casa

1.

In una linea produttiva la frequenza relativa cam sono prodotti pezzi difettosi € 0.2.

Considerando 10 pezzi prodotti consecutivamente.

a. Qual € la probabilita che tra questi ce ne sesaitamente 4 difettosi?

b. Qual & il numero medio di pezzi difettosi?

c. Qual é la probabilita che il numero di pezzi tidsi non superi il numero medio di pezzi
difettosi?

Indicare, per ciascuna delle seguenti situaziaigspotesi del modello bernoulliano sono

soddisfatte. Consideriamo la produzione industiialgezzi che possono essere 0 non essere

entro prefissati limiti di tolleranza.

a. Per evitare la noia, un operaio al tornio pass#&rmip in tanto, da tipi di lavori "facili" ad
altri "difficili".

b.Un altro operaio lavora con un solo tipo di artigoma diventa molto trascurato dopo
pranzo e poco prima dell'ora di uscita.

c. Ogni macchinista nell'impianto verifica le dimensialei pezzi prodotti, e diventa piu
attento se trova un pezzo fuori dai limiti di todlaza.

d. Alcuni apparecchi hanno una taratura automaticagch@ualmente si allontana dal valore
desiderato.

Un ispettore per il controllo di qualita rifiuta apartita di schede a circuiti stampati se in un
campione di 20 schede sottoposte a test vengomnatitt® o piu pezzi difettosi. Determinare
il numero atteso di pezzi difettosi e la probadilii rifiutare una partita se la proporzione di
pezzi difettosi nell'intera partita éa. 0.01; b. 0.05; c. 0.1; d. 0.2.

| traghetti da Bellagio per Varenna partono ognimibuti. Il signor Rossi € in vacanza a

Bellagio per 6 giorni, ed ogni giorno sceglie accas istante in cui recarsi al molo

d'imbarco. Lo stesso fa anche il signor Brambdlee invece trascorre a Bellagio un periodo

di 30 giorni.

a. Calcolare la probabilitp che, in un dato giorno, il signor Rossi attendadi7 minuti.

b.SiaX la v.a. che denota il numero dei giorni in cusignor Rossi attende il traghetto per
pit di 7 minuti. Qual é la distribuzione ¥? Calcolare EX).

c. SiaY la v.a. che denota il numero di giorni in cuiigrsor Brambilla attende il traghetto
per piu di 7 minuti. Qual é la distribuzioneX#t Calcolare EX).
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Probabilita e giochi

Calcolo di probabilita nei giochi: lotto, superenabtto, dadi, roulette

Calcoliamo le probabilita dell’evento: “il giocawwince al gioco del...”

Lotto

(89j
4 1
» Estratto sempllceP( Estrattq =—<= 18 =0.0555= 5.59.

Y

88
3)_2
> Ambo P(Ambd =->—£=—"=0.002496= 0.259.
90) 801
5
87
2 1
> Terno P(Terng=>-<=———=0.000085k 0.0085C.
90) 11748
5
86
1)_ 86 1
> Quaterna P(Quaterng = = = =0.0000012= 0.00019¢.
90) (90| 511038
5 5
> Cinquina P(Cinquing = = L 00000000222 0.00000227.
90| 43949268
5
Superenalotto
6)(84
3\ 3
> Tre P(Tre) =(9—0j=0.00306: 0.0319.
» Quattro Quattro ( (j(j j =0.000083%= 0.0084¢.
» Cinque Clnque) ( j( j =(0.0000008= 0.00008.

(9 j 622614630
6
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» Cinque+uno  P(Cinque+Unq =

6

6
1 1

> Sei P(Se)=

6

Dadi

[90)  62261463(

(90}  62261463(

Il gioco dei dadi consiste nel lanciare una comhidadi, se esce:

* 7011l giocatore vince;
e 2,3012 il giocatore perde;

e un altro numero {4,5,6,8,9,16% il “punto” del giocatore, il giocatore deve lan@a dadi

fino a quando non esce:

— o0l suo “punto”, nel qual caso vince;
— oppure 7, nel qual caso perde.

N _ -, 1
> =" - K dodigj="e= =
P(dug o H dodic) T
> P(tre)zﬁzP(undlc):h:E:—l.
n, 36 18
_n, _ . y_ny,_3_1
> =" B dieqj="0 =2 = =
P(quattro) o P( diec) 36 12
. _n _ _n_4_1
> =% - Hnovp=_0=" ==
P(cinqug o H novg n 36
y_Ng _ _n_5
> P(sel)=—¢= P ottd=-8="
(se) =15 = long =% = 2
> P(setté=&=£—E
n_ 36 6
n \’(36-n-n\""
> P("Punto" e vince doponlan);i{—pj (—pj . 4F JF3, 5B A4, A A5
36 36
2 2 2
> P("Punto" e vinch= URI P il N Cat ) o L. 1L ___ 9
36 36 36 36 ,_30-n, 36((6+n, )
36
> P("4"evincg=("10"e vinc)szg'—2 -1
360{6+3 36
> P("5" evincg = F("9"evinc)s=—42 =2
360{6+4) 4F
. : 5° 25
> "e" = "g" =
P("6" e vincg= K "8"e vince= 3676+ 9§ 396
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P(il giocatore vincg= B 1+ F7)+20 p4)+ 20 Py + 20 Pg=

>
=£+£+2[E—1j+ 2tﬁ—zgj+ 2[€§g= 0.4929- 49.39
36 36 136 4 39

Roulette
Breve descrizione della versione americana delogioc
= Ruota/cilindro divisa in 38 settori uguali: 36 nuiteda 1 a 36: 18 rossi e 18 neri alternati e
2 due verdi 0 e 00.
= Varie puntate possono essere fditesingolo;ll) rosso, nero, pari, dispari, manque/bassi (1-
18), passe/alti (19-36))) dozzine: 1-12 (P), 13-24 (M), 25-36 (D), colonn&addici n°: |
(1--34), 11(2—35), 111(3--36),1V) etc.. (es il resto...)
Alcuni calcoli:

> P(numer():3—18:0.02631: 2.639
> P(rossq= K nerp= P pafi= P dispd= P 1-)8 (P 19-)36:13—2:0.47368: 47.48

> P(dozzin¢:é—223=031578: 31.69

Quote e guadagno probabile

Il giocatore di solito non parla in termini probktai, preferisce parlare di quote, cioe il rappdre
i casi sfavorevoli e quelli favorevoli.

Dadi
Il sette ha 6 casi favorevoli su 36 e 30 sfavorewplindi le quote sono 5 contro 1 che il settesesc
in un lancio. Mentre gli occhi del serpente (cib2)ie dato 35 a 1.

Roulette
Le quote per ogni singolo numero sono 37 a 1.

Lotto
Le quote per 'ambo sono 799 a 2.

Superenalotto
Le “quote” per il sei sono 622614629 a 1.

Esercizio
Trovare le quote per tutti i casi studiati nel giodei dadi, della roulette, del Lotto, Superertalot

Se le quote contro un evento sana 1, significa che ungiusto payoffprofitto = somma spettante
al vincitore di una scommessa o gioco d’ azzard®i vincesse la scommessa dovrebbe essé€re
per ogni 1 € scommesso.
Naturalmente i payoff nel casino/lotto non sonaagtordo con le giuste quote, infatti esse sono
sempre minori:

* Dadi il banco paga alla pari 1 a 1.

* Roulette paga il singolo numero 35 contro 1 ...

* Lotto per 'ambo paga 250 contro 1 ...
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DomandaNel superenalotto esistono le “quote”?
Osservazioni

Nei giochi € molto importante il valore atteso da.v speranza matematicguadagno
probabile del giocatore

Giuste quote dovrebbero dare il giusto payoff if‘ginco equo”.

Tutti i giochi del casino e tutti i giochi/lotter@ono inerentemente iniqui e parziali contro il
giocatore.

Questo da al casino e ai gestori dei giochi/lattérioro vantaggio, cioé il modo di fare soldi
a lungo termine a causa delémge dei grandi numerNella roulette il vantaggio € dato dai
2 settori verdi 0 e 00.

Alcune volte i giocatori hanno cercato di eliminakevantaggio del casino cercando di
ottenere informazioni addizionali sul gioco incremando cosi la loro probabilita di
vincere:sistemi/strategie di gioco

Giochi equi e iniqui

Consideriamo la v.a. che rappresenta le vincitendindividuo in un gioco, siX = “guadagno” del
giocatore: positivo, negativo o nulla, la sommabghi vincita, perdita ed eventuali tasse/quote per
giocare.

Il linguaggio dei giocatori usato qui sembra friwplma il modello descritto ha un ampia
applicazione:=> l'acquisto di un qualsiasi tipo di assicurazioneurg “gioco” dove si “vince”
guando noi (o gli eredi) riscuotiamo, e le “pestiisono i premi pagati.

Definizione
Un gioco é detto:

* equo seB)=0
» vantaggioso se EX) >0
» svantaggioso se EK) <0

Osservazione
Il Casind ha successo perché i giochi sono senigvergvoli al giocatore.

Esercizi
Calcoliamo ilguadagno probabile del giocatorei giochi:

Gioco dei dadiha un una speranza (valore atteso/medio) di
E(X)=10{0.4929) (- ){ 0.5079&~ 0.01:-> perdita attesa del 1.4 % della posta.

Roulette puntando 1 € su
- rossoE(X)=100.474) (- }{ 0.52p=~- 0.0:->perdita attesa del 5% posta;

- singolo numercE(X ) = 35[(3—18)+(— ) [é?’:—?j -2 005> 5%;

8 38
— gli altri casi per esercizio
Lotto: puntando 1 € su

- Ambo E(X)=24900.0025) (- Jf + 0.0035- 0.37 > perdita attesa del

37,5% della posta

— qgli altri casi per eserciziousando vincitevww.lottomatica.it
estratto semplicel1.232 volteamba 250 volte; terna 4250 volte;quaterna 80000
volte, cinquina 1000000 di volte.
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« Superenalotto supponiamo che il jackpot sia 100000000 € £ €0con 1 € possiamo
giocare una schedina con due combinazioni, ognuelie dyuali ha la probabilita
1/6226146301,6110° di vincere il jackpot, da cui segue che si perd€ ton la
probabilita di 622614628/6226146309910, e si vince il jackpot con la probabilita di
3.2210°, assumendo per semplicita che non ci siano aftciteri:

E(X) D10 03.22016 ¥(- ) 9.99 1= 0.322 0.989- 0.

- perdita attesa del 67.7% della posta.
Osservazioni

» Dal punto di vista della speranza (intesa come ggiad probabile) il gioco dei dadi e
migliore del gioco della roulette.

* Ha senso giocare al lotto e superenalstio se si giocano piccole quantita di denaro,laon
guasi certezza di perdere ma con la remota spethvbacere grosse cifre.
“L’emozione di un sogno milionario giustifica un&gola cifra giocata, e quasi certamente
persa”

* In termini di quoteun pagamento con le vere quote corrisponde a ucogEmuo

Sistemi/strategia di gioco
Osservazione
Esiste strategia di gioco che permette di trasfoenggoco sfavorevole in uno favorevole?

Esempio

Gioco in cui se puntoguadagna se vinco e-i se perdo> p probabilita di vincita
E(X)=ilp-ilf1- p)=i(2p-1 - gioco sfavorevole sp < %

Punto 1, se perdo punto 2, se perdo punto 4,...ficleeavinco, poi punto 1...

Dopon partite perse, ho persd+2+...+ 2= 2" -1

Se vinco in partita + 1 guadagnorﬁ1 - guadagno complessivo 1!

Problemaoccorre disporre di un capitale illimitato, perseguntate illimitate.

Osservazioni

* Non e possibile trasformare un gioco sfavorevoleria favorevole se non si dispone di un
capitale illimitato.

» Problema dellaovina del giocatorecon capitale limitato.

Legge dei grandi numeri e giochi

La Legge dei grandi numeri afferma semplicement, thnte piu prove usiamo per calcolare la
stima, tanto piu questa sara vicipapbabilmentealla probabilita reale dell'evento

Definizione (Legge dei grandi numer)
La media campionaria i v.a. discrete indipendent aventi la stessa media converge, al tendere
di n all'infinito alla media realg/delle v.aX;: P(Iim X, = ,u) =1.

n- oo

Vediamo laLegge dei grandi humedosa dice nel caso dgibco dei dadi
» siaX = guadagno del giocatore ad ogni una giocata ostai 1€;
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- sappiamo ché&(X)=-0.014;;

* assumiamo che il giocatore continui a giocare; guadagno al giocibesimo;
e ogniv.a.X OX ed é ragionevole assumerle indipendenti;

S, =guadagno dopo giocate> E(S,)=(-0.0143 n€ > perdita;

« poiché il numera delle giocate aumenta velocementeale aspettativa diventa sempre piu
grande senza limite;

» usando la legge dei grandi numeri si puo dire di flia perdita media dopo molte giocate &
circa di 1,5 centesimi, lo stesso che ci saremaspettati dopo una solo giocdtajuesta e
una notizia realmente molto deprimente per il gioesg infatti per ogni numero negativo

pitl grande di-0,0142 da esempie,13 si ha% <-0,13 = § <(-0,13h (¥

» se il giocatore gioca abbastanza a lungo il sud@yo diventera probabilmente sempre piu
negativo perché a destra di (*) diventera sempre piu grardlda sua perdita sara sempre
piu grande senza limit® n cresce;

e —una piccola perdita media si traduce in un enorreedfia quando il numero di giocate e
grande, con probabilita molto vicina a 1, cioé eert

Esercizio Vedere la_egge dei grandi numeniel caso del gioco: Roulette, Lotto, Superenalotto

L’errore/fallacia del giocatore
E’ importante non leggere nella Legge dei grandnert cose che essa non dice, infatti i giocatori
spesso nel desiderio di vincere mal interpretancdgge dei grandi numeri: dopo un periodo
sfortunato, di tentativi in un gioco, si dice ch@rossimo tentativo/giocata € piu favorevole pérch
la “Leggi dei grandi numeri” garantisce eventualteetn cambio di fortuna.
L’argomentazione é sbagliata poiché ad esempio lageio dei dadi éndipendentedai precedenti
lanci, infatti i dadinon “ricordano” che cosa €& accaduto precedentementere“cercano” di
pareggiareil punteggio.

Qual é la base dell’errore/fallacia del giocatore?

La Legge dei grandi numeri dice che, a lungo teeniamedia in generale si avvicinano alla
speranza matematica, cioe il valore attapmaflagno probabile del giocatgreQuindi € vero che
non si puo perdere sempre, cioe prima o0 poi sieyinta non si sa quando, certamente non si sa se
la prossimaifidipendenzp per cui si ha la certezza che la perdita aumg@aténa del giocatore

Assicurazioni e giochi
Vediamo come le assicurazioni calcolano il premimwo di una assicurazione sulla vita,
sottolineando come il risultato renda il “giocoasbrevole per il cliente.
» Uomo di 36 anni, polizza vita ventennale, indenaifamiliari in caso di morte 150.000 €

 Sia Pag; probabilita di sopravvivere ancaranni per uomo di 36 anni, Ii< 20

 Tavole di mortalita P;5; = Pgg;» 4

 Valore atteso dell’esborso della compagnia di asa@oneR :150.0001 + QG’ZO)
20

» Come calcolare il premio anniddell’assicurato ’."9(3uadagnoG - DZ Paex — R
k=1

» Assicurazione calcol® in modo che&G > 0 = Il gioco é sfavorevole
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Approfondimento

La Legge dei grandi numeudetta purdegge empirica del casovveroteorema di Bernoull(in
guanto la sua prima formulazione & dovuta a Bet)audncerne il comportamento della media di
una sequenza dn v.a. indipendenti ed identicamente distribuite tethdere ad infinito della
numerosita della sequenza stessp [h pratica, la legge dei grandi numeri afferntee,csotto

opportune ipotesi (v.aX; i.i.d. ,u:E(Xi)<oo), la media campionaria di variabili casualiX;

aventi la stessa media converge, al tendereadinfinito, alla media comune delle variabili cabu
Xi. Un caso particolare della legge dei grandi nursiehia quando si afferma che la proporzione di
successi im realizzazioni indipendenti di un evenEbconverge, pen che tende a infinito, alla
probabilita diE. Questa legge afferma chedtimadella probabilita di un evento ricavata da un
certo numero di prove (data dallariabile di Bernoull) “converge” alla probabilita vera
dell’'evento alllaumentare del numero di prove: sapgmo di avere un evento (come il fatto che
lanciando un dado esca il sei) con probabilita ssoiutap (sconosciuta perché il dado potrebbe
essere truccato, o semplicemente difettoso: nosigo® saperlo in anticipo). Eseguenddanci
consecutivi otteniamo una stima della probabilita fdre sei con quel dado, data da

Xn:i: X+ X,+...
n n

+
%, dove leX della somma rappresentano l'esito dei lanci e valgmo

se in quel lancio é uscito il sei, 0 zero se etasgn altro numero. La legge dei grandi numeri
afferma semplicemente che, quante piu prove usigenaalcolare la stima, tanto piu questa sara
vicina, probabilmente alla probabilita reale dell'event& Per concludere I'esempio, se la nostra
stima X(n) sara molto vicina a un sesto, che e la probabikbrica che esca il sei per un dado
perfetto, potremo essere ragionevolmente certiilcti@do in questione non € polarizzato per il sei
(per essere sicuri che il dado non sia truccatoessun modo dovremmo ripetere il test anche per
gli altri cinque numeri). Che cosa significlagionevolmente sicuridipende da quanto vogliamo
essere precisi nel nostro test: con dieci proveeramro una stima grossolana, con cento ne
otterremmo una molto piu precisa, con mille andairpiu e cosi via, cioe il valore diche siamo
disposti ad accettare come sufficiente dipendegdado di casualita che riteniamo necessario per il
dado in questione.

Il problema (Teorema) di Bernoulli sui lanci ripgtha a che vedere da vicino con I'eterno sogno
del giocatore del Casino, cioe quello della puntgtetuta sullo stesso Colore. La regola del gi@co
molto semplice. Si inizia a puntare 1 € sul Ross® attende il primo esito. In caso positivo si
intasca la vincita, diversamente si raddoppia Istgp@ si continua a giocare. Trascurando I'effetto
dello 0 e del 00, che sposta la probabilita a fawdel Banco, supponiamo di fare le nostre puntate
su una Roulettenestadi soli 36 numeri: 18 rossi e 18 neri, ipotesi igglente a quello del lancio

di una moneta con la stessa probabilita del 50%tttinere Testa o Crocell ‘ragionamento
elementare che sta alla base dell'illusione deilacita ‘certa mediante il raddoppio della posta e
guello che, prima o poi, il Rosso dovra uscire &tro”. Ammettendo di avere riserve finanziarie
adeguate, € lecito pensare di avere la vittortasea perché prima o poi I'esito favorevole si @ovr
sicuramente presentare.

Bernoulli, di fronte a questo problema, si poseréno la domanda sull’ “utilita attesa” che, molto
semplicemente, si puod riassumere con questo d@ppiociato:

“Uno scommettitorérazionalé non rinuncerebbe mai alla possibilita di raddopmaqualsiasi
somma, per quanto estremamente ridotta. Al cordramessun scommettitoréavvedutd
accetterebbe una scommessa, per quanto elevatadquaitilita procurata risulta sconosciuta

Il problema €& diventato storico ed & conosciuto edmParadosso di San Pietroburgeoiché
proprio in quella cittd venne formulato per la paivoltd®. Al tempo di Pietro il Grande, infatti, a
San Pietroburgo esisteva gia un casino regolarepehnmetteva di giocare a qualunque gioco

15 Della grande famiglia dei Bernoulli, non solo Jaes| si occupd di probabilith, ma anche i suoi mipamniel e
Nicholas, che nel periodo in cui, i due fratelli,tovarono ad insegnare matematica a Pietrobungtie loro
discussioni emerse un problema che divenne fammsd come di "paradosso di Pietroburgo".
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d’azzardo in cambio di un prezzo d’entrata, quiadijuestione era quanto sarebbe stato disposto a
pagare un giocatore per poter partecipare al gioG@?in quel periodo in Russia si conosceva uno
dei principali fondamenti dell’economia per cuidfgettativa di un guadagno é data dal prodotto del
guadagno ottenibile per la probabilita di ottenetto questo senso, la misura dell’aspettativa del
guadagno totale € il risultato della somma dellpetiative di guadagno per ogni possibile
situazione. Poiché, nel nostro caso, a ogni tirguadagno si raddoppia (ma la probabilita di
arrivarci si dimezza), I'aspettativa di guadagnagai tiro € sempre la stessa: quindi I'aspettativa
guadagno totale diventa infinita. Il giocatore deiMre allora essere disposto a giocarsi tutto ao ch
ha pur di poter partecipare, cido contrasta conviawsservazione che: piu si paga per giocare
minore € la probabilita che si riesca a guadagparedi quanto si sia pagato. In parole povere,
dobbiamo immaginare 2 giocatori: uno dotato di mezarmali e l'altro molto facoltoso.
Supponiamo dunque che, proporzionalmente alle @dpet le puntate iniziali siano: 1 Euro per il
primo e 100 Euro per il secondo. Supponiamo oral’aseita del Rosso sia rispettivamente: al 22°
giro per il primo giocatore e al 3° giro per il sado. Quindi le capacita finanziarie del primo
giocatore dopo 21 giri in perdita forse non sarasufficienti e si trovera, suo malgrado, a dover
rinunciare perdendo una somma considerata cosgieude proprie possibilita. Al contrario, la
vincita di 100 Euro netti per il secondo giocat¢+£00 -200 +400 = 100) non portera particolari
benefici alla propria ricchezza personale. Dunque:

“gualungue somma finita non é ritenuta sufficiente@ustificare infinite e possibili scommesse

L’assunto di Bernoulli fu presentato per “criticafeconcetto di gioco equo nel contesto dei giochi
onesti e non si tratta di un gioco di parole: eglie rimarcare che, poiché la probabilita di virece

1 milione di Euro é circa 1/1.000.000, non si paétenere che il pagamento di una somma elevata
e comunque adeguato all'interesse dello scommettitdel 1713 Bernoulli risolse il paradosso
notando che il valore del denaro non € assoluttipende invece da quanto se ne ha: una stessa
somma vale tanto per chi ne ha molto meno, e paochi ne ha molto di piu. Per calcolare
I'aspettativa di guadagno si deve dunque moltiptida probabilita non per il guadagno effettivo,
ma per quanto esso vale per il giocatore, chetogste la sua cosiddetta utilitd. Supponendo ad
esempio che ['utilita decresca in maniera logaGamil guadagno totale cessa di essere infinito per
diventare molto piccolo, e il paradosso scompasendzione di utilita € da allora entrata a far @art
dell’economia, anche se spesso si censura la dwaowiia conseguenza: che costa di piu
accontentare un ricco che molti poveri. Mentreilitdt ha risolto un paradosso, ne ha dunque
introdotto un altro ancora peggiore: il fatto, cioke il progetto dell’economia capitalista, chede
appunto a far arricchire i ricchi a scapito dei @oyve semplicemente antieconomico! Il fatto che
l'utilitd non sia proporzionale alla quantita di bene e un principio fondamentale dellEconomia
noto come principio dell’'utilita marginal€: se 1000 € in piu 0 in meno possono avere unaipeal
significato per tutti noi, la differenza tra 1.0000 e 1.001.000 € & praticamente irrilevante.
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Appendice B — Soluzioni degli esercizi

Impariamo a contare

1. Con lo schema delle scelte successive, osservidnmaaicsono 8 posti dove far sedere la
prima persona, poi 7 posti per la seconda, e dasé \unque in totale si hanno 8! modi.
Alternativamente si poteva osservare che i modifati sedere le persone sono le
permutazioni di 8 oggetti (le persone) in 8 pdstisedie), é°g= 8!

2. Le classifiche sono disposizioni con ripetizioneBdiggetti (le nazioni) in 5 posti, percio le
classifiche possibili son®; ; =8 = 3276¢.

3. Poiché i posti sono piu delle persone, si tratteoditare le disposizioni di 15 oggetti (i posti)
in 3 posti (le persone), cioB,; , =15014(113...[08= 2594592(.

4. a. La differenza fra un modo e l'altro di sceglitgestrade € solo in quante auto scelgono

una strada piuttosto che un'altra. Si hanh@uto che vanno nella prima direzione,

nella seconda &, nella terza, corx, + x, + x, =10. li numero di soluzioni X, X,, X;) di
. o . 12 12
questa equazione (con interi 2 0) C; = 10 = 5 =66.

b. Poiché le auto si considerano tutte diversssiamo pensarle come 10 posti numerati. Si
tratta di contare in quanti modi 3 oggetti (le diomi) possono essere disposti con
ripetizione nei 10 posti. Dunque la rispostdg,, = 3°.

c. Abbiamo 5 auto di tipoA che consideriamo tutte uguali fra loro. Ripetentio

. 7
ragionamento del punta. esse possono scegliere le tre direzioni%:(sj:ﬂ

) S : ) 4 :
modi. Analogamente ci song, , :(5) =10 modi per leB e C;, :(Zj =6 modi per le

C. Le scelte per le tre cilindrate sono scelte siwgiges percio si ha un totale di
211006= 126( scelte.

40
5. 1l numero di possibili estrazioni E4j (i sottoinsiemi di 4 carte scelte fra tutte le .40)
Estrarre 1 carta per seme significa scegliere tadea le 10 del primo seme, 1 fra le 10 del

10Y’
secondo seme e cosi via, quindi si haEnloJ =10" modi. La probabilita richiesta & quindi

104/(40j =0.109<.
4

6. Supponiamo che i primi due lanci li faccia Carlp@ ne faccia due Mario. | casi possibili
sono 2 = 16 (2 esiti possibili -testa o croce -in ognute 4 lanci). | casi favorevoli a che
Mario ottenga piu teste di Carlo sono CCCT, CCTEsfuna testa per Carlo e una per
Mario), CTTT, TCTT (una testa per Carlo e due parid), e CCTT (nessuna testa per
Carlo e due per Mario). Dungue la probabilita resta € 5/16 = 0.3125

7. Lo spazio campionari@ é costituito da tutte le 36 coppie con componeuineri interi fra
1e 6, cioéQ:{(a{,a)z):agD{l,Z,S,4,5,}5}, dove la prima componente rappresenta il

risultato del primo lancio e la seconda componerafgresenta il secondo lancio. Ogni
coppia ha la stessa probabilita, cioé 1/36, percio

a. P({(4,4)}) =1/36 =0.0278.

b. P({(3,5), (5, 3)}) = 2/36 = 0.0556.
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C. P({(a)l,a)z):qu{2,4,€}}):9/36 = 0.2500 (infatti abbiamo 3 possibilita pempiimo
lancio e 3 per il secondo).
d P({(at@):+w,=9)=P({(3.6),(4,5),(54),6,3)}) = 4/36 = 0.1111.

e P({(w.@): w=w})= 6/36=0.1667.

8. Lo spazio campionario n € l'insieme delle 52 c@tguna con probabilita 1/52).
a. Poiché le carte di picche sono 13 e le figureudri 3 in totale i casi favorevoli sono 16
e la probabilita richiesta é 16/52 = 0.3077.
b. Le carte rosse sono 26, restano da contaigueefche non siano rosse, ed esse sono 6
(3 di picche e 3 di fiori). La probabilita richiesé 32/52 = 0.6154.

Modelli probabilistici
Probabilita condizionata e indipendenza

1. Sia A l'evento "il test risulta positivo" e B l'eve "la persona € malata". | dati sono:
PA)=0.06, PB)=0.05 e PBJA) = 0.8. Ci viene richiesta RIB), che si ottiene utilizzando i
dati (e la definizione di probabilita condizionata)

P(B| ACP( A _0.8D.06
P(B) 0.05

2. 1 moda Contiamo i casi possibili: abbiamo 10 possibilger la prima estrazione, 9 per la
seconda e 8 per la terza, in totale 720 casi. @uwtii casi favorevoli: 6 possibilita di

pescare una bianca alla prima estrazione, 4 pbtsiti pescare una nera alla seconda e
infine 3 di pescare una nera alla terza estraz{poehé una nera é gia stata estratta alla

P(A|B)= = 0.96.

seconda estrazione). La probabilita & dung%‘%g: 0.1
[ moda SianoA l'evento "la prima pallina estratta € biand&'l,evento "la seconda pallina

estratta & neraG I'evento "la terza pallina estratta & nera". &iigde P( AN B C)e basta
osservare che (dalla definizione di probabilitadivionata

P(ANBNC)= A AOR B AOR G A ﬁzg%%: 0.4,

infatti P(A) = 6/10, PB|A) = 4/9 poiché é la probabilita di estrarre datlaiuna pallina nera
sapendo che ne e gia stata estratta una biancan@uel la composizione dell'urna & 5

bianche e 4 nere), mentFé(Cl AN B) = 3/8 poiché ¢ la probabilita di estrarre dall'urna una

pallina nera sapendo che ne sono gia state estrattebianca e una nera (e dunque la
composizione dell'urna € 5 bianche e 3 nere).

3. | casi possibili sono(igj (le scelte simultanee di I0 carte fra 40). Sal'evento "il
giocatore ha esattamerktsette”, cork =0, |, 2, 3, 4.
a. La probabilita che abbia almeno un sette & legltaP(S) e P( §) :(i@/[jgj da
cui la probabilita richiesta e 0.7001.
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b P(s)- o

c. P(SISUSU U 3= P F(1- (Py)$ (osserviamo che gh sono una partizione

dell'evento cert®). Percio la probabilita richiesta%%gi: 0.306¢C.

d. Sia&, I'evento "il giocatore ha il sette di quadri":righiede la probabilita diS,
ovvero la probabilita che abbia il sette di quagiti uno solo degli altri sette. Tale

. 36 40
probabilita vale3 =0.107..
8 10

Variabili aleatorie discrete e loro distribuzioni

1. Descriviamo il problema come un processo di Bednawdstituito da 5 prove. Se la
confezione é stata riempita meno del dovuto diciathe si e verificato un "successo",
altrimenti diciamo che vi & stato un "insuccesdd.probabilitd di "successo" g = 0.1.
Quindi la variabile aleatoriaX che conta il numero di "successi”, cioé il numelio
confezioni non completamente riempite, & distrdbwibme una binomiale di parametri 5 e
0.1,X~B(5,0.1). Si ha percio:

a P(X:3):(2JEQO.])3EQO.S)2: 0.008;
b, P(x:2):(gjmo.gzmo.g3: 0.072;
c. P(x:o):(gjmo.gf’mo.g% 0.590;

d. P(X=1)=1-(X=0)=1- 0.5905 0.40¢.
2. La variabile aleatorix che conta quante volte compare il numero 12 ihaB6i ha legge
binomialeB(36,1/36). La probabilita che esca almeno un 1@igdjdata da

P(Xz1)=1-(X=0)= 1—(306}@336 = 0.637%.

Perché la probabilita di avere almeno un 12 siaathD.5 occorre che il numero di lamci

I = = .

da cui, estraendo il logaritmo naturale, si ricamdng—gsln(l—os): In0.E5, quindi

n=In2/(In36-In36 = 24.¢, per cui il numero minimo di lanci & 25.
3. Consideriamo prima la leg@{p). Si ha chep, (0)+ p, (1) =(1- p)+ p=1
Invece per la leggB(n,p) si ha, utilizzando la formula del binomio di Nemnt

n

S 0.(K=3 1o - o (e =

k=0
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4. Poiché le persone che votano in una sezione possss®re pensate come "scelte a caso",
cioe fanno scelte indipendenti le une dalle altogascuna vota Pinco Pallino con probabilita
0.35, si ha ch& ha legge binomialex~B(200, 0.35).

200
a. P(X>75)=> [ZEOJEQO.SE)'( if 0.65™ = 0.206™.

k=76
b. Lo spoglio delle schede puo essere considerafmocesso di Bernoulli. Quindi ¥eg il
numero di prove che occorrono per avere il primatesso” (voto per Pinco Pallino), si
haY~G(0.35), per cui

P(Y=4)=(0.390{ 0.6§’ = 0.096.
Inoltre, usando la formula per il valore attesdalidgge geometricB(Y)=1/0.35=2.86.

Valore atteso

1. Assumendo che la produzione di un pezzo non infueuella dei pezzi successivi,
possiamo descrivere il problema usando un procaisBernoulli. Il "successo" e costituito
dalla produzione di un pezzo difettoso mentreniticcesso"” e costituito dalla produzione di
un pezzo non difettoso. Spala probabilita di successo. Considerando la primchezdi 10
pezzi ep=0.2, la variabile aleatoria& che conta il numero di pezzi difettosi ha una
distribuzione binomial®~(10, 0.2).

a. P(X=4) :(13(0.2)%0.36 = 0.088;
b. E(X)=100D.2=

c. P(X<s2=P(X=0+H X=3+ K x=3=
=[5 Jto tog s T oy op[ ) 0t 98-

= 0.1074 0.2684 0.3020 0.6778

2. Se consideriamo la produzione di ogni pezzo come prova che pud avere successo 0
insuccesso, a seconda che il pezzo sia o non ts@idimiti di tolleranza, allora
a. No, la "probabilita di successo" non saraéssa in ogni prova.

b. No, per lo stesso motivo.

c. No, in questo caso le "prove" non sono indigenid perché I'esito "insuccesso” in una
prova rende piu alta la probabilita di "successalanprova successiva.

d. No, perché la probabilita di "insuccesso" tend@amentare.

3. Descriviamo il problema come un processo di Berdhooktituito da 20 prove, infatti, se il
numero di schede della partita € molto grandestgli delle schede del campione possono
essere considerati indipendenti fra di loro. Qusalindichiamo come "successo" lo stato di
scheda difettosa, il numekodi pezzi difettosi ha una distribuzione binomiB[@0 ), dove
p € la proporzione di pezzi difettosi dell'interatfia. La probabilita di rifiutare una partita &

quindi data daP(X=23)=1-P(X<3=1- A X=0- K X=3- B X 3. Abbiamo
quindi nei quattro casi
a. X~B(20,00) : E(X)= 0.2 P X= = * 0.81791 0.16523 0.01586 0.C

(

b. X~B(20,009 : E(X)=1 P X= 3= + 0.35849 0.37735 0.18868 0.(;
c. X~B(20,0: E(X)=2 P X= 3=t 0.12158 0.270%7 0.28518 0.3

18] valore numerico & stato ovviamente ottenut@na® un opportuno software statistico.
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4.

d.
a

X~B(20,09: E(X)=4 A X= 3=+ 0.01153 0.05765 0.13691 0.7.

Il signor Rossi deve attendere piu di 7 mirsgtinel periodo di 10 minuti compreso tra
due partenze, arriva nei 3 minuti successivi allien@ partenza. La probabilita di
arrivare in quei 3 minuti p=3/10 = 0.3.

Possiamo descrivere la situazione attravers@ronesso di Bernoulli composto di 6
esperimenti (i giorni di permanenza del signor Rosgnuno del quali avente
probabilita di successp = 0.3. QuindiX ha legge binomialX~B(6,0.3). Per cui si ha
E(X) =60.3=1.8.

Procedendo in modo analogo ai due punti pretedeottieneY~B(30, 0.3). Per cui si
ha E{Y) = 300.3 = 9.

54



Appendice C- Verifica (10/02/2007 - | ora )

1. Per che cosa differiscono due permutazioni?

O Differiscono per almeno un oggetto.
m Differiscono per l'ordine.

0O Differiscono per un oggetto o per I'ordine deglgetfi.

Per che cosa differiscono due disposizioni?

O Differiscono per almeno un oggetto.
0O Differiscono per l'ordine.

m Differiscono per un oggetto o per I'ordine degjgetti.

Per che cosa differiscono due combinazioni?

m Differiscono per almeno un oggetto.
0O Differiscono per l'ordine.

0O Differiscono per un oggetto o per I'ordine deglgetfi.

Quanti raggruppamenti di 5 oggetti distinti si pooss con 11 oggetti distinti?
O 65432.
O 1110987-6.
m 11743.

Quanti raggruppamenti di 6 oggetti si possono ¢are6 oggetti distinti?
m 65432

O 1110987.
0 11.743.

Quanti raggruppamenti ordinati in gruppi di 5 oggdistinti possiamo ottenere con 11
oggetti distinti?

0O 654-32.

m 1110987.

O 11.7-43.

Gli eventi A e B sono fra loro incompatibili. Quéla le seguenti relazioni e vera?
0 P(AUB)=P(A+ R B+ R A B.
= P(AUB)=P(A+ H B.
0 P(AUB)=P(A+R B- K M B.
. Due eventi A e B sono fra loro indipendenti. Quiaile seguenti relazioni e vera?
O P(ANB)=P(AOA A B.
O P(ANB)=P(AOA B A.
= P(ANB)=P(ACH B.

. La v.a. aleatoria X assume i

seguenti valori: {—B, -1, 3, 5, 11} con probabilita

rispettivamente uguali a: {0.12, 0.16, 0.24, 0.ZB12, 0,08}. Quale tra le seguenti
probabilita e giusta ?

m P{X=-T} X=4})9.36 .
O P{X=-5U X=38} )9.40 .
O P{X=-1} X=8} )9.46 .
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10.La v.a. aleatoria X assume i seguenti valori: 41,11, 31, 47, 51} con probabilita
rispettivamente uguali a: {0.10, 0.15, 0.18, 0.8015, 0,12}. Quale tra le seguenti
probabilita e errata?

O P(4<X<3)=0.1¢
O P(X<35=0.7<
m P(4sX<3)=0.6:

11
11. L’espressione{ 3)0.63 [0.4 definisce?

O La probabilita che, eseguendo 11 prove in condiziorerse, I'evento A si presenta
3 volte essend®( E) =0.6.

O Il numero di combinazioni di 11 elementi di cla8se
m La probabilita che, eseguendo 11 prove tuttée rsteésse condizioni, I'evento A si

presenta 3 volte essen®{ E) = 0.6.

12.Che cosa afferma la legge dei grandi numeri?
O la probabilita si bilancia dopo un elevato numerprdve.
m allaumentare del numero di prove eseguito, dguenze relative dei due eventi si
avvicinano al valore delle rispettive probabilita.
O dopo un elevato numero di prove, le frequenzeivelatei due eventi si avvicinano
al valore delle rispettive probabilita.

13.Un test accerta l'uso di steroidi il 95% delle golinoltre, il test presenta un 15% di falsi
positivi. Sapendo a priori che la probabilita diviire una persona che fa uso di steroidi &
pari al 10%, individuare la probabilitd che unaspea risultata positiva al test abbia fatto
uso di steroidi
O 0.095.
m 0413
O 0.85.

14.Un gioco si definisce equo quando:
m EX)=0.
O E(X)>0.
O EX) =1.
15.1l valore atteso di una v.a. € il numero reale:

O Zk:fx(xk).

n szDfX(Xk)'
k
1 n

0o — .
L 2%

16.Una moneta € lanciata tre volte. Individuare I'egdesce almeno due volte testa

o {(TTc).(TcT),( CcT}.
o {(m)}
m {(TTC),(TCT),(CTT.( TT}}.
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17.1l teorema di Bayes consente di calcolare la pribiteb
m a posteriori di un evento.
O incondizionata di un evento.
00 a priori di un evento.

18.Si supponga che il 15% della popolazione degliesttidiella facolta di Ingegneria abbia gli
occhi di colore azzurro. Scegliendo in modo casualeampione di 20 studenti da questa
popolazione, determinare la probabilita che vigidmpersone con gli occhi azzurri.
O 0.182.
m 0.116.
O 0.85.

19.Sia X ~ B(n, p) con 0p<1. Allora, per ognp, P( X >0) vale:
m 1-(1-p).
O (1-p)".
O 1-p".
20.Considerati gli eventd, B entrambi con probabilita non nulla, tali cfR{B| A)= P( B,

possiamo affermare che:
O ANB=0 (gli eventiA eB sono disgiunti).

O P(AUB)=P(A+ H B.

m P(AIB)=P(A.

Livello di sufficienza 12 risposte esatte
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