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5.Approfondimenti
Applicazioni in Astronomia (segue dalla radiazione del corpo nero)	Cenni di Matematica alla base della teoria





Si tratta di rendere il tutto il più semplice possibile. Ma non più semplice del necessario. (Albert Einstein)



5.1 Applicazioni in Astronomia

Abbiamo già ampiamente trattato di cosa sia la radiazione del corpo nero (capito1 paragrafo 1.2), in questa sezione ci limiteremo ad approfondire i vari tipi di spettri possibili e come la spettroscopia sia utile per lo studio delle proprietà delle stelle. Infine vedremo come i principi della meccanica quantistica determinino la stabilità di una nana bianca..

5.1.1 Spettroscopia

Sappiamo già cosa sia uno spettro, ovvero la figura che si ottiene raccogliendo, su uno schermo nero o su una lastra fotografica, le radiazioni elettromagnetiche provenienti da una sorgente dopo che hanno subito una rifrazione. Le analisi spettroscopiche hanno consentito di scoprire che esistono tre tipi diversi di spettri. 
· Spettri di emissione continui; si ottengono in laboratorio, scomponendo con un prisma la radiazione ottenuta scaldando un corpo nero. Il risultato è uno spettro continuo appunto, che contiene tutte le onde elettromagnetiche. In natura nessun corpo si comporta come un corpo nero ma in prima approssimazione possono essere considerati tali i solidi, i liquidi e i gas ad alta pressione e ad alta densità, portati all’incandescenza. La quantità di energia emessa da un’unità di superficie è proporzionale alla temperatura (vedi legge Stefan-Boltzmann par.1.2). Anche il numero di fotoni di ciascuna radiazione dipende dalla temperatura. In un corpo nero a 3000 K i fotoni corrispondenti alle radiazioni di colore rosso saranno più numerosi degli altri, in un corpo nero, invece, a 25000 K saranno in prevalenza fotoni corrispondenti alle radiazioni azzurre.

· Spettri di emissione a righe, o bande; si ottengono usando come sorgente di emissione un gas rarefatto (bassa densità e bassa pressione) a elevata temperatura. Lo spettro che ne deriva non è continuo, ma è costituito da un insieme di righe sottili (se il gas è formato da atomi) o di bande (se il gas è formato di molecole) su uno sfondo nero. Le radiazioni vengono prodotte dagli atomi del gas: i loro elettroni, a causa del calore ricevuto, passano dallo stato energetico fondamentale a uno stato eccitato e , tornando allo stato fondamentale, liberano energia sotto forma di fotoni emettendo radiazioni elettromagnetiche caratteristiche. Ogni elemento produce uno spettro caratteristico. Lo spettro di emissione di un gas è dunque uno strumento utile per identificarne la composizione chimica.
              

· Spettri di assorbimento; si ottengono quando la luce continua, proveniente da una sorgente luminosa, viene fatta passare attraverso una sostanza gassosa a bassa pressione e meno calda della sorgente. Il gas assorbe alcune delle radiazioni emesse dalla sorgente. Il risultato è uno spettro colorato nel quale sono presenti righe o bande scure, in corrispondenza delle radiazioni assorbite. Le radiazioni che il gas interposto assorbe sono esattamente le stesse che emette quando viene riscaldato ed eccitato. Uno spettro di assorbimento è dunque esattamente il negativo di uno spettro di emissione e consente di identificare la natura chimica della sostanza allo stato gassoso, interposta tra la sorgente e l’osservatore.


5.1.2 L’analisi spettrale della luce delle stelle

Uno dei metodi di indagine più significativi per studiare la natura delle stelle è l’analisi spettrale, che consiste nello scomporre e analizzare le radiazioni elettromagnetiche provenienti dalle stelle. Gli spettri delle stelle sono sempre spettri di assorbimento, il motivo è facilmente intuibile. Le stelle producono radiazioni elettromagnetiche nel nòcciolo che si comporta in prima approssimazione come un corpo nero. Lo spettro che noi osserviamo non corrisponde alle radiazioni che vengono emesse dal nòcciolo, ma alle radiazioni che emergono dalla stella dopo aver attraversato gli strati di materiale che circondano il nòcciolo. Lo strato esterno di tutte le stelle è formato da gas a bassa densità che assorbono selettivamente, in base alla loro composizione chimica, una frazione delle radiazioni provenienti dall’interno. Lo spettro di ciascuna stella contiene quindi una serie di righe nere corrispondenti alle radiazioni assorbite dagli elementi degli strati più esterni. Da questo è possibile stabilire la composizione chimica della parte superficiale della stella, confrontando il suo spettro con spettri di assorbimento ottenuti in laboratorio utilizzando atomi e molecole note. Questo ha permesso di scoprire che i componenti principali della materia stellare sono l’idrogeno e l’elio, che insieme hanno una’abbondanza percentuale superiore al 95%. Inoltre è possibile attraverso lo studio degli spettri stellari stabilire al Temperatura degli strati più esterni di una stella. Questa può essere determinata considerando due dati: il colore e la classe spettrale. Per il colore si può osservare che le stelle assumono un colore diverso a seconda della temperatura che raggiungono(meno calde rosse 3000 K e al crescere della temperatura, arancio,giallo,bianco-azzurro,blu 40000-60000 K). Le stelle con uguale temperatura presentano inoltre righe di assorbimento molto simili. In base alla presenza o assenza di righe di assorbimento particolarmente evidenti le stelle possono essere divise in classi spettrali. Le stelle di una stessa classe hanno stesso colore e spettro simile. Esse vengono dunque suddivise in sette classi spettrali principali indicate con una lettera dell’alfabeto (O,B,A,F,G,K,M, in ordine decrescente di temperatura) suddivise a loro volta in sottoclassi (indicate con un numero che può variare da 0 a 9). Il Sole è una stella di tipo spettrale G2 e ha una temperatura superficiale di 6000 K.

5.1.3 Meccanica Quantistica e Nana Bianca

Sappiamo che quando all’interno di una stella le reazioni termonucleari si arrestano il nucleo non è più in grado di contrastare la forza gravitazionale e una delle sue possibili evoluzioni finali (massa inferiore a 8 masse solari) è lo stadio di Nana Bianca. All’interno della nana bianca non avvengono reazioni termonucleari e per comprendere da dove abbia origine la pressione che la stabilizza dobbiamo considerare due principi della meccanica quantistica: il Principio di Indeterminazione di Heisenberg e Il Principio di Esclusione di Pauli. 
Per il Principio d’Indeterminazione di Heisenberg (cap.1 par.1.9) sappiamo che la precisione con cui conosciamo la posizione di un elettrone è inversamente proporzionale alla conoscenza della sua velocità. Pertanto in meccanica quantistica non ha senso associare ad un elettrone una posizione precisa, ma piuttosto una piccola regione all’interno della quale è altamente probabile trovarlo.  Se due elettroni sono così vicini da "sovrapporre" le rispettive regioni, avranno la stessa posizione. 
Il Principio di Esclusione di Pauli, invece, stabilisce che due elettroni non possono avere contemporaneamente uguali le seguenti quantità: massa, velocità, spin, posizione.  Lo spin è una misura della velocità di rotazione dell’elettrone su sé stesso  (vale, in opportune unità, + 0,5 o - 0,5). Se due elettroni con lo stesso spin sono talmente vicini da avere la stessa posizione (per il Principio di Indeterminazione) allora, per il Principio di Esclusione, devono avere velocità diverse, dal momento che anche la loro massa, ovviamente, è uguale. 
A seguito della continua contrazione della stella dovuta all’esaurirsi delle reazioni nucleari, la materia all’interno della nana bianca si trova in uno stato degenere, la densità centrale sale al punto che diversi elettroni con spin identico vengono a trovarsi nella stessa posizione.  Essi devono pertanto distinguersi per la loro velocità. Tanto maggiore è il numero di elettroni che si vanno ad aggiungere nella stessa posizione, tanto più alti sono i valori di velocità che "gli ultimi arrivati" devono acquisire, dal momento che i valori più bassi sono già stati assunti dagli elettroni che si sono addensati in precedenza. La pressione generate del gas di elettroni cresce al crescere della velocità con cui tali elettroni sciamano, ovvero all’aumentare della loro densità. Quando la densità sale sufficientemente (~107 g/cm3) la pressione elettronica (pressione degenere) è in grado di contrastare la gravità e la stella si assesta diventando una nana bianca.
5.2 Cenni  di Matematica alla base della teoria

In questa sezione attraverso un piccolo approfondimento di matematica cercheremo di comprendere meglio, senza grosse pretese e in modo molto intuitivo, il significato della funzione Ψ (trattata nel capitolo 1 paragrafo 1.10) di cui abbiamo visto l’interpretazione data da Max Born nel 1926 e dell’Equazione di Schrödinger, l’equazione fondamentale della meccanica quantistica. 

5.2.1 Derivazione e Differenziale di funzioni ad una o più variabili
Una funzione ad una variabile indipendente è del tipo y =F(x). La sua derivata è F'(x)= Introduciamo il concetto di derivata parziale.
[image: f(\vec{x})= f(x_1, x_2,\ldots,x_n)~:~E\to\mathbb{R}]
Consideriamo una funzione di n variabili . 
Si definisce derivata parziale di f in [image: \vec{x}\in E], rispetto alla variabile k-esima xk, il limite, se esiste finito,

[image: \frac{\partial f(\vec{x})}{\partial x_k}=\lim_{h\to 0}\frac{f(x_1,x_2,\ldots,x_k+h,\ldots,x_n)-f(x_1,x_2,\ldots,x_n)}{h}]
Data la funzione a due variabili :  z=F(x,y) si definiscono le due derivate parziali : 
che si eseguono tenendo costante la variabile non nominata.
Per esempio, se : z=x²+xy si ha: =2x+y  e  =x
Il differenziale di  y=F(x) è := F'(x)dx  ovvero:   dy= dx
Analogamente, il differenziale di z=F(x,y)  sarà : dz=dx +  dy                    

5.2.2   Funzione d'onda

In meccanica quantistica non esiste il concetto di traiettoria continua, per il principio d’Indeterminazione di Heisenberg, quindi contrariamente a ciò che avviene nella meccanica classica una particella non è caratterizzata in ogni istante da una posizione e da una velocità che variano in modo continuo.
Le proprietà fisiche di una particella (o da un sistema di particelle), in meccanica quantistica, sono definite da una funzione, detta funzione d'onda, delle coordinate e del tempo.
Nella meccanica quantistica classica lo spazio è tridimensionale euclideo e dotato di un sistema di coordinate cartesiane ortogonali. Il tempo è assoluto. Ci limitiamo, quindi, ad una impostazione non relativistica. La funzione d'onda "psi" di una particella è : [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi127.gif] ed i sui valori sono in generale numeri complessi. La funzione d'onda di una particella è tale per cui :
                                                                                                       [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi128.gif]
Il valore [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi131.gif]rappresenta la probabilità di trovare (in un processo di misura) la particella in un volume "infinitesimo"  [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi129.gif] in un certo istante  [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi130.gif].
Il modulo quadro [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi132.gif]della funzione d'onda è la densità di probabilità relativa al punto[image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi239.gif]al tempo [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi130.gif]. 




Graficamente:
[image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi136.gif]   
[image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi133.gif]Facendo la somma di tutte le probabilità infinitesime su tutto lo spazio [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi134.gif]si ha : 
cioè la probabilità di trovare la particella in tutto lo spazio [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi134.gif] è la certezza 1.    
Se la particella è vincolata a muoversi su di una retta, si ha il cosiddetto moto unidimensionale.
In questo caso la funzione d'onda è semplicemente :
        [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi138.gif].
La densità di probabilità [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi132.gif]e la probabilità [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi131.gif]di trovare la particella nell'intervallo[image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi140.gif]in un certo istante [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi130.gif]sono visualizzabili come nel seguente esempio grafico :
[image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi137.gif]        








La probabilità[image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi141.gif]di trovare la particella nell'intervallo [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi142.gif]  in un certo istante [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi130.gif] è data dall'integrale : [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi143.gif] 
[image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi139.gif]Graficamente :
        







[image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi144.gif]La probabilità di trovare la particella in tutto l'asse [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi145.gif]  in un certo istante  [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi130.gif] è  [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi135.gif], cioè si ha : [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi146.gif]
Graficamente :
        
        









5.2.3   Equazione di Schrödinger 

[image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi147.gif]La funzione d'onda di una particella evolve nel tempo a causa delle forze che agiscono sulla particella stessa. Per esempio, nel seguente grafico abbiamo la densità di probabilità di una particella ai tempi  [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi149.gif],  [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi150.gif], [image: http://www.arrigoamadori.com/lezioni/Miscellanea/2/Metodi151.gif]:
        





L'equazione differenziale che esprime la variazione della funzione d'onda nel tempo è l'equazione di Schrödinger. Scoperta nel 1926 è una delle equazioni più importanti della storia della fisica oltre che l’equazione fondamentale della meccanica quantistica.
Diciamo brevemente che un’equazione differenziale è un’equazione funzionale, ovvero una di quelle equazioni in cui l’incognita è una funzione, in cui compaiono una o più derivate della funzione incognita. (F'(x) = f(x) che ha come soluzione come ben si sa, data dalle funzioni del tipo F(x) =  con a fissato e c arbitrario, è il più semplice degli esempi che potremmo fare).
[image: i\hbar\frac{\partial}{\partial t} \Psi(\mathbf{r},\,t) = \hat H \Psi(\mathbf{r},\,t)]L'equazione di Schrödinger assume diverse forme a seconda della situazione fisica. La scrittura per il caso generale è:
                     
            Dove:
             Ψ(r,t) è la funzione d’onda, che è l’ampiezza di probabilità per differenti configurazioni del sistema.    
             [image: \scriptstyle \hbar] è la costante di Planck divisa per 2π.   [image: \scriptstyle \hat H] è l’operatore hamiltoniano.

Conosciuta in un certo istante la funzione d'onda di una particella (o di un sistema di particelle) e le forze che agiscono su di essa (o nel sistema di particelle), l'equazione di Schrödinger fornisce la funzione d'onda in tutti gli istanti successivi.
In una dimensione, per una particella l'equazione di Schrödinger è :

[image: ]       

 
        
           Dove:
            r=(x,y,z) è la posizione della particella in una delle tre dimensioni,Ψ(r,t) è la funzione d’onda,  m la massa della                                                                                                                                                                                        
             particella e V(r) è l’energia potenziale che è funzione della coordinata spaziale r.        
      
      Inoltre:       è la derivata parziale prima della funzione d’onda rispetto al tempo.
       
        e    è la derivata seconda della funzione d’onda rispetto allo spazio.

La soluzione esatta dell'equazione di Schrödinger è possibile solo in pochi casi. In generale si utilizzano tecniche di approssimazione numerica al computer.




Capitolo Quinto                                                                                                                                                                            Approfondimenti
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